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Rappel : Si (X, <) et (Y, <) sont deux ensembles partiellement ordonnés, on dit qu’ils sont isomorphes
s’il existe une bijection f: X — Y croissante et dont la bijection réciproque est croissante.

Probléme

On considére un ensemble partiellement ordonné (X, <) qui est dénombrable, et dont ordre partiel est
total. On considére une énumération (zg,x1,...) de X.

1. Préliminaires sur les ordres totauz. (a) Rappeler la définition d’un ordre total. (b) Montrer que
si h: X — Y est une bijection croissante entre deux ordres partiels, et si (X, <) est un ordre total,
alors la bijection réciproque de h est croissante. (¢) Montrer que si (X, <) est un ordre total, alors
toute fonction f: X — Y strictement croissante est injective.

2. Soit yo,y1,... une énumération de Q. On considere la fonction f : X — Q construite ainsi :
f(zo) =yo,etsi f(xg),..., f(xn_1) ont déja été construits, avec n > 1, alors les points zg, ..., Tp—1
partagent X en n + 1 intervalles dont deux sont de la forme A, = {x € X | z < u} pour u € X et
B,={z € X |xz>v}pourve X, et n—1sont de la forme

Cuv={z€eX|u<z<wv} pouru,veX avecu < v.

L’élément xz,, € X se situe dans I'un de ces intervalles, disons C' avec C = C_%IJ ouC = A, ou
C = B,, . On pose f(z,) = yk, ou k est le plus petit indice tel que

Yk E}f(xz)a f(x])[v siC = Céri,zj
Yk E] —OO,f(.’IJz)L si C:AIN
Yk E]f('ri)a +OO[, siC = Blz

(a) Justifier la construction précédente définissant la fonction f. En particulier, justifier la partition
de X en n + 1 intervalles au rang n.

(b) Montrer que f est strictement croissante. Indication : montrer que pour chaque entier naturel n,
la restriction de f & {zg,...,x,} est strictement croissante ; puis conclure.

(¢c) Montrer que f est injective. En déduire que tout ordre partiel dénombrable et total est iso-
morphe & une partie de Q.

3. On suppose & présent que (X, <) possede les deux propriétes supplémentaires suivantes :
Py. (X, <) est dense, c’est-a-dire :

VeeX VyeX z<y=3JzeX zr<z<uy.

Py. (X, <) n’a ni plus petit ni plus grand élément.

L’objectif de cette question est de montrer que les deux conditions P et P, ci-dessus entrainent
que f est surjective.

(a) Montrer que si 21,22 € f(X), alors il existe une infinité d’éléments z € f(X) tels que
21 < z<2z9.

(b) Montrer que f(X) n’a ni majorant ni minorant dans Q.

(¢) Montrer finalement que f est surjective. En déduire que tout ordre partiel dénombrable qui
est total, dense, et sans plus grand ni plus petit élément, est isomorphe a Q.
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Correction.

1. Soit y1,y2 € Y et @y = h™ (1), 22 = h™1(z2). Si y1 < yo dans Y, alors x; > x5 est impossible
donc x; < x5 puisque (X, <) est total. Donc h~! est croissante.

2. (a)

()

On montre par récurrence sur n > 0 la propriété suivante : si xg,...,x, sont n éléments
distincts de X, il existe une permutation o : {0,...,n} — {0,...,n} telle que

To(0) < Zo(1) < 00 < To(n),

et les n + 1 intervalles

Cza(i)vza(i+1) 0 S (S n, AIO(O)’ Bica(n) (1)
forment une partition de X \ {zo,...,x,}. La propriété est évidente pour n = 1. Supposons-la
acquise pour n > 1, et soit zg,...,z,+1 n + 2 points distincts de X. Soit o : {0,...,n} —
{0,...,n} la permutation donnée par ’hypothese de récurrence. Alors z,,41 se situe dans I'un

des intervalles de la partition. Supposons par exemple z, 11 € C, Considérons la

¢ o (i0) T lio+1) "
permutation 6 : {0,...,n+ 1} = {0,...,n+ 1} donnée par
o(i), si i < i,
0()=_n+1,  sii=io,
o(i—1), sii>io.

Il faut vérifier que les intervalles

C

Zo(i)r»TO(i+1)

0 S Z <n + 17 A:E,,(o)? Bwﬂ(‘n,) (2>

forment une partition de X \ {zo, ..., Z,41}. D’une part, il est clair que les intervalles (2) ont
des intersections deux a deux vides. D’autre part, si x € X est un élément quelconque distinct
de xg,...,Tnt1, alors  appartient & I'un seulement des intervalles de (1) par hypotheése de
récurrence. Si @ € Xy, ;) 2, aVeC i # igousiz € Ay, ousiz € By, , alors z appartient
a l'un des intervalles correspondants de (2). Le seul cas restant est € C i) @otigsr) - DANS
ce cas, puisque X est un ordre total, on a s (jp) < T < Tpy1 OU Tpy1 < T < To(i41), CE qui
correspond a

xz el

To(ig—1)sTO(ig)

ou zeC

Lo(ig) To(ig+1)"

Le méme raisonnement avec des ajustements s’applique si x,+1 € A, ousiz,41 € By

(0)
Cette propriété étant démontrée, la construction de f par récurrence est claire.

a(n)”

On montre par récurrence sur n que f restreinte a {xo, e ,xn} est strictement croissante. La
propriété est claire pour n = 0; supposons-la vraie pour n > 0. Par hypothese de récurrence
on a bien

z; < xj = f(z:) < f(z;) sii,j<n.

Soit par exemple ¢ < n tel que z; < x,41. Alors z; est inférieur ou égal a la borne inférieure
de l'intervalle de la partition de rang n qui contient x,41. Soit z;, cette borne inférieure.
Par construction de f(zn,11) on a f(z;,) < f(xpt1). Puisque z; < x5, on a f(z;) < f(xs,)
par hypothése de récurrence, et donc f(z;) < f(zn+1). Le méme raisonnement s’applique en
changeant borne inférieure en borne supérieure dans le cas ol x,4+1 < z;. La propriété est
donc démontrée par récurrence.

Maintenant, pour montrer que f est strictement croissante : soit x,y € X avec z < y. Il existe
un entier n > 0 tel que z,y € {xo, ..., T, }, puisque X est dénombrable. Alors grace au résultat
précédent, on a f(x) < f(y).

f est donc injective d’apres la question 1(c). Il s’ensuit que X est isomorphe & son image f(X) C
Q, puisque la bijection réciproque est automatiquement croissante d’apres la question 1(b).



3.

(a)
(b)

Construire par récurrence une suite (u,)n>o0 d’éléments tels que 21 < u < z,. La construction
aboutit grace a la propriété de densité P1 et parce que f est strictement croissante.

Supposons que f(X) est majorée. Alors aucun majorant y n’appartient & f(X); car cela
contredirait que X n’a pas de plus grand élément. On considere y, € Q un majorant de f(X).
Pour chaque entier n > 0, posons M,, = max{xy,...,Z,}; ce maximum existe, car tout sous-
ensemble fini d’'un ensemble totalement ordonné posséde un maximum. Considérons le plus
petit entier m > k tel que xz,, > My ; cet entier existe puisque X n’a pas de plus grand
élément d’apres la propriété Py . Alors f(z,,) = yp avec h minimal tel que yp, > f(M,,). Mais
h>m >k, et y, > f(x,,) ce qui contredit la définition de h.

On fait un raisonnement analogue pour montrer que f(X) n’est pas minorée.

Supposons que f est non surjective, et soit y; € Q d’indice minimal parmi les éléments de Q
non atteints par f. Puisque f(X) n’a ni plus grand ni plus petit élément d’apres 3b, il existe des
entiers arbitrairement grands ¢ et j tels que f(z;) < yr < f(z;). Choisissons successivement :

to=min{i >k |3 >k f(z) <ye < f(z;)}
Jo=min{j >k : f(zi) <k < f(z,)}
no=min{n e N|n>k z;, <z, <xzj},
Iexistence de ng étant assurée par I’hypothese P1. Alors on doit avoir f(z;,) < f(zn) < f(zj,)-

Mais indice h tel que yp, = f(z,,) doit vérifier h > n > k, ce qui est contraire a la construction
de f.



