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Introduction

Le développement des ordinateurs a entrainé la création d’une théorie pour
essayer de définir précisément et d’étudier les opérations réalisables par des
machines. Intuitivement, un algorithme est la description detaillée d’une suite
d’opérations permettant d’obtenir un résultat a partir de données. Cette défi-
nition est néanmoins trop vague pour permettre 1’étude précise de la notion de
calculabilité.

Une théorie de la calculabilité a été développée en ce qui concerne les en-
sembles discrets ; elle semble aujourd’hui acceptée par tous. La notion d’algo-
rithme a été définie de plusieurs fagons différentes : fonctions récursives, ma-
chines de Turing, algorithmes de Markov, etc. Pour chacun de ces modéles, tout
le monde semble d’accord pour dire qu’ils refletent bien la notion intuitive de
calcul automatique. C’est ce qu’expriment la thése de Church (pour les fonctions
récursives), la thése de Turing (pour les machines de Turing), et le principe de
normalisation (pour les algorithmes de Markov). Heureusement, il est facile de
montrer I’équivalence de ces différents modeéles.

En ce qui concerne les ensembles non dénombrables, et en particulier 1’en-
semble R des nombres réels, plusieurs théories ont été proposées depuis la
premiére définition des réels calculables par Turing en 1936 (voir [Tur 36] et
[Tur 37]), mais aucune n’a encore été acceptée comme la théorie correspon-
dant réellement & la notion intuitive de calculabilité en analyse. Chacune d’elles
permet d’avoir une vision constructive de ’analyse: de nombreux théorémes
classiques de ’analyse ont une version constructive.

La difficulté pour trouver un bon modeéle semble venir du fait qu’il n’y a
pas qu’une seule notion d’algorithme. Il est important de percevoir la différence
entre les notions de probléme calculable algorithmiquement et calculable par une
machine. S’il est généralement admis que tout ce qui est calculable par une
machine est calculable algorithmiquement, la réciproque dépend beaucoup de
la définition de la machine. Le terme machine, comme le terme algorithme, fait
appel & une notion intuitive difficilement formalisable. On doit donc essayer de
trouver une généralisation a la theése de Church pour fixer les rapports entre ces
deux notions.

Si un travail peut étre effectué algorithmiquement, cela ne veut pas dire qu’il



existe une machine « physique » capable d’effectuer ce travail. Par exemple, nos
ordinateurs actuels travaillent sur des données discrétes, mais on peut considé-
rer d’autres modeéles de machines, opérant sur des objets différents, comme des
nombres réels.

Mon but est de présenter un document de Klaus Weihrauch intitulé A simple
Introduction to computable analysis [Wei 95], qui propose une théorie de la cal-
culabilité sur les réels. J’essaierai ensuite de donner un apercu des autres ap-
proches possibles en présentant deux autres théories, et en les comparant a celle
de Weihrauch. J’ai choisi de m’attarder surtout sur les problémes liés au choix
du modéle, notamment le choix des représentations des réels en mémoire, plu-
tot que sur les propriétés engendrées par ces choix — certaines seront néanmoins
abordées car elles permettent de valider les modeéles.

La « théorie de Deffectivité de type 2 »!, théorie décrite par Weihrauch
dans l'article présenté ici, ne suppose pas les machines capables de travailler
directement sur des nombres réels, ce qui correspond & la réalité physique. Elle
étend la théorie classique de la calculabilité par I'intermédiaire de représenta-
tions. La notion de fonction réelle calculable qui en découle correspond & une
définition donnée par le logicien polonais A. Grzegorczyk en 1955 ([Grz 55] et
[Grz 57]). Cette définition est inspirée de la définition des fonctions récursives de
Church-Rosser. Grzegorczyck commence par définir la notion de fonctionnelle
calculable, comme étant le plus petit ensemble contenant 1’identité, les fonction-
nelles constantes, et clos par des opérations de substitution, d’identification, et
de « minimum effectif ». Il définit les fonctions calculables a partir de cette no-
tion, et en donne plusieurs autres définitions équivalentes dans [Grz 57].

Le chapitre 1 présente les principales définitions données par Weihrauch pour
pouvoir parler de calcul sur des réels. Le chapitre 2 montre comment on peut
faire le lien entre calculabilité et topologie. Un modeéle sera correct si ce lien est
naturel. Cela dépend beaucoup du choix de la repésentation des réels, dont on
discutera dans le chapitre 3.

La théorie basée sur la définition de Grzegorczyk est appelée 1’approche po-
lonaise. L’approche russe, introduite par Ceitin en 1959, est une autre facon de
généraliser la calculabilité classique & 1’analyse. Elle considére uniquement les
nombres réels calculables (voir chapitre 4). Ce chapitre sera également 1'occa-
sion de montrer certaines propriétés de I’ensemble des réels calculables.

A Popposé de ces deux approches, le modeéle « real-RAM » (real random
access machine, ou machine réelle & acces aléatoire) ne se préoccupe pas de
la représentation des réels. Les machines qu’il considéere savent mémoriser et
effectuer des opérations simples sur les réels. Bien que trés éloignée des mo-

1. Type 2 Theory of Effectivity



déles réalisables physiquement, I’approche est 1égitime, car les approximations
de réels utilisées par les ordinateurs, comme la virgule flottante, permettent de
s’en approcher dans un bon nombre de cas. Elle permet par exemple de définir
une notion de sous-ensembles de R récursivement énumérables proche de celle
de la calculabilité classique. Par exemple, le complémentaire de ’ensemble de
Cantor est récursivement énumérable car il existe un algorithme qui s’arréte sur
ses points et uniquement sur ceux-la (voir chapitre 5).

Notations

On notera X un alphabet fini comportant tous les symboles dont on a besoin.
Ses éléments seront appelés lettres ou caractéres. X* est ’ensemble des mots
(suites finies de lettres) sur X. ¢ représente le mot vide, ¥t = £*\{e}. X" est
I’ensemble des suites infinies de lettres. Les mots et les suites de lettres seront
notés de maniére intuitive; par exemple, si w € ¥*, 013w (01)" représentera la
suite constituée des lettres 0, 1, 1, 1, puis des lettres de w, puis du mot 01
répété indéfiniment. La notation f :C A —> B sera utilisée pour une fonction
de domaine inclus dans A a valeurs dans B.



Chapitre 1

La notion de calculabilité
en analyse

Nous allons devoir représenter des nombres réels grace aux lettres d’un al-
phabet ¥. L’ensemble ¥* étant dénombrable, on ne peut 'utiliser pour une
notation de R. On va donc étre obligés de travailler sur des suites infinies. Cela
nécessite une modification de la définition des machines de Turing. On verra
ensuite comment on peut passer de ¥* ou LV & d’autres ensembles comme R |
en associant a chaque élément un nom. Enfin on généralisera les notions d’en-
sembles récursifs et récursivement énumérables.

1.1 Extension de la calculabilité aux suites infi-
nies

Pour pouvoir utiliser des suites de lettres infinies, on définit un nouveau type
de machines de Turing de la maniére suivante :

Définition 1.1.1 Une machine de Turing de type 2 est une machine déter-
ministe M avec k rubans d’entrée (k € N), numérotés de 1 a k, un ruban de
sortie, de numéro 0, et un nombre fini de rubans supplémentaires, dits rubans
de travail, telle que :

— Les tétes de lecture ne peuvent avancer que dans un sens sur les rubans
d’entrée et de sortie,

- On a une spécification de type de la forme (Y1, ..., Y, Yp), 0t Y1, ..., Y5, Yo €
{2*, YN}, SiY; = %, le ruban i servira auz inscriptions finies, si Y; = X7,
le ruban i servira pour des inscriptions infinies.



Remarque 1.1.2 Dans toute la suite, {Y,Y' Yy, ..., Y} C {¥*, 2N}, et M, M’,
My, ..., My sont des ensembles quelconques.

La machine écrit, lettre par lettre, des données sur le ruban de sortie, &
partir des données lues en entrée. Elle peut évidemment ne pas lire les données
en entrée entiérement. Bien str, si Yy = XV, la machine ne s’arréte jamais, mais
la téte de lecture du ruban de sortie ne peut avancer que dans un sens, ce qui
permet de pouvoir commencer a traiter le début du résultat méme si la machine
ne s’arréte pas. Pour les rubans d’entrée — et le ruban de sortie dans le cas de
¥* — on aurait pu autoriser le retour en arriére des tétes, ce qui aurait donné
un modéle exactement équivalent.

On peut considérer qu’une machine de type 2 calcule une fonction de la
maniére suivante :

Définition 1.1.3 La fonction fy; calculée par la machine M est la fonction d’un
sous-ensemble de Y1 x ... x Yy dans Yy définie par:

- 51 Yy =X, fm(yi, .., yk) = w <= M, sur Uentrée (yi1,...,yx), s arréte,
avec le mot w € X* sur le ruban de sortie,

- 51 Yo = XN far(yr, .., yk) = p <= M, sur Uentrée (y1,...,yx), écrit la
suite p € XN sur le ruban de sortie, chaque lettre de p étant atteinte au
bout d’un temps fini.

Définition 1.1.4 Une fonction f:C Y] x ... x Y, —> Yy est dite calculable s’il
existe une machine M de type 2 qui calcule cette fonction.

Une suite p de &V est un élément calculable de Yy si et seulement si elle
lest quand on la considére comme une fonction 0-aire.

On peut énoncer a partir de ces définitions une généralisation de la these de
Church/Turing, pour affirmer que ce modeéle correspond bien & 1’idée de calcul
par une machine:

Thése 1.1.5 (Church/Turing) Une fonction far :C Y1 X ... x Y, — Yy est cal-
culable physiquement par une machine, si et seulement si elle peut étre calculée
par une machine de type 2.

Bien sur, cette affirmation n’est pas démontrable. Cependant c’est sur elle
que repose toute la théorie. Elle semble néanmoins correspondre trés bien & la
notion de calcul induite par nos ordinateurs actuels; Weihrauch estime méme
qu’il est évident que c’est vraiment la seule notion intuitive de calcul.



1.2 Calculabilité sur d’autres ensembles

1.2.1 Systéemes de noms

La théorie de l'effectivité de type 2 fait donc ’hypotheése que les machines
ne savent travailler que sur des suites de symboles. Pour transférer la notion de
calculabilité & d’autres ensembles — comme R — il va étre nécessaire de passer
par 'intermédiaire de systémes de noms:

Définition 1.2.1 Une notation d’un ensemble M est une application surjective
v:CY¥— M.

Une représentation d’un ensemble M est une application surjective § :C
N — M.

Un systéme de noms est une notation ou une représentation.

Remarque 1.2.2 Dans toute la suite, v; (pour i € {0,...,k}), v et v/, sont des
systémes de noms. v; :.CY; — M;, v :.CY — M, v :CY' — M'.

L’alphabet ¥ va donc nous servir a donner un « nom » aux éléments de 1’en-
semble sur lequel on veut travailler. La représentation des réels la plus courante
est la représentation décimale, que ’on notera dz., :C LN — R,

On utilisera souvent pour N la notation binaire vy, :C ¥* — N (par
exemple vp;n(« 10110 »)= 22), et pour Q , la notation vg :C ¥* — Q (par
exemple: vg(« -110/101 »)= —6/5). (On peut les définir précisément trés faci-
lement de plusieurs maniéres équivalentes.)

Remarque 1.2.3 Pour alléger les notations, on notera souvent u au lieu de
vo(u).

On peut définir maintenant la notion de calculabilité sur d’autres ensembles
que ©* ou XV, par I'intermédiaire de systémes de noms.

Définition 1.2.4 Un élément x de M est dit vy-calculable sl existe un élément
calculable y de Y tel que y(y) = z.

Une fonction F :C My x ... x My —> My est dite (y1, ..., Y&, Yo)-calculable
sl existe une fonction calculable f :C Yy x ... x Yy — Yy telle que

Flyi(yn)s oo ve(yn)) = 0 (f(y1, ., y), partout ot F(vyi(y1), ..., ve(yx)) existe.

On dispose maintenant des outils nécessaire pour pouvoir dire qu’un réel ou
une fonction réelle sont calculables par une machine.

En calculabilité classique, le choix de la notation de N est souvent implicite
(il s’agit par exemple de la notation binaire ou unaire), et n’a pas trop d’impor-
tance. Ici, on va voir que toutes les représentations ne sont pas équivalentes. Il
va donc falloir faire attention & ce choix. La représentation devra contenir assez
d’informations sur les nombres pour étre facilement utilisable par la machine,
mais ne doit pas demander d’informations que la machine ne peut pas calculer,
ce qui interdirait des calculs simples.



1.2.2 Choix d’une représentation

Il faut choisir une représentation adéquate pour avoir une notion « correcte »
de calculabilité sur R . Malheureusement, dz.. ne peut pas étre utilisée, car des
fonctions trés simple sur R ne sont pas d4e.-calculables. L’exemple donné par
Weihrauch est le suivant : soit f la fonction définie sur R par f(z) = 3z. f n’est
pas dgec-calculable. Pour le prouver, il suffit de considérer le nombre z = 1/3,
représenté par la suite p = 0,3% (= 0,3333...). Supposons la fonction f §gec-
calculable. Il existe un machine M qui la calcule. On a donc fy; (p) = 0,9" ou
fa(p) = 1,0%. Considérons d’abord le premier cas. Aprés un certain nombre n
de pas de calcul, M a écrit la chaine « 0, » sur le ruban de sortie. Pour cela, elle
a lu au plus les n premiers caractéres de ’entrée. Considérons maintenant en
entrée la chaine ¢ = 0,3740". Pendant les n premiers pas de calcul, M va écrire
« 0, » sur le ruban de sortie, alors que le résultat doit commencer par « 1, ». Le
deuxiéme cas est similaire.

En fait, la représentation décimale est trop rigide, car elle contient « trop
d’information »; par exemple, le fait de lire « 1, » sur le ruban de sortie nous
indique déja que le résultat sera dans ’intervalle [1, 2], information que la ma-
chine ne peut connaitre a priori dans le cas de la multiplication de 0, 3" par 3.
D’ou I’idée de proposer un classement des systémes de noms selon la « quantité
d’information » qu’ils comportent. Pour deux systémes de noms et 4/, on dira
que les y-noms contiennent plus d’information que les 4/-noms s’il existe une
machine capable de transformer les y4-noms en 4/-noms, mais pas le contraire.
En terme de réduction (définie ci-dessous), v < v/ mais v' £ ~.

Définition 1.2.5 On dit que y est réductible a v (y < #'), si et seulement si
il existe une fonction f calculable telle que:

Vy € dom(y) v(y) = 7' (f(y))

Siy <4 ety <=, on dira que y et 4 sont équivalents (y=+').

< est une relation de préordre partielle. = est une relation d’équivalence.

Il faut maintenant trouver un systéme de noms correct pour R .
Définition 1.2.6 La représentation de Cauchy est Uapplication pc :C XV —
R définie par pc(p) = x si et seulement si p = uoHu1#... (ot # € X), avec
Viu; € dom(vg), Yk, k < i= [0 — | < 27% et z = limug.
Proposition 1.2.7 On ala relation : d4ec < pc. (démonstration p 20 de [Wei 95])

Les rationnels sont évidemment p¢-calculables. Weihrauch montre aussi que
par exemple /2 et logs(5) sont pc-calculables, et que les fonctions réelles
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(z,y) = x4y, (z,y) = 2.y, (z,y) — max(z,y), et x = 1/z sont (pc, pc, pc)-
calculables (ou (pc, pc)-calculables). Un résultat important affirme qu’une sé-
rie entiére associée a une suite réelle calculable est calculable sur tout disque
de centre O strictement inclus dans son disque de convergence (voir p25 de
[Wei 95]). Enfin, I’ensemble des fonctions réelles calculables est clos par com-
position. De tout ceci, on peut déduire la calculabilité de nombreuses fonctions
(e”, sinz,...) ainsi que de nombreux réels (7, e,...).

pc semble donc plus appropriée que dg4e. pour étendre la calculabilité aux
réels. Ce choix ne semble pas mauvais car on verra qu’il entraine des propriétés
topologiques naturelles. Remarquons que I’on impose une convergence rapide de
la suite (%;) dans la définition de pc. Une tentative de justification de ce choix
sera présentée au chapitre 3.

1.3 Notions calculabilistes sur les ensembles de
réels

Comme en calculabilité classique, on peut définir des notions d’ensembles
récursifs et récursivement énumérables :

Définition 1.3.1 Soit X CW C Yy x ... x Y. X est dit récursivement énu-
mérable (r.e.) dans W s’il existe une fonction f :C Y1 x ... x YV, — X*
calculable telle que X = W N dom(f).

X est dit récursif dans W s’il existe une fonction f :C Y7 x...x Yy — X*
calculable telle que f(z) =0 siz € X et f(z) =1 si x € W\X.

Si X =W, X est dit récursivement énumérable (r.e.) ou récursif.

Ces définitions ressemblent beaucoup & celles de la calculabilité classique.
Remarquons que les fonctions qu’elles utilisent sont & valeurs dans X*, donc
la notion d’arrét de la machine peut étre utilisée. Cette définition d’ensemble
récursif est équivalente & celle donnée dans [Wei 95]: X est dit récursif dans
W si X et W\X sont r.e. (Pour I'une des implications, il suffit de simuler
paralléelement les deux machines en effectuant alternativement la recopie d’un
caractére de chaque ruban d’entrée sur des rubans auxiliaires, avec replacement
des tétes, et un pas de chacune des machines sur ces rubans auxiliaires. On
s’arréte des que l'une des deux s’arréte, aprés avoir répondu 0 ou 1. L’autre
implication est évidente.)

On ne peut pas, comme en calculabilité classique, caractériser les ensembles
r.e. comme les images de fonctions récursives totales. Les parties r.e. de LN
ne sont pas énumérables dans le sens intuitif (de toute fagon, elles ne sont pas
toujours dénombrables). Méme en ne considérant que les ensembles d’éléments
calculables de N, I’équivalence semble étre fausse : on peut énumérer effective-
ment un ensemble de réels calculables défini comme le domaine d’une fonction
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calculable, mais la réciproque a peu de chances d’étre vraie.

Encore une fois, ces définitions pour les suites de lettres peuvent étre éten-
dues de X C Y] x ... x Y3 & un sous-ensemble de My x ... x My :

Définition 1.3.2 X C M x...x My est dit (y1, ...,vg)-r-€. (récursif) si {(y1, ..., Yx) €
Vi x o x Ye/(v1(y1), - ve(yk)) € X} est r.e. (récursif) dans dom(vy1) X ... X
dom(7yg).

Il est possible de caractériser ces ensembles grace a la proposition suivante :

Proposition 1.3.3 Soit X C R.
X est pc-r.e. < Y C dom(vg)? (Y re. et X = {]u,7], (u,v) € Y}
X est pc-récursif <= X =0 ou X = R.

Il n’existe donc aucun sous-ensemble pe-récursif de IR non trivial ! Des exemples
d’ensembles pc-récursivement énumérables sont {z/z > a}, {(z,y)/z < y},...
avec a pc-calculable. Leurs complémentaires ne le sont pas, sinon ils seraient
po-récursifs.

On verra par la suite que ces notions sont trés liées a certaines notions
topologiques, via des représentations correctes.
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Chapitre 2

Notions topologiques

Les notions introduites au chapitre précédent sont tres liées & des notions
topologiques sur R . On verra notamment que les propriétés topologiques sont
souvent conservées en passant aux représentations par l'intermédiaire de p¢.
Le théoréeme le plus important de la théorie est sans-doute celui qui affirme
que toute fonction réelle calculable est continue. A la fin du chapitre, on verra
comment on peut faire de I’analyse constructive avec des objets plus complexes
que les réels : ouverts, fermés, compacts, fonctions,...

2.1 Continuité

Pour permettre le travail sur des suites infinies, on a été obligé de limiter
le déplacement de la téte de lecture/écriture du ruban de sortie & un seul sens.
De cette caractéristique découle une propriété trés importante des fonctions
calculables sur des ensembles comme ¥* et X7

Proposition 2.1.1 (Propriété de finitude) Soit f :C Y1 x ... x Yy — Yp calcu-
lable. Si f(x) =y, toute portion finie de y ne dépend que d’un préfive fini de
x.

En fait, il s’agit juste de I'expression de la continuité pour la topologie dis-
créte 74 = {AJ/A C £*} (sur ¥*) et la topologie de Cauchy 7o = {AXN/A C ¥*}
(sur ©V). Ces topologies sont métrisables. On utilisera sur N la distance définie
par:

0 sip=ygq
Vp, g e TV d(p,q) =< 27" sip#q,oun est lalongueur du plus
long préfixe commun a p et q.

En terme de continuité, la propriété de finitude devient :

Théoréme 2.1.2 Toute fonction f :C Y1 x...x Yy —> Yy calculable est continue.

13



Voyons maintenant comment cette propriété se traduit pour d’autres en-
sembles que ceux des suites de lettres, en particulier pour R . Il faut relier les
notions de continuité entre elles.

Définition 2.1.3 Une fonction ' :C My x...x M, — My est dite (y1, ..., Yk, Yo)-

continue sl existe une fonction continue f :C Y] x ... x Y — Y} telle que

F(yi(y1), s ve(yr)) = o (f(y1, -, Yx)), partout ot F(vy1(y1), ..., Ye(yx)) existe.
Le principal théoréeme sur la continuité est le suivant :

Théoréme 2.1.4 Soit f :C R¥ — R. f est continue si et seulement si elle est
(pc, ..., pc)-continue.

Le théoreme 2.1.2 reste donc valable quand on étend la calculabilité aux
fonctions réelles par 'intermédiaire de p¢ :

Théoréme 2.1.5 Toute fonction réelle (pc, pc)-calculable est continue.

Cette propriété limite considérablement le pouvoir de calcul des machines.
Elle peut paraitre surprenante &4 premiére vue, mais elle correspond cependant
bien a la réalité puisque jusqu’a présent, aucune fonction réelle discontinue dé-
finie sur un intervalle n’a été implantée correctement, d’apres Weihrauch, sur
une machine physique. Cela montre bien qu’une fonction peut étre « facilement
définissable », mais pas calculable. On verra une généralisation du théoreme
précédent page 20.

2.2 Anutres définitions

La continuité est la notion topologique qui correspond a celle de calculabilité.
De méme, on définit les ensembles (71, ..., vx)-ouverts en remplacant r.e. par
ouvert dans la définition 1.3.2. On a les résultats suivants:

Théoréme 2.2.1
1. Pour X C R, on a l’équivalence : X est pc-ouvert <= X est ouvert.

2. Tout ensemble pc-r.e. est ouvert.

Le premier montre que p¢o transporte bien la notion d’ouvert. Le deuxiéme peut
servir & prouver que des ensembles ne sont pas r.e.

On définit  également la notion de réductibilité (équivalence) topolo-
gique (ou t-équivalence) en remplagant le mot calculable par continue dans
la définition 1.2.5. On notera v <; ¥ et ¥ =; 4'. Puisqu’une fonction calculable
est continue, on a:

Y<Y =19
On peut montrer que:
pPCc ft ddee
(donc pe £ ddec)
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2.3 Représentation d’autres objets topologiques

Beaucoup de définitions données jusqu’a présent concernent non seulement
R | mais aussi n’importe quel ensemble. Cela va nous permettre de travailler
avec des machines sur des objets variés. Les systemes de noms permettent de
travailler sur des ensembles dont le cardinal est inférieur ou égal & celui de £V, 11
n’est donc pas possible de donner une représentation pour I’ensemble des sous-
ensembles de R . Cependant, ’ensemble des ouverts, ’ensemble des fermés et
I’ensemble des compacts de R admettent des représentations. On se contentera
dans cette section d’énoncer les définitions de quelques représentations, ainsi que
quelques théorémes permettant de relier les notions entre elles, afin de montrer
I'utilité de ces représentations et I’opportunité de leur choix. On supposera que
I’alphabet ¥ contient les caractéres # et o, qui seront utilisés comme séparateurs.

Définition 2.3.1 (Représentation des ouverts) Soit T la topologie usuelle sur
R, et 6ouy :C TN — R définie par:
douv (p) = U{]w, 7] / u, v € dom(vg) et #u o v# sous-mot de p}

Définition 2.3.2 (Représentation des fermés) Soit J;., :C X" — { fermés de R }
définie par:
Sfer (P) = R\dous(p)

Définition 2.3.3 (Représentations des compacts) Soit K l’ensemble des com-
pacts de R . Définissons d’abord une notation des ensembles finis d’intervalles
ouverts a bornes rationnelles par:
H(w) =Q  si et seulement si w = uy v #.. upfog,

avec uy, ..., Ug, V1, ...v5 € dom(vg),

et Q = {Jur, v, ..., [ug, ve [}
On a plusieurs représentations possibles de K, correspondant a plusieurs défini-
tions possibles des compacts de R . En voici deuzr ; Weihrauch en donne plusieurs

autres dans [Wei 96] :

Fermés bornés: Soit §;, C XN — K définie par:
drn(p) = X si et seulement si p = utq,
avec u € dom(vg), q € dom(3ser), X = 8ger(q),
et X C [-u, ]

Borel - Lebesgue: Soit dy :C XY — K définie par:
do(p) = X si et seulement si p = wo o wy o ..., avec wo, wy, ... € dom(t),
et Yw € dom(v) X CJt(w) <= T w =w

Soit C'(X) ’ensemble des fonctions continues de domaine X C R et & valeurs
dans R . On peut donner les représentations suivantes de C'(R) et C'([0,1]):



Définition 2.3.4 (Représentation de C'(R)) Soit §¢ (k) :C X" — C(R) définie
par:
domy(p) = si et seulement si p = uoFvoFxo#yo o wiFvIFT1HY © ...
avec Vi € N u;, v;, 25, y; € dom(vg), et fla,b] Cle, d[<=
W (a=u,b=75,c=7F,d=T)

Définition 2.3.5 (Représentation de Cauchy de C'([0, 1]))

- On commence par définir une notation o :C ¥.* — A de ’ensemble A des
fonctions définies sur [0, 1] continues et affines par morceauz « a sommets
rationnels » par:

a(w) =f si et seulement si w = uoFHvoFt.. . upFtvK,
avec Vi € {0, ..., k} ui, vi, 25, y; € dom(vg),
0=uy < ..<ug =1, et f est la fonction affine sur
chacun des intervalles [u;, Ujy1] telle que

Vie {0, ..k} f(m) =
= Soit d¢(qo,1)) :C ¥ — C([0,1]) définie par:

Scqoan(p) = f st et seulement si p = wo o wy o ... avec Vi € N w; € dom(a),
et YEVi > k doo (a(w;), a(wy)) < 27k
et Yk doo (f, a(wy)) < 27°F,
doo €tant la distance sur C ([0, 1]) définie par:

Vf g€ C([0,1]) doo(f, 9) = sup,epo 17 1F(2) — g(2)].

Les exemples de représentations donnés ci-dessus permettent de donner une
version effective d’un certain nombre de théorémes de 1’analyse. On peut aussi
énoncer des théoréemes reliant les différentes notions définies entre elles. (voir
[Wei 95]) Nous nous contenterons ici d’en mentionner quelques-uns.

Théoréme 2.3.6 (Quelques propriétés des représentations définies ci-dessus)

— X est dyyy-calculable <= X est pc-r.e.
- [:CR—Rest (pc, pc)-calculable <= f est dc(r)-calculable.

- L’union et Uintersection sont (Souy , douv, Souy ) -calculables.

L’union et Uintersection sont (dp1, b1, du1 ) -calculables.

- Les représentations dzp et 0p sont équivalentes. (version effective du théo-
réme de Heine-Borel)

— La fonction

Maz :C([0,1]) — R
f — max f(x)
z€[0,1]

est (dc(r), pc)-calculable.
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Weihrauch montre également que la dérivation n’est pas effectivement réali-
sable alors que I'intégration I’est. Il s'intéresse enfin a la détermination des zéros
d’une fonction réelle continue, et montre qu’il n’est pas possible dans le cas gé-
néral de trouver les zéros d’une fonction représentée grice a d¢ (k). Cependant,
la recherche des zéros est possible si ’on se place sur I’ensemble des fonctions
de C([0,1]) qui ont un zéro et un seul. Il est également possible, étant donnés
une fonction f de C([0,1]) et un entier n, de trouver une valeur de & — si elle
existe — telle que f(z) < 27".

Toutes ces propriétés montrent que le choix fait pour les représentations n’est
pas mauvais. Nous allons essayer d’expliquer ces choix dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Choix des représentations

La principale difficulté pour généraliser la calculabilité sur LN & d’autres
ensembles est le choix de la représentation. Les propriétés que 1’on va pouvoir
déduire dépendent beaucoup de ce choix. Il faut trouver une représentation qui
contienne les informations dont on a besoin en entrée pour faire un calcul, et
qui puisse contenir en sortie les informations produites par la machine. En fait,
ces informations dépendent évidemment de ce que 'on veut faire.

3.1 Représentation standard

Il est possible de formaliser cette notion en définissant des représentations
a partir d’une structure d’information. Il n’y a pas de « bonne » représentation
de R , mais pour une structure d’information donnée, on peut trouver la bonne
représentation — & équivalence pres.

Définition 3.1.1 Une structure d’information sur un ensemble M est un
triplet (M, o,v), ot :

— o est un ensemble de sous-ensembles de M, qui sépare les points, c’est-a-
dire tel que Uo = M etVe,ye M {A€c/ze A} ={Acor/ye A} =
r=y

- v est une notation de o (avec dom(v) C (S\{#})*1).

Par exemple, pour M = R, on peut considérer la structure d’information dé-
finie par € v(w) < 2 > W. Un réel z sera défini de maniére unique par la don-
née de tous les ensembles de type Ju, +oo[ (avec u rationnel) qui le contiennent ;
c’est la borne inférieure de leur intersection. Cette structure contient donc bien
toutes les informations nécessaires pour définir z.
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Une fois la structure d’information de M choisie, on peut définir la repré-
sentation standard de M qui lui correspond : un nom de € M dans la repré-
sentation standard contient I’énumeération de toutes ses propriétés élémentaires,
c’est-a-dire de tous les éléments de o qui contiennent z :

Définition 3.1.2 La représentation standard pour une structure d’informa-
tion (M, o,v) est Uapplication §, :C " — M définie par:
du(p) =2 <= {w/z € v(w)} = {w/#w# est un sous-mot de p}.

Si I’on connait la structure d’information que ’on veut utiliser, les meilleures
représentations seront la représentation standard et les représentations qui lui
sont équivalentes.

3.2 Représentations admissibles

A chaque structure d’information correspond en fait une topologie sur M,
dont ¢ est une base. Par exemple, la topologie associée a 1’exemple de structure
d’information donné ci-dessus est {]z, +oo[, z € R}.

La représentation standard associée & la topologie classique mg sur R cor-
respond bien a l'idée courante d’approximation d’un nombre. On peut définir
la structure d’information (R, o, v) qui lui correspond par z € o(w) & (w =
uov et U<z < 7). Il est donc normal de chercher & utiliser une représentation
qui lui est équivalente.

Théoréme 3.2.1 La représentation standard §,, associée a la topologie g est
équivalente a p¢.

démonstration : % Soit A la machine définie par 1’algorithme suivant. M regoit
en entrée une suite p € dom(d,). A I’étape i, M lit la suite p jusqu’a y trouver la
notation d'un intervalle de largeur inférieure & 27¢. M écrit ensuite sur le ruban
de sortie le mot u; tel que u; soit le milieu de cet intervalle, suivi d’un #.
Soient j, k € N; on suppose k > j.

[wj -]l < |ug—zl+|e -l
< 27iml g o=kl <9=d

donc on a bien d, = pc o far.

* Soit 7 un intervalle ouvert a bornes rationnelles. On sait énumérer tous les
mots de la forme u o v avec u,v € dom(vg) tels que I CJu,v] (démonstration
triviale).

Considérons donc la machine M suivante. M recoit en entrée une suite p €
dom(pc) de la forme uo#ui#.... A Vétape 0, M lit uo#, le recopie sur un
ruban auxiliaire, et écrit le premier élément de I’énumération des intervalles qui
contiennent Jug — 2°,ug + 2°[ (voir ci-dessus). A Iétape i, M recopie u;# a la
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suite des autres sur le ruban auxiliaire, puis lit ce ruban depuis le début ; pour
chaque u;, elle écrit le (i — j + 1)-éme élément de 1’énumération qui correspond
a lintervalle I =]u; — 27, u; + 27].

Soit w = u o v € dom(v). Si € v(w) alors il existe i tel que 27 < min(|u —
z|, |t — z|). Pour cette valeur de i, Ju; — 271, % + 271 [C]w, 7], donc u o v est dans
la suite construite par M. Réciproquement, soit #w# un sous-mot de la suite
construite par M. w = u o v. Il existe i tel que = €]w; — 27, u; + 271 [C]u, 7],
donc z € v(w). O

Définition 3.2.2 Les représentations t-équivalentes a la représentation standard
pour une topologie T sont dites admissibles pour cette topologie.

Sur R, pc est admissible avec la topologie usuelle g, ce qui justifie le choix
de pc comme représentation pour R .

De méme, les représentations données au chapitre 2 des ouverts fermés, com-
pacts et fonctions continues sont admissibles pour les structures d’informations
définies ci-dessous :

ouverts: M =m,, U ev(w) & (w=uov et [u,7) CU)

compacts: M = K, X € v(w) < (w=1u; ov1 ¢...ug o v
et X Clur, vr[U...UJug, %)

CR): M=CR),fev(w)e (w=uovozoyet flu,v] C|T,7[)

Avec les représentations admissibles, les éléments sont décrits grace a des
propriétés topologiques (appartenance & des ouverts). C’est pour cette raison
qu’on les choisit. Ce sont elles qui permettent d’énoncer des résultats comme le
théoréme 2.1.5, dont voici une généralisation :

Théoréme 3.2.3 Soient, pour i € {0,...,k}, des représentations §; :C XN —
M;, admissibles pour les topologies t;. Une fonction f :C My X ... x My — My
est continue si et seulement si elle est (81, ..., 0, 8p)-continue.

Ce théoréme est un des points fondamentaux de la théorie, ce qui explique le
choix des représentations admissibles pour étendre la calculabilité. Cela n’em-
péche pas que d’autres représentations soient plus appropriées dans certains cas
trés particuliers. Il n’y a donc pas une seule notion de calculabilité, méme a
I'intérieure de ce modéle.

20



Chapitre 4

L’approche russe

Ce chapitre présente une autre approche de la calculabilité en analyse, trés
proche de celle de Weihrauch. Tout comme celle-ci, elle est réalisable physique-
ment. La principale différence vient du fait qu’elle ne considére que les nombres
réels calculables. Ce chapitre reprend des notions tirées d’un livre de B. A. Ku-

shner [Kus 85].

4.1 Réels calculables

Le modéle de Weihrauch permet de travailler sur tous les réels. S’il corres-
pond bien a ce que les machines peuvent faire, il permet méme d’effectuer des
opérations qui ne sont pas physiquement réalisables. Pourquoi en effet autoriser
le travail sur des réels non-calculables — ceux-ci ne pouvant par définition pas
étre introduits dans la machine?

L’idée est donc de représenter les réels non plus par une suite infinie de
lettres, mais par le programme qui permet de les calculer. On peut donc travailler
avec des machines de Turing classiques (Kushner travaille avec des algorithmes
de Markov1).

La théorie de Kushner correspond & une vision résolument constructiviste
de ’analyse. Les objets classiques de I’analyse (réels, suites,...) sont redéfinis en
les limitant a ceux qui sont calculables. Nous les nommerons ici différemment
pour éviter toute confusion.

1. Kushner a été éléve de Markov.
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4.1.1 Définitions préliminaires

Kushner n’utilise pas la notion de systéme de noms, mais assimile directe-
ment les nombres & leur nom. On peut néanmoins se ramener a la notion de nom
en définissant des notations appropriées. On notera vy, vy et vg des notations
de N | Z et (Q respectivement.

Pour coder les réels, on supposera que l'on dispose d’un codage des algo-
rithmes par des mots — que 1’on utilise les machines de Turing ou les algorithmes
de Markov. On appellera ces mots des programmes. On pourra par exemple
considérer une énumération (¢;)ien des fonctions partielles partiellement récur-
sives. Un programme sera dans ce cas un vy-nom d’un des indices 7 tels que ¢;
calcule la fonction voulue. La notation (&) sera utilisée pour signifier le codage
d’un algorithme quelconque de calcul d’un objet calculable o (nombre, suite,...).

Si « est une suite, on écrira a (i) = vo({a)(7)).

On a besoin de quelques définitions préliminaires?:
Définition 4.1.1 Soit (u;);en une suite de réels (ou rationnels). Un module de
convergence de la suite u est une suite (m;);en d’entiers naturels qui vérifie:

Y(i,j,n) €N? (i,5 > my, = |u; — u;| < 277)

Le module de convergence permet d’avoir une idée de la maniére dont la
suite converge, et donc de la précision avec laquelle on approche sa limite. Un
calcul sans indication sur la précision du résultat serait sans intérét.

Définition 4.1.2 Une suite u de rationnels est dite fondamentale si 'on peut
construire un algorithme de calcul d’un module de convergence de u.

Une suite u de rationnels est dite quasi-fondamentale s’il existe un algo-
rithme de calcul d’un module de convergence de u.

Une suite u de rationnels est dite pseudo-fondamentale si

VnadmV(i,j) (1,7 > m = |Ju; — u;| < 277)
(le « 3 » n’étant pas nécessairement pris dans un sens constructif>.)

Notons la différence entre suite quasi-fondamentale et suite fondamentale :
I’existence d’un algorithme de calcul d’un module de convergence n’implique
pas que l'on sache le construire.

2. Ces définitions different un peu de celle données par Kushner dans la mesure ou 1'on
tient compte ici des suites non calculables.

3. Il s’agit en fait du « —=—3 » de la logique constructiviste, pour laquelle « 3z » signifie
que 'on dispose d’une méthode effective pour construire z; « ==3Jz » indique juste que 'on
aboutit & une contradiction en supposant « =3z ».
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4.1.2 Classes de réels

Il faut maintenant définir ce que I’on entend par nombre réel calculable. Dans
I’approche russe, un nombre réel est calculable — intuitivement — si une ma-
chine peut nous en donner une approximation par un rationnel avec
la précision que ’on veut. L’idée est de donner un algorithme permettant de
construire une suite de rationnels qui tend vers le nombre que ’'on veut noter.
Pour pouvoir donner un approximation avec une précision donnée, il est inté-
ressant de donner en plus une information sur la vitesse de convergence, sous
la forme par exemple d’un module de convergence. Les ensembles Rpp, Rp,
R, et R, définis ci-dessous correspondent & plusieurs notions possibles de réels
calculables. Remarquons que ces ensembles sont définis par leurs notations.

Définition 4.1.3 Soit vpr :C ¥* — R Uapplication définie par: vpgr(u) = z
si et seulement si vg(u) = & ou u = {(a) o (B), avec « suite (vy, vg)-calculable
de nombres rationnels convergeant vers x, et f module de convergence (vy, vy)-
calculable pour la suite a. On notera Rpg l'ensemble des réels dont vpg est la
notation. Ses éléments seront appelés FR-nombres ou nombres réels construc-
tibles.

Soit vp :C X* — R Uapplication définie par: vp(u) = x si et seulement
st vg(u) = 2z ou u = {(a)o, avec a suite fondamentale (v, vg)-calculable de
nombres rationnels convergeant vers x. On notera Rp l’ensemble des réels dont
vr est la notation. Ses éléments seront appelés F-nombres.

Soit vy :C X* — R Uapplication définie par: vq(u) = x si et seulement si
vo(u) = = ou u = {a)o, avec « suite quasi-fondamentale (v, vg)-calculable de
nombres rationnels convergeant vers x. On notera R, [’ensemble des réels dont
vy est la notation. Ses éléments seront appelés quasi-nombres.

Soit v, :C ¥* — R Uapplication définie par: vy(u) = x si et seulement si
vo(u) = z ou u = (a)o, avec a suite pseudo-fondamentale (vy, vg)-calculable de
nombres rationnels convergeant vers x. On notera R, l’ensemble des réels dont
v, est la notation. Ses éléments seront appelés pseudo-nombres.

Les notions de FR-nombres, F-nombres, quasi-nombres et pseudo-nombres
ont été introduites par Shanin en 1962. On peut créer une théorie sur les réels
calculables a partir de chacune d’entre elles. Celle de FR-nombre est celle qui
correspond le mieux & la définition intuitive mentionnée ci-dessus, car c’est la
seule a donner effectivement un moyen de connaitre la précision de I’approxima-
tion. Kushner définit ces nombres par leur notation, et non comme ici par les
réels auxquels ils sont associés, ce qui ne permet pas vraiment de comparer les
ensembles. Essayons donc maintenant de voir les relations entre ces différents
ensembles et I’ensemble des réels calculables au sens de Weihrauch.

Proposition 4.1.4
RrrCRpCR,CR,
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démonstration : Tl est clair que si  est un FR-nombre et peut s’écrire (o) ¢ (5),
la suite « est fondamentale, donc vp({a)o) = 2. Enfin fondamentale = quasi-
fondamentale =— pseudo-fondamentale. O

On peut méme affirmer que Rpg = Rp. vpg et vp sont deux notations
du méme ensemble. Pour les autres inclusions, le probleme est beaucoup plus
difficile & résoudre. Kushner montre qu’il existe des vp-noms qui ne sont pas
des v4-noms. Il est impossible de construire un v,-nom qui ne soit pas un vp-
nom. En revanche, il est possible de donner des exemples de mots de la forme
(a)o, dont on sait montrer que c’est un v,-nom, mais tel qu’on ne connait pas
actuellement de preuve que c’est un vp-nom*.

L’ensemble R g semble donc le mieux correspondre & la notion de réel cal-
culable, car sa notation donne une information sur la vitesse de convergence,
ce qui est nécessaire pour pouvoir utiliser le résultat d’un calcul. Plagons-nous
donc dans cet ensemble, et considérons les notations induites par vp, v4, v, et
pc en restreignant leurs domaines pour qu’elles soient & valeurs dans Rpg. On
les notera abusivement de la méme fagon.

Proposition 4.1.5 Dans Rpg, on a vpr < vp <v, < vp.

démonstration: x vpr = vr o far avec fy définie sur dom(vrgr) par far({a) ¢
(8)) = (a)e.
* La restriction de v, & dom(vp) est égale a vp, et celle de v, & dom(v,) est
égale & v,. O

La notation vgg est la plus riche en information. Etant donné qu’elle est
la seule vraiment utilisable, Kushner la choisit pour définir la notion de réel
calculable. Il en découle une notion équivalente a celle de Weihrauch :

Théoréme 4.1.6 Les FR-nombres sont les nombres pc-calculable au sens de
Wethrauch.

démonstration: % Soit # un FR-nombre, et a, # deux suites calculables telles

que vpg({a) o (B)) = z. Posons v; = (a)(B(7 + 2)). La suite ¢ = voFtvi#... est
calculable, et on a (pour i > j):

lvo(vi) —vo(v)|l < [e(B(i+2)) — 2| +]a(B( +2)) - 2|
9= (1+2) 4 9-(i+2)

277t <977

INIA

enfin la suite (vg(v;))sen converge vers z, car c’est une suite extraite de (a(i))ien =

(vo((a) (7)))ien-

* Réciproquement, soit z un nombre pc-calculable. Soit M une machine qui

4. Pour plus de précision, on se reportera a la page 83 de [Kus 85].
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calcule z pour la représentation pc. On peut construire a partir de M une ma-
chine M’ qui prend en entrée un entier 7 et qui écrit en sortie le mot compris
entre le i-eme et le (i 4+ 1)-éme # de la sortie de M. Soit M son programme.
Enfin soit £ la suite définie par Vi € N 3(i) = 7. 8 est un module de continuité
pour la suite calculée par M, d’apres la définition de la représentation de Cau-

chy. On a donc vpgr(M o {(3)) = 2. O

Malheureusement, les systemes de noms p¢c et vpg ne sont pas équivalents.
Il n’y a en effet aucun moyen de retrouver, a partir d’un pc-nom, le programme
qui I’a engendré :

Pl‘OpOSitiOl‘l 4.1.7 Dans RFR; Vpr S pPC, et pc ft VrR.

démonstration : x La démonstration du théoréme 4.1.6 nous donne une méthode
effective pour passer de la notation vrr a pc sur Rpg, ce qui nous donne la
premiére partie de la propriété.

* Pour montrer, ’autre partie, supposons que pc <: vpgr. Soit donc f :C
YN — 3* une fonction continue telle que pc = vpg o f. Soit p = (1#)".
On a pc(p) € Rpg. Comme f est continue, il existe une boule centrée en p
dont I'image est incluse dans l'ouvert {f(p)} (avec la distance définie dans le
chapitre 2). Soit aX™ une telle boule, avec a = (1#)". Soit b € X* tel que
vo(b) = 14+ 27", Soit ¢ = (1#)"(b#)". La suite g est calculable, car périodique
a partir d’un certain rang. On a f(p) = f(q), donc vpr(f(p)) = vrr(f(q)),
alors que pc(p) # pc(q), ce qui contredit pc = vpro f. O

On devine deja que les notions de calculabilité engendrée par les deux mo-
deéles risquent de ne pas étre tout-a-fait équivalentes, méme si les notions de
réels calculables coincident.

4.1.3 L’ensemble des réels calculables

Les réels non-calculables existent bien. En effet, un nombre est dit calculable
§’il existe une machine de Turing de type 2 capable de I’écrire sur le ruban de
sortie. On peut proposer un codage de la machine par un mot (de longueur
finie). L’ensemble des mots étant dénombrable, I’ensemble des réels calculables
est au plus dénombrable.

En fait, on peut méme donner un exemple de réel non calculable : Soit A C N
un ensemble non-récursif, et = $;c 427", Le nombre z n’est pas calculable.

(voir [Wei 95, page 21])
Enoncons quelques propriétés de ’ensemble R pp; des réels calculables.

Théoréme 4.1.8

- Rpgr est dense dans R .



- R\Rppg est dense dans R .

démonstration x La premiére affirmation est évidente puisque Q C Rpg.

% Pour la deuxiéme, considérons deux réels z < y. Notons 2 = Sjcya;.2" et y =
Yiezbi. 28, avec Vi a;, b; € {0,1}. On peut supposer que la suite (a_;)jen n’est
pas stationnaire égale a 1. Soit n € 7Z tel que a, # by, et m < n tel que a,, = 0.
Soit A C N un ensemble non récursif. Soit z = X5 a;.28 + 27 4 S 427 Hm =1,
Il est facile de montrer que z < z < y et que z n’est pas calculable. O

Par ailleurs, Rpg est dénombrable. Mais peut-on 1’énumérer effectivement ?
C’est-a-dire existe-t-il un programme qui en donne la liste compléte ? Nous allons
voir que non. Weihrauch montre le résultat suivant :

Théoréme 4.1.9 Soit (u;)ien une suite (Vpin, pc)-calculable. 1l existe un réel x
pc-calculable tel que Vi € N z # u;.

Un résultat encore plus fort est montré dans [Kus 85]:

Théoréme 4.1.10 On peut construire une machine M qui calcule une fonction
fa telle que : pour toute suite (Vpin, Vrr)-calculable (u;)ien de réels, fa((u)) €
dom(vrr) et VYn vrr(fu({(w)) # un.

Ce théoréme, dans lequel on peut remplacer vpg par pc, se démontre grace
a un argument « diagonal ». D’apres la remarque de la page 11, cette propriété
implique que R g n’est pas r.e. dans R .

4.2 Les fonctions calculables

Définition 4.2.1 Dans [’approche russe, une fonction f :C Rpp — Rpg est
dite calculable si elle est (vpgr,vig)-calculable.

On a vu que les réels calculables des deux approches étaient les mémes.
Puisque méme dans ’approche polonaise il n’est pas possible de travailler phy-
siquement sur des réels non-calculables, les deux approches seront équivalentes
si les notions de fonctions calculables coincident. En fait, la notion de fonction
calculable de Grzegorczyk est définie pour des fonctions de R dans R | et non
de Rpg dans Rpg. Grace a la densité de Rpgr dans R, on pourra dire que les
deux approches seront équivalentes si:
f:Rpr — Rppg est (vpgr, vrgr)-calculable <= son prolongement par conti-
nuité sur R est (p¢, pe)-calculable.

Cette équivalence n’est malheureusement pas vraie dans le cas général. Toute
fonction (p¢, pc)-calculable a une restriction A R pg qui est (vrr, vrr)-calculable,
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mais la réciproque n’est pas toujours vraie. Cependant elle a été montrée dans
certains cas importants, notamment :

Théoréme 4.2.2 (Ceitin) Soit f :C Rpr — Rpgr. On suppose qu’il existe un
ensemble X C dom(vpg) r.e. tel que vpr(X) est dense dans dom(f). Alors:
f :Rpr — Rppg est (vpgr,Vrr)-calculable <= son prolongement par conti-
nuité sur R est (pc, pc)-caleulable.

Les relations entre ’approche russe et ’approche polonaise ne sont pas en-
core totalement comprises. On ne sait pas exactement dans quels cas elles sont
équivalentes.
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Chapitre 5

Autre approche: le modele

« real-RAM »

Les approches présentées jusqu’ici représentent fidelement ce qui est physi-
quement réalisable par des machines. Cependant, on a souvent besoin de tra-
vailler sur des fonctions non calculables, par exemple discontinues. On est obligé
de proposer des modeéles permettant une approximation du calcul de telles fonc-
tions.

Une fois I’hypothese faite que les machines savent travailler sur de telles
fonctions, c’est-a-dire en supposant que le modéle de calcul adopté s’en approche
suffisamment, on peut proposer une théorie de la calculabilité sur ces objets.
C’est ce que fait le modele real-RAM, en considérant des machines capables de
travailler sur des nombres réels en tant qu’objets de base. Cela permet d’étendre
la notion de calculabilité aux ensembles de réels de maniére trés proche de la
calculabilité classique.

Ce chapitre porte sur les travaux de L. Blum, M. Shub et S. Smale. (voir
[BSS 89] et [Sma 92]).

5.1 Exemples

De nombreuses fonctions réelles — ou ensembles de réels — sont décrits de
maniere algorithmique. Il suffit par exemple de considérer la fonction définie sur

R par
v _ [ 0siz<O
fo) = { 1 sinon.

Cette fonction n’est pas réalisable dans le modéle de Weihrauch. Mais nos or-
dinateurs sont heureusement capables de la calculer — non pas sur R , mais sur
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I’ensemble des nombres dénotables en virgule flottante, qui ont un nombre de
chiffres significatifs fixe, et une plage limitée.

I’exemple donné dans [BSS 89] est celui des ensembles de Julia:
Soit g : C — C une application polynomiale. On notera multiplicativement
la composition (donc g? représentera g og...).

Lemme 5.1.1 Il eziste une constante C' € R telle que si |z| > C, alors |g*(z)] —
400 quand k — +o0.

Considérons 'algorithme suivant :
tant que |z| < C faire
z+g(2)

L’algorithme s’arréte sur les points qui tendent vers +oo en itérant la fonction g.
Cela correspond exactement a la notion d’ensemble récursivement énumérable
de la calculabilité classique.

En prenant g(z) = 22 + ¢, Pensemble sur lequel Palgorithme s’arréte est le
complémentaire de ’ensemble de Julia associé a la valeur c.

Un des résultats montrés dans [BSS 89] est I'indécidabilité de la plupart des
ensembles de Julia: leurs complémentaires sont r.e., mais ils ne le sont pas eux-
meémes. Un autre exemple d’ensemble non r.e. dont le complémentaire est r.e.
est le classique ensemble de Cantor.

5.2 Machines réelles

Afin de formaliser la notion d’algorithme sur un anneau ordonné quelconque
R, on doit définir notre modeéle de calcul. Dans [BSS 89], les machines sont
définies par un graphe, avec des noeuds typés. On peut en donner une définition
plus formelle de la maniére suivante :

Définition 5.2.1 Une machine M sur un anncau R est un 14-uplet
(Ea Sa Ta €,8, Q’ QCa Qb’ Qfaqu 5an 5cta Jba 5t); ou:

- E = R est appelé espace d’entrée,

S = R™ est appelé espace de sortie,
- T = R™ est appelé espace de travail,

- e: E — T est une application injective linéaire,

s: T — S est une application linéaire,
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- @, Qc, Qv et Q; sont des ensembles d’états qui vérifient Q = Q. UQUQy,
Qc, Qv et Qf deur a deux disjoints, et qo € Q. Les éléments de Q). sont
appelés états de calcul, ceuzr de Qp états de branchement, et ceuzx de Qy
états finaux.

- qo € @ est appelé état initial,

— 0 Qp — Q%X Q

~ gt Qe — @

=0t 1 Qe x T — T, telle que Vq € Q., x — det(q, &) est polynomiale,
-0 :Qp x T —> R, telle que Yq € Qp, © —> d:(q, ) est polynémiale.

Pour comprendre le fonctionnement de la machine, on peut supposer qu’elle
dispose d’une « case mémoire » (ou wvariable), que I’on notera M, capable de
contenir un élément de T'. Sa valeur sera appelée valeur courante, et sera notée
m. L’état courant sera noté ¢. On utilisera les fonctions de projection p; et po:
Ve,y € Rpi(z,y) =z et pa(z,y) = y.

La machine fonctionne de la maniére suivante, sur ’entrée x € I :
1. On place e(z) dans M, ¢ = qo.
2. On répete les opérations suivantes jusqu’a ce que ¢ € Q; :

- Si ¢ € Qc, on place la valeur d. (¢, m) dans M, et ’état courant
devient d¢q(g).

— Si ¢ € Qs, on se place dans ’état p1(dp(q)) si d:(q, m) < 0, dans I’état
p2(ds(g)) sinon.

3. Le résultat du calcul, si la machine s’arréte, est s(m).

La fonction e peut permettre de réserver de 'espace de travail (prendre par
exemple 'injection canonique de R! dans R™, avec m > [). Dans le cas ot R est
un corps, on peut autoriser les fonctions rationnelles au lieu de polynomiales.
On peut représenter une machine par un graphe. Celui de la figure 5.1 corres-
pond a l’algorithme de la page 29. Blum, Shub et Smale proposent aussi une
modification de cette définition pour permettre de travailler sur RY.

Dans le modele real-RAM, on définit les notions suivantes :

Définition 5.2.2 Une fonction f est dite calculable par une machine real-RAM
sl existe une machine M telle que : sur Uentrée x € dom(f), M se place en un
temps fini dans un état final avec f(x) comme résultat, et M boucle sur toutes
les autres entrées.
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z-—d@

h(z)<0 %

FiG. 5.1 - Machine qui s’arréte sur le complémentaire de l’ensemble de Julia

On définit les ensembles récursivement énumérables et récursifs comme dans
la définition 1.3.1, en remplagant la machine de type 2 par une machine real-
RAM. Comme d’habitude, un ensemble X est récursif dans W si X et W\X
sont r.e. Il suffit pour le démontrer, de travailler sur la machine « produit » de
M et My (ott X est I'intersection de W avec le domaine de la fonction calculée
par My — idem pour W\X avec M), c’est-a-dire une machine travaillant sur

T'=T xT5, Q' = Q1 X Qa, avec Q4 = Q1 X Q2 U Q1 X Qy2...

Le modéle ne permet bien sur pas de définir la notion de nombre réel cal-
culable. On peut travailler avec tous les réels. On peut meéme considérer des
constantes « de construction », c’est-a-dire des constantes réelles connues par la
machine dés le départ. Par exemple, on peut construire une machine qui décide
un sous-ensemble A de N en y introduisant la constante réelle s = >, . 5;.271
définie par:

1 sinon.

{OsiieA
S; =

La machine peut savoir ainsi si un nombre appartient ot non a A, en effectuant
seulement quelques calculs sur le nombre s. Tout ensemble d’entiers est donc
récursif dans ce modéle.
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Chapitre 6

Complexité

La calculabilité classique est prolongée par une étude de la complexité des
algorithmes. Dans le cas des machines de Turing, on peut par exemple définir
la complexité en temps (nombre de pas nécessaires pour un calcul) et en espace
(nombre de case visitées sur les rubans). Définir la complexité d’un algorithme
sur les réels n’est pas aussi simple que pour un algorithme sur des données
discrétes. La notion de complexité va évidemment dépendre du modéle.

6.1 Modele de Weihrauch

Les machines de Turing de type 2 ne s’arrétent pas toujours. On est obligé
de changer la notion de complexité d’un calcul en la faisant dépendre du nombre
de caractéres écrits en sortie. Il est également intéressant de regarder le nombre
de caractéres lus sur les rubans d’entrée pour écrire un nombre de caractéres
donné en sortie. On peut par exemple définir la complexité d’un calcul et la
longueur d’entrée nécessaire de la maniére suivante :

Définition 6.1.1 Soit M une machine de type 2, qui calcule une fonction fay :C
(EMm — BN, Soit y € (BN)™, et k € N,

- La complexité en temps pour la machine M sur l'entrée y est la fonc-
tion Timenr (y) : N — N qui ¢ une valeur k associe le nombre de pas
nécessaires a M pour écrire le k-iéme caractére sur le ruban de sortie, en
prenant y en entrée.

- Lalongueur d’entrée nécessaire (input lookahead) est la fonction Lenpy (y) :
N — N qui a une valeur k associe le plus grand nombre de caractéres lus
sur un des rubans d’entrée pendant les Timens (y) (k) premiers pas de cal-
cul.
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On peut donner des définitions similaires pour X*. On voudrait, comme
toujours, étendre cette notion de N 4 R . On est confronté & un probléme: on
aimerait pouvoir dire qu’une fonction réelle est calculable en temps ¢ : N — N
s’il existe une machine qui la calcule en temps ¢ par I'intermédiaire de pc-noms.
Hélas la longueur d’un préfixe d'un pc-nom n’a rien a voir avec la précision
de 'approximation. En effet, la notation standard de @@ permet d’employer des
noms aussi longs que I’on veut. Tout pc-nom peut étre arbitrairement étiré sans
changer la valeur représentée. En allongeant ainsi la sortie, on peut construire,
pour toute fonction calculable, une machine qui la calcule en temps O(n).

On est donc obligé de définir la complexité autrement. Il faudrait que la
fonction de complexité dépende non du nombre de caractéres écrits, mais de la
précision du résultat. Mais 14 encore, si les entrées peuvent étre étirées a volonté,
la complexité dépendra toujours du pc-nom choisi, puisque la machine doit au
moins effectuer un pas pour lire chaque caractére d’un ruban d’entrée.

Pour résoudre le probleme, Weihrauch interdit 1’allongement arbitraire des
noms en utilisant la représentation particuliére définie ci-apres. Il s’agit d’une
représentation binaire modifiée, o1 ’on autorise les chiffres 1, 0 et —1. On notera
1 le chiffre —1.

Définition 6.1.2 Soit p :C XN — R la représentation définie par

plan...ap,a_1a_5...) = Z a;.2!

sur le domaine sutvant :

dom(p) = {an...ap,a_1a_s.../n>—1, a; € {1,0,1}, a, # 0 sin >0,
et anan_1 ¢ {11,11} sin > 1}

Pour cette représentation, la précision du résultat dépend directement du
nombre de caractéres pris en compte. En effet, chaque chiffre supplémentaire
divise 'intervalle d’approximation par 2.

Contrairement a la représentation binaire classique, cette représentation est
équivalente a pc, et est donc admissible pour la topologie 7.

En imposant I’emploi de cette représentation, on peut généraliser les défi-
nitions des fonctions Time et Len. Weithrauch montre que ’addition se fait en
temps O(n), la multiplication peut se faire dans les mémes temps que sur des
entiers avec des machines de Turing classiques (par exemple n.logn.loglogn).

Le fait d’imposer une représentation pour pouvoir calculer la complexité
ne me paralt pas une solution trés satisfaisante. Cela montre que méme dans
cette approche, qui ressemble beaucoup a la calculabilité classique, la notion
de complexité est assez vague et encore mal définie. On peut bien sir fixer
la représentation p et imposer de ne travailler qu’avec elle. On obtient alors
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un modeéle cohérent que 1’on peut étudier, y compris du point de vue de la
complexité. Cependant on ne peut étre certain que la complexité ne pourra
pas étre meilleure avec d’autres représentations. La représentation adéquate
peut aussi dépendre du calcul. Le choix de la représentation, méme parmi les
représentations admissibles, est toujours arbitraire.

6.2 Approche russe

L’approche russe ne permet pas de définir une théorie de la complexité. En
effet, il est impossible de lier directement la complexité & un calcul sur une
valeur réelle, car cela dépendra encore du nom choisi.

6.3 Modele real-RAM

Pour le modeéle real-RAM, 1’étude de la complexité est beaucoup plus simple.
On admet que les calculs polynomiaux sur les réels se font en une unité de temps.
Le temps nécessaire pour effectuer un calcul est le nombre de transitions effec-
tuées. Le critére uniforme est la taille de I’entrée, qui est définie de la maniére
suivante :

Définition 6.3.1 Soit € R". On notera x = (z1, 2, ...).

La longueur de x est le plus grand entier k tel que i, # 0 si x # 0; la
longueur de 0 est 1.

La hauteur de y € R est:

- log(ly| + 1) si R=Z,

- max(hauteur(p), hauteur(q)) ot p et ¢ sont deux entiers premiers entre
euz tels que y = p/q, si R =Q,

-1si R=1R.

La hauteur de x est le marimum des hauteurs de x;, 1 <i<n.
La taille de x est la somme de sa longueur et de sa hauteur.

La hauteur d’un réel est toujours 1, puisque le cotlt réel d’une opération
simple (multiplication) sur un réel ne dépend pas de sa valeur. La hauteur
d’un entier est le nombre de chiffres nécessaires pour 1’écrire, & un coefficient
multiplicatif prés en fonction de la base.

On définit enfin le codt d’un calcul, comme le produit du temps par la hau-
teur maximale survenant pendant le calcul.
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Le modéle permet également de définir, comme dans le cas classique, les
classes P et N P. Nous nous intéresserons plus particulierement aux problemes
de décision, c’est-a-dire d’appartenance a un ensemble.

Définition 6.3.2 Un algorithme est dans la classe P s’il se déroule avec un coiit
polynomial en la taille de lentrée.

Un probléme de décision d’un ensemble Y1 CY est dans la classe NP (non
déterministe polynémial ) s’il existe une machine M sur R calculant une fonction
fur et deux entiers naturels ¢ et q tels que:

—dom(fu)=Y etVy,y €Y fu(y,y') =0 oul
- st y¢Y1; fM(y:y/) :01

— pour tout y € Yy, il existe un y' tel que far(y,y') = 1 et coutpr(y,y') <
c.(taille(y))?.

Si R = Z, la définition de la classe N P coincide avec la définition standard.

Les auteurs montrent que le probléme sur R de décision du Voyageur de Com-
merce, analogue du probléme classique, est dans la classe NP (voir [BSS 89]).
Les auteurs démontrent un théoréme analogue au théoréme de Cook. L’article

aborde également la question P Z NP et tente de la relier avec le probléeme
classique sur 7 .

La théorie de complexité « basée sur I'information » présentée dans [TWW 88]
utilise un modéle de calcul trés proche. Un des problemes abordés est le calcul
d’une valeur f avec avec une précision donnée . Les machines utilisées posent
une suite de questions sur f puis déterminent le résultat en fonction des ré-
ponses obtenues. Toutes les questions sont permises, a condition que la réponse
soit toujours oul ou non. On peut voir ceci comme des questions posées a des
oracles qui savent déterminer ’appartenance & un ensemble; on peut utiliser
autant d’oracles que I'on veut. On affecte & chaque question un cout.

Une fois toutes les questions posées, on détermine le résultat en effectuant
des opérations simples comme les opérations arithmétiques et les comparaisons
sur des nombres réels. On fixe un cott pour chaque opération (par exemple 1).
On suppose que chaque opération est réalisée exactement. Le cout du calcul
est la somme des couts de la détermination des informations et du calcul du
résultat.

Les auteurs étudient successivement les notions de complexité au pire, en
moyenne et grace a une méthode probabiliste. Ce modeéle permet une étude
théorique de la complexité, mais il ne correspond en fait & aucun modeéle de
calcul bien défini. En effet, ce modeéle ne peut étre utilisé tel quel pour n’importe
quelle opération (il suffirait par exemple de poser la question & un oracle pour
déterminer si un nombre est premier — ce qui donnerait une complexité en temps



de 1 pour la recherche des nombres premiers!). Dés que 1’on utilise un oracle, la
notion de complexité expérimentale est faussée. Avant de calculer la complexité,
il faut donc définir les questions a poser et les opérations autorisées. Une fois
I’algorithme validé, on peut en calculer la complexité.
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Conclusion

La diversité des modeéles de calcul sur les réels montre bien que la notion
de calculabilité en analyse n’est pas encore vraiment établie. Elle témoigne éga-
lement de la difficulté de travailler avec des machines sur des ensembles non
dénombrables. On se contente d’ailleurs actuellement sur les ordinateurs d’ap-
proximations qui ne correspondent & aucune théorie de la calculabilité. C’est
la raison pour laquelle la validité de tout calcul sur les réels doit étre discutée
avant de pouvoir en utiliser le résultat.

Les approches russe et polonaise sont les seules qui proposent vraiment un
moyen de faire des calculs « exacts » sur les réels. Elles donnent un moyen effectif
de travailler non seulement sur les réels, mais aussi sur tout ensemble qui peut
étre représenté par des suites infinies sur un alphabet fini. Pourrait-on étendre a
nouveau ce modeéle pour pouvoir travailler sur des ensembles encore plus grands
comme ’ensemble {0, 1}¥ des parties de R?

Meme s’il n’est pas implantable directement, le modéle real-RAM a un inté-
rét non négligeable, puisqu’il s’affranchit de tout probleme de calculabilité des
nombres, ce qui permet par exemple de travailler sur les ensembles de réels de
maniére beaucoup plus naturelle. Par exemple, le théoréeme 1.3.3, qui rend la
notion d’ensemble récursif peu intéressante dans la théorie de Weihrauch n’est
pas vérifié. Le modeéle permet aussi de calculer des fonctions discontinues, ce
qui est utile dans la pratique. C’est donc le modéle qui correspond le mieux
a la notion de calcul utilisée en analyse numérique. Cependant de nombreuses
fonctions courantes et calculables pour Weihrauch, comme sin 2 ou e”, ne sont
pas calculables dans ce modéle... Une variante du modéle real-RAM, appelée
feasible real-RA M, est réalisable physiquement.

D’autres théories existent sur le sujet. On peut par exemple mentionner la
logique constructiviste qui donne une version effective de I’analyse en n’auto-
risant que les preuves constructives. Par exemple, 3z signifie que 'on dispose
d’un algorithme de calcul d’un z vérifiant les conditions précisées. (voir la note
page 22).
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