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Introduction

La logique linéaire, introduite par J.Y. Girard [21, 22], est une logique puissante et ex-
pressive dont les applications en informatique sont nombreuses [2]. Elle permet par exemple
de concevoir et analyser de maniére trés précise des programmes, selon les paradigmes proofs-
as-programs [26] et proof-search-as-computation [27]. Le premier de ces paradigmes utilise
I'isomorphisme de Curry-Howard ; les types représentent des formules et les programmes
leurs preuves. Le processus de normalisation correspond au calcul. Le deuxiéme utilise la
recherche de preuve comme méthode de calcul et est utilisé en programmation logique, no-
tamment concurrente. L’utilisation de différents fragments de la logique linéaire permet dans
les deux cas d’exprimer trés finement les propriétés des programmes par exemple pour spé-
cifier des processus concurrents [1, 6]. La logique linéaire a également eu une influence sur
I’étude de la logique classique en donnant une définition plus précise de ses connecteurs et en
fournissant par exemple une nouvelle approche de la recherche de preuves grace aux réseaux
[14]. Il est donc important de développer des méthodes de construction et de vérification
de preuves pour les fragments de la logique linéaire [20]. Nous allons nous intéresser ici aux
preuves en logique linéaire intuitionniste.

Depuis l’introduction de la logique linéaire, de nombreux travaux essayent d’en déter-
miner les propriétés et les utilisations possibles. Un angle d’attaque consiste & essayer de
voir si les résultats connus et importants de la logique (comme ’élimination des coupures,
les méthodes de preuves,...) ont un pendant intéressant et utile en logique linéaire. La lo-
gique linéaire est un raffinement de la logique classique (CL) avec une gestion rigoureuse des
formules en tant que ressources. Elle a d’abord été présentée comme une alternative a la lo-
gique intuitionniste (IL) pour fournir une autre logique constructive, avec des applications &
la concurrence. Cependant ces logiques ont toutes deux des propriétés propres intéressantes
pour certaines applications, d’ot 'idée de créer une logique linéaire intuitionniste.

Au sein de la logique linéaire, des travaux ont mené & une distinction entre logique
linéaire classique (CLL) et logique linéaire intuitionniste (ILL). Méme lorsqu’une logique
est fixée, le choix des systémes formels peut dépendre des objectifs visés, par exemple la
recherche de preuves. En logique linéaire, les systémes utilisés sont le calcul des séquents
linéaire, mais également les réseaux de preuve, notion nouvelle qui tient compte du parallé-
lisme intrinséque du calcul des séquents [23]. Dans le cadre du calcul des séquents, le choix
du fragment intuitionniste de la logique linéaire n’est pas évident [30]. Deux systémes ont
en fait été proposés: ILL et FILL, correspondant & des idées différentes de 'intuitionnisme.
Mais leur sémantique et leur utilisation ne sont pas aussi naturelles que celles de IL, en
particulier parce que leurs propriétés sont encore mal connues; d’ou l'intérét de proposer
des outils permettant de travailler avec ces systémes logiques. L’étude de la logique linéaire
intuitionniste permet en outre de réutiliser et étendre les nombreux résultats et méthodes
connus pour la logique intuitionniste.



Le travail présenté ici propose une étude de certains liens entre la logique linéaire clas-
sique et la logique linéaire intuitionniste, en particulier du point de vue de la construction
automatique de preuves. Nous nous limiterons aux fragments multiplicatifs de ces logiques.
Tout comme les méthodes de la logique classique et intuitionniste ont été adaptées pour
la logique linéaire, les techniques de recherche de preuve de IL sont parfois tirées de celles
de CL. La prouvabilité intuitionniste est alors vue comme une perturbation de la prouva-
bilité classique. Dans cette optique, le principe retenu ici consiste & aborder la prouvabilité
intuitionniste par rapport & la prouvabilité classique [29]. Le probléme de base consiste & re-
chercher I’aspect intuitionniste des preuves classiques, ce qui permet d’affirmer que certaines
preuves classiques contiennent ou non une ou des preuves intuitionnistes. Une premiére idée
pourrait consister 4 utiliser un A-calcul adapté pour coder les preuves et les analyser. Ritter,
Pym et Wallen [29] ont par exemple utilisé les travaux récents sur le codage des preuves
classiques grace au Au-calcul de Parigot [28] pour détecter les preuves intuitionnistes dans
CL. Une approche similaire pour la logique linéaire imposerait d’utiliser un A-calcul linéaire
[10], et conduirait & une analyse trés compliquée par rapport a l’apport réel de la méthode.
Nous avons donc adopté une autre approche utilisant des systémes de preuves annotés.
Avant d’étudier le cas de la logique linéaire, nous proposons tout d’abord une alternative
aux travaux de [29] pour IL et CL grace a cette approche: elle consiste & associer & chacune
des formules de la preuve classique en calcul des séquents un label pour prendre en compte
les différences entre le calcul des séquents multi-conclusion pour CL et une version multi-
conclusion du calcul des séquents IL. Nous définissons donc un calcul des séquents annoté,
puis un critére sur les étiquettes (ou labels) des formules des séquents initiaux (axiomes)
permettant de détecter si la preuve est intuitionniste. Nous aborderons le probléme de la
complétude de cette méthode, ainsi que celui de ’extraction de la preuve intuitionniste.

On souhaite adapter cette méthode & la logique linéaire. Le choix du systéme FILLparait
le plus adéquat pour cela. En effet, FILL est un calcul multi-conclusion, qui peut étre défini
4 partir de CLL, en limitant juste ’application de la régle d’implication & droite grace a une
notion de dépendance entre formules [11]. Nous définissons un calcul des séquents annotés
pour CLL, adapté du précédent, de fagon & prendre en compte le concept de dépendances
grace aux étiquettes, ce qui permet de donner une nouvelle définition de FILL et d’avoir
une caractérisation des preuves FILL dans CLL. Un raffinement par un systéme plus éloigné
de celui de CL permet de simplifier ces résultats. L’emploi de labels présente un intérét du
point de vue algorithmique par rapport & une approche basée sur un A-calcul, notamment
pour la recherche de preuve. Mais il ne permet pas de résoudre le probléme de complétude,
puisque dans certains cas, la preuve intuitionniste existe, mais ne peut pas étre détectée de
cette fagon.

Une approche utilisant la notion de réseaux de preuves va nous permettre de résoudre
ce probléme. Aprés avoir étudié la définition des réseaux de preuve pour FILL [5], nous en
proposons un algorithme de construction, reposant sur les principes de ceux développés dans
[19] pour la logique linéaire multiplicative (MLL) et la logique linéaire multiplicative non-
commutative. A partir d’un séquent, ’algorithme construit un réseau de preuve FILL (s’il
existe) en partant du haut et donc la preuve FILL. Alors que la premiére approche consiste
& construire une preuve du but vers les axiomes et analyser ensuite ces axiomes étiquetés,
nous partons ici des axiomes pour construire directement un réseau FILL, s’il en existe un.
L’étude de ces questions en utilisant successivement le calcul des séquents et les réseaux
de preuve permet de bien comprendre ce que peut apporter chacune des deux approches
et de voir les rapports entre les deux. L’approche utilisant les réseaux présente au moins
I’avantage par rapport & ’autre d’étre compléte.

Dans le chapitre 1, nous présenterons les différents systémes logiques étudiés, et nous don-



nerons quelques résultats généraux permettant de les positionner les uns par rapport aux
autres. Le chapitre 2 propose le calcul des séquents annoté pour la logique classique puis
montre 'application du méme principe pour la logique linéaire, qui aboutit & une nouvelle
présentation de FILL. Le chapitre 3 présente une extension de 1’algorithme de construction
des réseaux de preuves de Didier Galmiche pour la logique linéaire intuitionniste, et montre
que 'on peut en déduire un algorithme de construction de preuves FILL en calcul des sé-
quents. Nous terminons en présentant les conclusions et extensions possibles de ces travaux.

Notations :
Dans toute la suite :
— A, B, C,... représentent des formules quelconques,

— I, T", A, A’ représentent des ensembles, multi-ensembles ou des listes de formules sui-
vant le contexte.



Chapitre 1

La Logique Linéaire Intuitionniste

1.1 La Logique Linéaire Classique

La logique linéaire permet de donner & la logique une gestion plus rigoureuse des res-
sources en interdisant la duplication et 1’élimination d’hypothéses et de conclusions [22]. La
présentation habituelle de la logique linéaire utilise le calcul des séquents classique, duquel
on a retiré les régles de contraction et d’affaiblissement. Cette modification des régles a pour
effet de faire disparaitre ’équivalence entre les présentations additives et multiplicatives des
connecteurs V et A, d’ou la nécessité de distinguer un V multiplicatif (« par », noté %),
un V additif (« avec », noté &), un A multiplicatif (« tenseur », noté ®), et un A additif
(« plus », noté @). Les atomes sont de la forme A ou AL. La définition de la négation * est
étendue A toutes les formules par les régles suivantes :

(A%B)* = (At ® BY) (A® B)* = (A+ ®BY)

(A® B)' = (4*&BY) (A&B)* = (At @ BY)

Les symboles 1, 0, T et L représentent respectivement les éléments neutres des connecteurs
®, @, & et B. L’implication linéaire (—o) peut étre définie par A — B = A B B.

Des connecteurs ! et ? sont également utilisés pour réintroduire de maniére controlée I’af-
faiblissement et la contraction. L’utilisation des connecteurs de la logique linéaire permet de
décomposer 'implication intuitionniste en deux opérations plus simples: A — B correspond
en fait & !A —o B. En fait, !A signifie que 'on a A autant de fois que I'on veut. Il peut étre
réutilisé ; ce qui correspond & ’utilisation d’une hypothése en mathématiques, ou & une mise
en mémoire en informatique. Lorsque I’on écrit A —o B, cela signifie que ’on a B, mais en
utilisant A. Ensuite A disparait.

Les régles de la logique linéaire propositionnelle sont rappelées sur la figure 1.1. Nous
noterons cette logique CLL (Classical Linear Logic) pour la distinguer avec la logique linéaire
intuitionniste que nous allons étudier plus loin. Nous noterons MLL le fragment constitué
des seuls connecteurs multiplicatifs et MALL le fragment sans les exponentielles.

La logique intuitionniste (IL) est étudiée pour son aspect constructif et pour ses relations
naturelles avec le A-calcul et la programmation (isomorphisme de Curry-Howard). Elle peut
étre définie notamment grace & des régles de déduction naturelle sans le Tiers-Exclu ou
bien en calcul des séquent. Le choix du systéme formel est important pour le recherche de



THFAA T AFA

Ara ™

THAA T,BEA
T,T',A— B, A, A

T,AFA T',BF A’
T,I,ABBF A, A

ILABFA
T,LABFA °F

LAFA o I,BFA
T,A&BF A “H
IAFA T,BFA
DL
TLA®BF A

THAA
— €
T Atra Ok

kA

RlFAIL

TF TR

T.orA OF

'FA _—
m AffalbhssementL
DIAMEA (o
71_" AF A ontractiony,

TAF A Dérelicti
71_,’ AF A erelictiony,
IT, A F?A

m PromotionL

T, T F A, A

THAA

cut

T,AF B,A
LArBA
TFA—oB,A

TFAB,A

FFA@BJ&QR

I'+ B, A

T,T'F A® B, A, A/

[,A&BF A “12

rE4A
TFAeB,A

R

THAA TFB,A
T F A&B, A

&R

L'+ B,A 5
TFAeB,A

T,AFA

TFALA Ve9R

F1 e

A

TF LA Tt

TFT.A B

'FA I
m Affaiblissement g
T'F?A,74, A Contracti
TIAA 7AA ontractiong
FFAAD'rf
TI74AA A A érelictionpg
IT"HIA7A

TFIA,7A Promotiong

Fi1G. 1.1 — CLL (calcul propositionnel)




preuves. L’isomorphisme de Curry-Howard permet d’assurer une correspondance entre les
termes de IL et les A-termes (déduction naturelle). En calcul des séquents, autoriser pour la
partie droite les mémes régles structurelles que pour la partie gauche conduit au calcul des
séquents multi-conclusion définissant la validité des formules propositionnelles de la logique
classique (CL) (annexe A.1). On obtient IL en restreignant la partie droite & une formule
unique (calcul mono-conclusion) (annexe A.2). On peut également donner une version multi-
conclusion de IL (annexe A.3).

1.2 ILL

Il est naturel de vouloir étudier cette distinction entre logique classique et intuitionniste
pour la logique linéaire, ce qui pourra permettre de réutiliser des outils et méthodes déve-
loppés pour IL. Mais la définition du fragment intuitionniste n’est pas aussi naturelle que
celle de IL. La logique linéaire est présentée généralement grace au calcul des séquents, ce
qui a conduit & une définition naturelle de la logique linéaire intuitionniste ILL & partir d’un
calcul des séquents mono-conclusion (voir figure 1.2).

Contrairement & ce qui se passe pour IL et CL, ILL utilise une grammaire différente de
celle de CLL. En effet, les régles du %, de son élément neutre L, de la négation * et du ?
obligent & travailler en multi-conclusion. La grammaire des formules de ILL est:

pu=plo®@d|p—od|dkd|pD|!d

ou p est une formule atomique ou une constante T, 0 ou 1.

Il est possible d’associer & une formule de la logique linéaire un A-terme linéaire [26]. Dans
Particle fondateur de ILL [24] Girard et Lafont montrent que la logique linéaire apporte des
avantages par rapport a IL pour représenter les types de A-termes. Dans ce contexte, le ® est
un A strict alors que & est un A paresseux. Contrairement & ces connecteurs, le %8 n’apporte
rien a priori; il est méme difficile de lui donner un sens dans Uinterprétation des preuves
comme fonctions. Cette propriété justifie I’appellation de Logique Linéaire Intuitionniste.

Le résultat suivant précise le lien entre CLL et ILL:

Théoréme 1.2.1 Soit un séquent construit en utilisant la grammaire de ILL sans constante.
S’il est prouvable dans CLL, alors il est prouvable dans ILL.

Démonstration : Considérons un séquent prouvable en CLL, qui n’utilise que la grammaire
de ILL.

— Montrons d’abord que tous les séquents intervenant dans la preuve CLL sont mono-
conclusion. Il suffit de remarquer que les axiomes sont mono-conclusion et que, pour
chaque régle de CLL, si les prémisses sont mono-conclusion, la conclusion est aussi
mon-conclusion.

— Enfin, il faut montrer que 'application d’une régle CLL dans le cas d’un séquent mono-
conclusion donne exactement les mémes prémisses que la régle ILL, en utilisant le point
précédent.
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Remarquons d’ailleurs que la preuve ILL est méme syntaxiquement identique. Pour le
résultat soit vrai, il faut bien sir utiliser une version de CLL avec des régles pour le connecteur
—o, et non le définir & I’aide de la négation.

La différence entre ILL et CLL est donc exprimée uniquement dans la grammaire. Pour-
tant on ne peut pas affirmer que I’aspect classique de CLL est entiérement et uniquement
contenu dans les connecteurs B et 7. Méme si I’étude de ILL présente un intérét certain,
puisqu’elle correspond bien a ce que l'on connait du A-calcul [24, 8, 10], ’absence du % est
motivée essentiellement par des raisons techniques, ce qui laisse entendre que ILL n’est pas
la notion la plus large d’intuitionnisme en logique linéaire. La solution réside dans I’étude de
la sémantique du % qui est apparemment le connecteur le moins bien compris de la logique
linéaire. Une interprétation naturelle semble étre liée & I’exécution en paralléle de processus
1, 15].

1.3 FILL

Une logique linéaire intuitionniste multi-conclusion, appelée Full Intuitionistic Linear
Logic (FILL) a été introduite par Hyland et de Paiva [25]. Elle autorise 'utilisation restreinte
de tous les connecteurs de la logique linéaire classique. Bierman [9] puis Braiiner et de
Paiva [11] ont ensuite donné d’autres présentations de FILL pour lesquelles la propriété
d’élimination des coupures n’est pas trop difficile & démontrer. On utilisera ici celle de
Braiiner et de Paiva qui présente la particularité de ne pas utiliser le lambda-calcul, ce qui
est intéressant pour notre travail.

Tout comme la présentation multi-conclusion de IL [31], FILL est définie & partir d’une
interprétation plus restrictive de 'implication. Revenons un instant au cas classique. Voici
les régles de I'implication & droite en CL et IL respectivement (versions multi-conclusions) :

A B,A A+ B
'HA— BA 'HA— BA

Contrairement & ce qu’il se passe en logique classique, le A disparait en IL lors du passage
du séquent conclusion au séquent prémisse. En logique linéaire, la gestion des formules est
plus stricte et Iaffaiblissement contenu dans cette régle est interdit (par exemple le séquent
F B — B, C serait FILL mais pas CLL). On introduit donc une notion de dépendance entre
formules, et la régle droite de I'implication n’est autorisée que lorsque A ne dépend pas de
A. Le calcul des séquents FILL de Braiiner et de Paiva est présenté & la figure 1.3. Elle
définit pour chaque formule C' & droite des séquents de la preuve T Pensemble Dep, (C) des
formules de gauche dont elle dépend. Dans les régles, 7 représente la preuve dont la racine
est la conclusion de la régle, 71 la sous-preuve dont la racine est la premiére prémisse et 7
la sous-preuve éventuelle dont la racine est la seconde prémisse. Cette notion de dépendance
permet de définir la notion de preuve FILL.

Définition 1.3.1 [11] Une preuve FILL est une preuve en CLL telle que pour chaque régle
IA- B,A -
'-A—oB,A R, et pour toute formule C de A, A & Dep,,(C).

Voici par exemple une preuve non-FILL :

11
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Ici, la formule A & droite du séquent C ¥ B,B - A+ C, A dépend de C % B. Plus
exactement Dep(A) = {C B B,B — A}.

FILL doit étre considérée comme une logique distincte de CLL et ILL et pas seulement
une présentation multi-conclusions de ILL. Chacune des trois a son utilité et s’adapte a
certains contextes particuliers. Un calcul multi-conclusion est par exemple intéressant pour la
recherche de preuves parce qu’il permet de garder les différentes conclusions le plus longtemps
possible et donc de faire les choix le plus tard possible.

13



Chapitre 2

Prouvabilités classique et
intuitionniste

Nous avons vu que les liens entre CLL et ILL sont trés forts et qu'une simple étude d’une
formule prouvable dans CLL (sans constante) permet de déterminer si elle est prouvable
dans ILL. Ce lien purement syntaxique montre que les rapports entre CLL et ILL sont trés
différents qu’entre CL et IL.

Afin de percevoir ces différences et avant d’aborder le cas de FILL, essayons de voir
comment il est possible de détecter I’aspect intuitionniste dans les preuves de CL. Autrement
dit, nous allons chercher avec quels critéres on peut affirmer qu’une preuve écrite avec les
régles de la logique classique est en fait une preuve intuitionniste. Cette étude va nous
permettre de faire jaillir la signification du mot intuitionnisme, contenue de maniére cachée
dans les régles de déduction.

Cette approche permet une utilisation des méthodes classiques pour des preuves in-
tuitionnistes et percoit donc la prouvabilité intuitionniste comme une perturbation de la
prouvabilité classique. Elle a déja été utilisée par Ritter, Pym et Wallen [29] également pour
CL. IIs ont proposé une méthode basée sur I’étude des Au-termes associés a une preuve clas-
sique. Le Ap-calcul introduit par Parigot [28] permet d’étendre le A-calcul afin de pouvoir y
exprimer toutes les preuves classiques. Un Au-terme contient donc toute I'information sur la
preuve et peut donc étre une base pour essayer de détecter si la preuve classique « contient »
une preuve intuitionniste.

Il ne s’agit pas de donner un critére complet ; la preuve intuitionniste peut exister mais
ne pas étre contenue dans la preuve classique. Les preuves intuitionnistes sont la plupart du
temps des « sous-dérivations » de preuves classiques. Le critére est capable de repérer dans
une preuve classique si elle contient une sous-dérivation intuitionniste.

Considérons par exemple la preuve classique suivante:

B,A,CFB,B ‘”;
B.CFA—B,B
BFA—SBC—B

R

On peut voir facilement que malgré 'utilisation de la régle — g dans sa forme classique,
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cette preuve contient les deux preuves intuitionnistes suivantes :

BArB ™ B,CFrB ™
BFA-BC—>B ¢ BrA—B,C—B

R

Cependant pour détecter cela, passer par 'intermédiaire des Au-termes ne fait que com-
pliquer le critére et la caractérisation proposée se préte mal & un calcul automatique.

Nous allons donc proposer une méthode basée sur ’analyse directe de ’arbre de preuve
classique d’un séquent, en utilisant des systémes de déduction annotés. Il s’agit de placer
des informations sur les formules permettant de mémoriser 'information nécessaire a la
détection de la preuve intuitionniste.

Le systéme proposé dans la section 2.1 concerne IL. Nous allons ensuite essayer de voir

dans quelle mesure cette idée peut-étre étendue 3 la logique linéaire, ce qui va nous permettre
de voir si I'intuitionnisme dans FILL est lié aux mémes idées.

2.1 Logique classique

Nous allons présenter un systéme d’annotations simple pour les preuves classiques pour
permettre de détecter leur caractére intuitionniste avec un critére trés simple. On ajoute
simplement au calcul des séquents classique une annotation sur chaque formule par un mot.
Les annotations sont calculées de bas en haut sur la preuve, et gardent la mémoire de ’ordre
d’application de certaines régles. Il suffit alors d’observer les annotations aux feuilles de
I’arbre de preuve qui contiennent I'information voulue.

2.1.1 Preuves annotées

Dans sa version multi-conclusion, IL différe de CL uniquement par les régles — g et —g
que nous appellerons régles spéciales (cas propositionnel) [13, 31]. Considérons d’abord la
régle — g dont voici la version CL:

T,AF B,A
TFA—> B,A

et la version IL multi-conclusion :
T,AF B
'HA— BA

A chaque application de cette régle, nous allons marquer toutes les formules de A avec la
lettre 0 et les formules A et B avec la lettre z. La position des lettres dans les mots servent
a repérer les différentes applications de la régle. Cette information va nous servir a interdire
d’associer dans un axiome une (sous)-formule de A avec une (sous)-formule de 'une des
formules de A. Le principe est le méme pour la régle —g.

Nous travaillons sur ’alphabet ¥ = {1,z,0}. Les séquents sont de la forme
Al LAY E B, LB

Ol V1, ...V, W1, ..., Wy, SONt des mots sur ¥ qui ont tous la méme longueur.

Notations :
u[p] désigne la lettre du mot w située a la position p, les lettres étant numérotées a partir de
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THAA T, AF A’
A F aw T.T'FA,A

cut

I'kA LA
T Ak A e TrA, 40 AR

LA A'FA TEAAL A"
T,AFA TFA A R
ThA%A D,B'EA [lv, 4% B7, A%
T,(A=B)'FA I+ (A= B)*,Av
T,A°FA T,B°FA T+ A" A _TEB,A
T,(AVB'FA F TFAVB,A ™ TrHAVBY,A ™
T,A°,B*+ A A", A TFBYA
— AL AR
T,(AAB)F A TF(AAB)Y,A
THAYA Tl A% F A%
T,-A"FA * T4k —AY, A

Lorsque les annotations sont omises, elles restent inchangées.

F1G. 2.1 — Calcul des séquents CL annoté

1 de droite & gauche.

|u| désigne la longueur du mot u.

€ désigne le mot vide.

Sia € X et v=uv[n]..v[l] € £*, av désigne le mot av[n]...v[1].

SiT' = Ay, ..., A}, est une liste de formules, et v = vy, ..., vg une liste de mots, I'V représente
I'ensemble de formules annotées A7*,...A}*, et T'® représente A{"*, ... A"*.

Au départ, toutes les formules du séquent & prouver regoivent le mot vide comme anno-
tation. Les régles de déduction sont données sur la figure 2.1.

Définition 2.1.1 Soient S un séquent, u un mot étiquetant une formule de gauche de S, v
un mot étiquetant une occurrence de la méme formule a droite de S, et p un entier vérifiant
0 < p < min(|ul, |v|). Le couple (u[p],v[p]) est appelé une correspondance a la position p sur
le séquent S.

Définition 2.1.2 Un ensemble de séquents axiomes est dit intuitionniste s’il ne comporte
aucune correspondance (x,0) ni correspondance (0,z).

Théoréme 2.1.3 Si un séquent a une preuve dans le systéme de la figure 2.1 dont I’ensemble
d’axiomes est intuitionniste, alors il en existe une preuve dans IL.

16



Le preuve n’est pas détaillée ici.

2.1.2 Exemples

Voici un exemple de preuve classique dans laquelle on peut voir une preuve intuitionniste :

axr axr
[,A® - Al, B=, B I,B!'\ B®,B° N
I,A*, A - B'+ B* B°
—R — ax
''A—-B+-A— B,B F,BI—B_)L
rA—-B,(A—-B)—>BFB

Remarquons que si les régles sont appliquées dans un autre ordre, il n’est plus possible de
détecter une preuve intuitionniste a ’aide du critére précédent (& cause d’une correspondance
(z,0) sur la formule A d’un des axiomes):

— 1
I A% B= A°
R ar
'tA—-> B,AB I'BFA,B
—L ———— aT
I(A—-B)—» B+ AB I'B+B

—L

NNA—-B(A—-B)—>B+FB

Comme dans le critére donné par Ritter, Pym et Wallen [29], nous n’avons donc pas la
complétude. Il parait d’ailleurs peu probable de pouvoir trouver un critére qui indique s’il
existe une preuve intuitionniste & chaque fois qu’elle existe, juste par ’étude d’une preuve
classique.

2.1.3 Extraction de la preuve intuitionniste

Lorsque la preuve classique contient une preuve intuitionniste, les informations contenues
dans les mots peuvent servir 3 extraire cette preuve intuitionniste. Le principe consiste &
détecter les formules inutiles dans la preuve classique en observant les annotations et & les
supprimer. Dans le premier des deux exemples précédents (page 17) on obtient la preuve
suivante :

TAr4B“ T.,BFB ‘ff
T,A,A>BFB o
T,A>BFrA—B,B F,BI—BCf
LA>B,(A>B) > BFB t

—R

Cette opération d’extraction & partir d’'une preuve détectée « intuitionniste » peut étre
réalisée grace & un algorithme.

2.2 Logique linéaire

Essayons maintenant de voir si ce critére peut étre étendu i la logique linéaire. Dans
le cas de ILL, on peut donner un critére trés simple qui consiste & observer la présence ou
non de connecteurs % ou 7, ou encore 3 vérifier que la preuve est bien monoconclusion (voir
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théoréme 1.2.1). Il n’est pas possible de donner une preuve CLL non ILL d’un séquent dont
la preuve ILL existe.

Le cas de FILL est beaucoup plus intéressant. Il y a une différence essentielle avec le cas de
IL: dans FILL, la structure des preuves est exactement la méme que dans CLL. Une preuve
FILL est définie grace & un critére sur les preuves CLL (voir définition 1.3.1). En appliquant
le méme type de critére que précédemment, on peut donc espérer détecter exactement les
preuves FILL. Le probléme de ’extraction de la preuve intuitionniste ne se pose plus. Nous
ne nous intéressons plus & savoir si une preuve CLL contient une preuve FILL, mais & savoir
si une preuve CLL est une preuve FILL. Comme dans le cas précédent, si le critére répond
non, cela ne signifie pas qu’une preuve FILL n’existe pas.

En fait, la définition de FILL donnée par Braiiner et de Paiva correspond exactement &
I'idée utilisée précédemment pour repérer le caractére intuitionniste des preuves classiques.
Nous allons donc présenter une adaptation de cette idée pour donner une nouvelle présen-
tation de FILL & I’aide d’un calcul des séquents annoté.

2.2.1 Un calcul des séquents annoté pour FILL

Nous allons présenter deux systémes de déduction annotés pour FILL. Le premier est
une extension directe du critére précédent. Nous verrons ensuite que ce critére peut étre
simplifié.

Le principe est similaire au cas de IL. Les formules de la preuve en séquents sont annotées
en utilisant des mots; le critére porte sur les mots des séquents axiomes. Nous avons cepen-
dant besoin d’un systéme un peu plus élaboré, puisqu’il ne s’agit plus seulement de simuler
leffacement de certaines formules lors d’une régle spéciale, mais de tester précisément les
dépendances entre formules. Pour pouvoir traiter des chaines transitives de dépendances qui
peuvent étre de longueur quelconque, nous allons utiliser un alphabet ¥ infini comportant
les lettres 1, z, et 0.

La position dans le mot sert toujours & repérer la régle spéciale concernée. Dans cette
version, une formule est étiquetée par une liste de mots, pour autoriser plusieurs correspon-
dances & la méme position entre les deux mémes formules.

Notations :

Une liste de téte u de queue [ sera notée u :: . Les listes seront notées en extension avec des
point-virgules, par exemple la liste contenant les mots u, v et w sera notée u;v;w. La liste
vide est notée ().

Au départ, chaque formule du séquent racine de ’arbre de preuve est étiqueté avec la
liste € :: ( contenant uniquement le mot vide.
Les régles de ce calcul des séquents annoté sont données par la figure 2.2.

La notion de correspondance de la définition 2.1.1 est étendue aux & ce nouveau calcul
et nous permet de définir les chaines de dépendances.

Définition 2.2.1 Soit E un ensemble de séquents. Une chaine de dépendances sur F 4 la po-
sition p entre les lettres a et 3 est une suite de couples de la forme (a, a1), (a1, a2), ..., (@n, B)
(n € N* ) dont chaque élément est une correspondance a la position p sur un des séquents de
E.

Définition 2.2.2 Un ensemble de séquents est dit intuitionniste s’il n’existe aucune position
p avec une chaine de dépendances entre x et 0.
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Flu:zll,Aﬂ""@ [ Blv:zlz,AO‘w::l;;
Tl | (A —o B)vilz Awils
[ A0 A TV 420 | A
I,T'FAA
Tk A0 A TV, Brae™st | A
[,I,(A— B)"s = A A

—OR

cut ol a est une lettre fraiche

—oy, ol a est une lettre fraiche

Al 4

T,AL-A T/,B'F A T+ AL B A
I,I',(ABB)}lFAA ~° Tk(ABB)A

Br

T, ALB'F A THALA T'F B A
T,(A®BFA = T,I'+ (Aw B), A, A

R

rFA
r1+A

TFA
— 1 — 1
" priiaF

Lorsque les annotations sont omises, elles restent inchangées.

n est la longueur du mot en téte de liste pour chaque formule de la conclusion

(ces mots ont tous la méme longueur).

Fic. 2.2 — Calcul des séquents CLL annoté pour FILL.

19




Théoréme 2.2.3 Soit P un arbre de preuve construit a partir des régles de la figure 2.2 ; P
est une preuve FILL si et seulement si 'ensemble des séquents initiauz est intuitionniste.

La démonstration de ce théoréme peut étre trés facilement adaptée de celle donnée dans
la section 2.2.3 pour le critére suivant.

Dans ’exemple suivant, la preuve est CLL mais pas FILL, & cause d’une chaine de dé-
pendances (z,y), (y,0).

—
C°FCr Y DTRDY o e
(C BD)* F C7, DV B F B
e — S I—
(C -B)',(CBD)FDV,B*  “ atwpa0 ™
—-or,

(C — B)',(D —o A)!,(C B D)* - BY, A°
C—oB,D oAl (C®D)—oB,A

—OR

2.2.2 Simplification du critére

Dans le critére précédent, la position dans le mot sert & repérer a quelle application de
la régle —og les lettres sont apparues, ce qui évite de mélanger les chaines de dépendances.
Mais cette technique a ’inconvénient de compliquer le systéme puisqu’elle oblige & conserver
plusieurs mots pour chaque formule, et & créer des mots de la forme y™, ne sachant pas a
quelle position le y va étre utilisé.

Une autre possibilité, plus éloignée du critére initial, consiste & utiliser un marquage dif-
férent pour chaque régle spéciale. La position dans le mot n’a alors plus aucune importance,
les mots peuvent avoir des longueurs différentes, et on n’a plus besoin que d’un seul mot
par formule. L’alphabet utilisé est de la forme ¥ = 3; U X5, avec 31 et X, infinis disjoints
quelconques. ¥; sert pour les extrémités de chaines de dépendances, et Y5 est utilisé pour
les lettres intermédiaire.

On commence avec le mot vide sur chaque formule du séquent racine de ’arbre de preuve.
Les régles de ce calcul des séquents annoté sont données par la figure 2.3.

Les positions n’ayant plus de signification particuliére, les notions de correspondance et
de chaines de dépendances sont définies de la maniére suivante :

Définition 2.2.4 Une correspondance sur un séquent S est un couple (a, ), ot a est une
lettre d’un mot étiquetant une formule de gauche de S et B une lettre d’un mot étiquetant
la méme formule a droite de S.

Définition 2.2.5 Soit E une liste de séquents, et soit sg, ..., S, une suite extraite de E. Une
chaine de dépendances sur E entre les lettres a et B est une suite de couples de la forme
(aOaal)a (041,042), R (anaan-i-l) (’I’L € N*) telle que &g = &, Qpt1 = /8) et (aiaai-i-l) est une
correspondance sur ;.

Définition 2.2.6 Une suite de séquents est dite intuitionniste s’il n’existe aucune chaine de
dépendances reliant deux occurrences d’une méme lettre de X1 .

Théoréme 2.2.7 Un arbre construit a partir des régles de la figure 2.8 est une preuve FILL
si et seulement si la suite de ses séquents axiomes pris de gauche 4 droite est intuitionniste.
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T, A% - BY, A7
—OR
T+ (A— B)",AY

ol z est une lettre fraiche de ¥;

THAY,A T, AV A’
T,T'F A A

cut ou y est une lettre fraiche de o

TFAY,A T',Bv | A/
-
I, (A oB)'FA,A

L ou y est une lettre fraiche de X9

A Av

T,A"FA T',BY+ A T+ A%, BY,A
T, (ABB'FAA °" TH(ARB)YA

Br

T,AY, B A [FA"A I'EBYA
T,A®B)'FA - T,I'F (A®B)",A, A 1

TEA
T,1°F A

1o o In

A

e SN

Lk 1z

Lorsque les annotations sont omises, elles restent inchangées.

F1G. 2.3 — Calcul des séquents CLL annoté.
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L’ordre des prémisses pour chaque régle de la figure 2.3 doit évidemment étre respecté
lors de la construction de la preuve. La démonstration de ce théoréme fait I’objet de la
section suivante.

Reprenons ’exemple de la section 2.2.1 avec ce critére. La preuve est CLL mais pas FILL,
4 cause d’une chaine de dépendances (z,y), (y,z). Ici z € ¥; et (y,2) € X2.

axr

axr I
C®FC* ™" D'F DV o
L

C ®D)* + C*,DV
(CRDF [ s
C —B,(C BD)*F DV, B AV F A®

—0
C —-B,D—oA,(CBD)F B, A" L
—0
C—B,D—oAF (CB8D)—oB,A

BrB Y
—Or

2.2.3 Preuve du théoréme

La démonstration est faite pour le critére de la section 2.2.2, mais peut-étre facilement
adapté pour celui de la section 2.2.1.

Commencons par donner quelques propriétés pour comprendre le comportement des
annotations.

Propriété 2.2.8 Dans un sous-arbre contenant la lettre a« € Yo a4 la racine, o apparait
toujours du méme coté des séquents.

Autrement dit, les lettres de 35 ne changent jamais de coté.

Remarquons également que si (a,8) est une correspondance sur un séquent S dans une
preuve, alors toutes les lettres présentes dans une chaine de dépendances entre « et 3 sont
introduites dans le sous-arbre de racine S.

Ces résultats préliminaires vont nous servir & démontrer le théoréme 2.2.7, en prouvant
I’équivalence du critére avec le calcul des dépendances. Pour cela, nous montrons les deux
lemmes suivants, dont on peut facilement vérifier qu’ils correspondent chacun & une impli-
cation du théoréme.

Lemme 2.2.9 S’ existe une chaine de dépendances auz feuilles d’un arbre de preuves entre
deux occurrences d’une méme lettre de X1, la condition de dépendance de la définition 1.3.1
n’est pas vérifiée a Uendroit ot est apparu cette lettre.

Lemme 2.2.10 Considérons un sous-arbre dont la derniére régle est —og, telle qu’il existe
A € A vérifiant B € Dep(A). Ce sous-arbre a une chaine de dépendances entre deux occur-
rences d’une méme lettre de Xs.

Ces lemmes sont respectivement des conséquences assez immédiates des deux propriétés
suivantes :

Propriété 2.2.11 Soit un arbre de preuve, avec une chaine de dépendances entre les lettres
a et B aux feuilles de Uarbre. Pour tout sous-arbre contenant cette chaine, si la racine a
une correspondance (a, 8) alors pour ce séquent, la formule étiquetée par B dépend de celle
étiquetée par a.
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Démonstration : On montre ce résultat par récurrence sur la profondeur de I'arbre. cas
n = 1: On vérifie facilement la propriété sur les régles axiomes.

Supposons Uhypothése vérifiée pour n. On fait une étude de cas selon la régle appliquée a la
racine:

— Le cas des régles a une prémisse est trivial

— Pour les régles & 1, et ®g, on vérifie que la chaine de dépendances est entiérement dans
I’'un des deux sous-arbres.

— C’est la méme chose pour un Cut ou —oy, si la nouvelle lettre introduite n’apparait pas
dans la chaine.

— Pour un Cut ou —oy, si la nouvelle lettre y introduite apparait dans la chaine, et si 'on
a une correspondance (a, 8) a la racine, la sous-chaine entre « et y est entiérement dans le
sous-arbre gauche et la sous-chaine entre y et 3 est entiérement dans le sous-arbre droit.
L’hypothése de récurrence nous donne des dépendances entre les formules étiquetées par «
et y dans la prémisse gauche et par y et 8 dans la prémisse droite. On déduit facilement le
résultat en regardant la régle de calcul des dépendances. [

Propriété 2.2.12 Si un arbre de prewve de racine I'; E+ F, A est tel que E € Dep(F) et si
les formules E et F sont le support d’une correspondance (a, ) alors il existe une chaine
de dépendances entre o et 8 aux feuilles de cet arbre.

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la profondeur de larbre. 11
suffit de le vérifier pour chaque régle. [

2.2.4 Exemples

Comme dans le cas classique, voici un exemple qui montre qu’il n’y a pas de complétude.
Un méme séquent peut avoir une preuve FILL et une preuve non-FILL. Nous considérerons
pour montrer cela un séquent qui a une seule formule atomique, dont on différenciera les
occurrences grice a des indices. Voici deux preuves annotées différentes d’un tel séquent. La
premiére n’est pas FILL, & cause d’une correspondance (z,z) dans un des axiomes:

Arr Az oA ray W
A7 Ay F (Ay @ A3)” Ry
AT Ay BAs - Ag, (A2 ® A3)® 3 Ag F Az “r
A7 Ay B A5, Ag F Ag © Ay, (As ® Ag)? Br-6r
R

—0
A4 28A57A8 |_ A1 —0 (A6 ®A7),A2 ®A3

On peut vérifier que A; € Dep(As ® A3) sur la deuxiéme ligne en partant du bas. La
seconde est une preuve dans FILL: il n’y a aucune correspondance aux axiomes donc pas de
chaine de dépendances.
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Ay U A A Y
WA F A wd Y Lra
AT Ay B A F A2, Ag ® Ay L A Az ¢
A7 A, B A5, Ag I (As ® A3)7, Ag ® Ag Or-23
R

Ay BAs, Ag - A; —o (Ag ® A7), Ay ® A5

2.2.5 Prouvabilité intuitionniste

Le théoréme 2.2.7 présente I’intérét de pouvoir étre mis en ceuvre facilement. Etant
donnée une preuve classique annotée, il suffit d’observer les annotations aux feuilles pour
faire le test des chaines de dépendances. Un algorithme pourrait étre le suivant :

Pour tous les séquents S dans lesquels un élément z de ¥; annote une formule de
gauche, appeler Recherche_chaine(x,S,z)

ol Recherche_chaine est définie par:

Procédure Recherche_chaine (origine,séquent,lettre_courante) :
pour toutes les correspondances (lettre_courante, a),

— Si @ = origine alors ECHEC

— sinon, pour tous les séquents axiomes S’ A droite de séquent,
appeler Recherche_chaine(origine, S', «)

L’algorithme sort par un échec si et seulement si la preuve n’est pas FILL. Les exemples
donnés ci-dessus montrent que la taille des mots est en général trés petite et donc 1’algo-
rithme n’a pas beaucoup de cas a traiter. Une étude de la complexité de I’algorithme serait
intéressante mais nécessiterait de préciser les choix d’implantation.

Cet algorithme nous permet de vérifier si une preuve déja construite est FILL. 1l serait
intéressant de voir comment les annotations peuvent servir & développer des heuristiques
permettant d’aboutir plus facilement & des preuves FILL. Dans les preuves de la section
2.2.4, on voit par exemple que ’application de la régle ® g sur une formule marquée permet
d’éliminer une possibilité de correspondance. Dans le chapitre suivant, nous allons voir qu’un
algorithme de construction de réseaux FILL peut servir & construire des preuves FILL en
calcul des séquents.
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Chapitre 3

Prouvabilité et réseaux de preuve

3.1 Définitions

Une autre approche pour étudier la prouvabilité FILL & partir de CLL est fondée sur les
réseaux de preuve. Ces structures ont été introduites par Girard [21] comme transposition en
logique linéaire de la déduction naturelle de IL. Un réseau est un graphe particulier dont les
neeuds sont des formules de la logique linéaire. Pour construire le réseau associé & un séquent,
il faut commencer par le transformer en un séquent, équivalent pour CLL, sans hypothéses,
en utilisant la négation. On construit alors I’arbre de décomposition des formules. Il ne reste
plus qu’a placer les liens axiomes de fagon & construire un réseau bien formé.

Le réseau représente la preuve du séquent. Un avantage par rapport au calcul des sé-
quents est de supprimer tous les problémes de permutation de régles, ce qui réduit les
indéterminismes lors de la construction de la preuve.

Nous allons poursuivre notre étude de la prouvabilité intuitionniste & partir de la prou-
vabilité classique en utilisant les réseaux. Les notions de réseaux ILL et de réseaux FILL
seront définies, puis nous présenterons un algorithme de construction pour ces réseaux qui
étend celui de [19] de CLL & FILL.

Méme s’il est possible d’étendre la définition, nous nous limiterons ici & la logique linéaire
multiplicative sans constantes.

Définissons tout d’abord la notion de pré-réseau.

Définition 3.1.1 Un pré-réseau est un graphe dont les sommets sont des formules, construit
G partir des sous-structures suivantes (appelées liens) :

A B A B
L N NIRZ L
A A » ® A A
| |
ARB A®B

(ot A et B sont des formules quelconques), et vérifiant :

— toute formule est prémisse d’au moins un lien,
— toute formule est conclusion d’exactement un lien.

Plusieurs définitions des réseaux ont été proposées, qui utilisent pour la plupart des cri-
téres permettant de vérifier qu’un pré-réseau est bien un réseau [12, 21]. Celle que nous allons
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utiliser ici, introduite par Bellin [7], n’utilise pas un critére mais une définition inductive, ce
qui est intéressant dans notre approche de construction de réseaux. Un réseau de preuve est
donc un pré-réseau particulier défini de la maniére suivante:

Définition 3.1.2 Un réseau de preuve MLL et son ensemble de conclusions sont définis
inductivement par

1
- Si A est une formule multiplicative quelconque, A Al est un réseau, de conclu-
sions A et A+. (lien axiome)

— SiTly est un réseau dont I’ensemble des conclusions est I'1 U A et Il un réseau disjoint
Iy IL,

4 B
N

®
dont ’ensemble des conclusions est T1 UTy U {A ® B}. (lien ®)

est un réseau
Iy

de I1; dont les conclusions sont TI's U B, alors

I

— Si 11 est un réseauw dont I’ensemble des conclusions est T U AU B, alors :

r A B
£
est un réseaw dont l'ensemble des conclusions est T' U {A % B}. (lien %)
— SiTl; est un réseau dont I’ensemble des conclusions est 'y UA et Ilo un réseau disjoint

11 I est un réseau

Fl A AJ' FZ
L 1

de T, dont les conclusions sont Ty U AL, alors

dont ensemble des conclusions est Ty UT5. (lien Cut)

On peut définir sur les réseaux une opération de réduction du réseau, qui correspond &
la notion d’exécution dans le A-calcul. Un théoréme d’élimination des coupures dit que s’il
existe un réseau de conclusions I' alors il en existe un sans liens Cut. Tous les réseaux de
preuve que nous considérerons dans la suite seront sans coupure.

Remarque 3.1.3 On ne distinguera pas l'ordre des prémisses dans les réseaux. Autrement
dit les prémisses pourront étre échangées sur le dessin et le réseau obtenu sera considéré
identique au premier. Dans un cadre non-commutatif, il faudrait tenir compte de l'ordre des
prémisses [18].

3.2 Orientation des réseaux

3.2.1 Définition des réseaux orientés

Pour construire les réseaux de la définition ci-dessus & partir d’une formule quelconque,
on utilise les équivalences suivantes :

(E®@ F)* = E+ BF*
(EBF)-=E+@F*
E—oF=E*%F
En logique linéaire intuitionniste, I"implication ne peut plus étre définie & partir du %. On

ne dispose plus de la négation. Pour construire les réseaux, nous allons cependant effectuer
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F1G. 3.1 — Exzemple de réseau orienté non-FILL

ces mémes transformations, en introduisant juste une orientation. Pour cela, on annote
chaque noeud avec soit la lettre I (Input) soit la lettre O (Output). Cela nous permet de
garder la structure des réseaux en introduisant la négation, mais en gardant les informations
nécessaires pour détecter si le réseau correspond & une preuve intuitionniste ou non. Cette
annotation est effectuée au moment de la construction de I’arbre & partir d’un séquent, de
la maniére suivante :

— Les formules & gauche du séquent de départ recoivent la lettre I, les formules & droite
recoivent la lettre O,

— Les formules filles d’un % ou d’un ® qui est réellement un % ou un ® dans la formule
initiale recoivent la méme annotation que leur pére,

— La formule & droite d’un B ou d’un ® représentant une implication regoit 1’orientation
de son pére; la formule de gauche regoit ’autre orientation.

Dans une preuve en calcul des séquent, les formules étiquetées I (contravariantes) ap-
paraitront & gauche des séquents et les formules étiquetées O (covariantes) apparaitront &
droite.

L’exemple de la figure 3.1 est le réseau orienté correspondant au séquent
FABMB®C)) oA BeC

En remplagant le —o et en mettant les orientations, on obtient le séquent suivant (classique-
ment équivalent) :

F ((AF ® (Bf BCH) 1)1 BAo)o, (Bo®Co)o

On peut énoncer tout de suite une propriété importante des réseaux orientés :
Propriété 3.2.1 Tout réseau orienté a au moins une conclusion O.

Démonstration : Par induction sur la définition des réseaux. O

Remarque: On peut construire des réseaux sans conclusion I, par exemple & partir de
séquents prouvables, sans formules & gauche.
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3.2.2 Des réseaux pour ILL

Définition 3.2.2 Un réseau ILL est un réseau orienté qui n’a pas de neud de la forme
0O O I I

B m Q

0 I

Théoréme 3.2.3 Un séquent est prouvable en ILL si et seulement si le réseau associé est
ILL.

C’est une conséquence directe du théoréme 1.2.1.

3.3 Des réseaux pour FILL

3.3.1 Définition du critére

On peut utiliser I'orientation introduite a la section précédente pour donner une définition
des réseaux FILL. La définition donnée ici est adaptée de celle de Bellin [5] pour FILL +
MIX.

Définition 3.3.1 Un chemin de dépendance est un chemin entre une conclusion I et une
conclusion O d’un réseau, qui vérifie les deuz régles :

— toujours passer sur les neuds d’orientation I en montant,
— toujours passer sur les neuds d’orientation O en descendant.

Les chemins de dépendance possibles pour chaque type de nceud sont résumés sur la
figure 3.2.

Définition 3.3.2 Soit R un réseau et A un de ses neuds. L’empire de A est le plus grand
sous-réseau dont A est une conclusion.
Fo

Définition 3.3.3 Un réseau FILL est un réseau orienté tel que pour tout noeud I,_,g s
O

il n’y a aucun chemin de dépendance entre E et une autre une conclusion de l’empire de E
que cette occurrence de F.

La figure 3.3 présente un exemple de réseau non-FILL et de réseau FILL pour la méme
formule. 1l s’agit des réseaux correspondants aux exemples de la page 23. Les formules
atomiques ne sont pas précisées; il s’agit de A pour les atomes étiquetés par O et de A+
pour ceux étiquetés par I. Dans le premier cas, il y a un chemin de dépendance entre la
prémisse I du Bet un O qui n’est pas prémisse de ce .

3.4 Algorithme de construction de réseaux pour FILL

L’algorithme de construction des réseaux pour MLL a été introduit par Didier Galmiche
dans [17, 14] ou il est présenté en détail. Il a été étendu ensuite aux connecteurs additifs
MALL [16] d’aprés la définition des réseaux MALL de Girard [23], et au cas de la logique
non commutative [18].

Avant de présenter I’adaptation de I’algorithme & FILL, rappelons ’algorithme pour MLL.
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FiG. 3.2 — Chemins de dépendance dans les réseaux FILL

3.4.1 L’algorithme pour MLL

L’algorithme utilise la définition inductive des réseaux donnée ci-dessus, ce qui permet
de vérifier au fur et & mesure de la construction que 'on a toujours un réseau, plutdt que
de faire une vérification & partir d’un réseau entiérement construit & I’aide d’un critére.

On part bien entendu d’un séquent sans hypothéses dont on construit ’arbre de décom-
position. Il ne reste plus qu’a placer les liens axiomes correctement. Pour cela, on construit
des sous-réseaux en partant du haut, et on les assemble petit & petit en utilisant trois pro-
cédures :

— une pour rechercher dans 'arbre de décomposition une feuille pas encore traitée,
— une pour traiter les feuilles en construisant des liens axiomes,
— une pour propager la construction vers le bas en rassemblant des sous-réseaux déja
construits.
Le choix de la formule & traiter se fait toujours en partant de branches dont certaines
feuilles ont déja été traitées, pour éviter de construire des réseaux disjoints.
Que ce soit pour la recherche de la formule & traiter ou pour la construction du réseau
proprement dite par propagation, respecter la régle suivante:
Toujours traiter les ® avant les % si possible.

En particulier, le choix de la premiére feuille a traiter se fait grace a cette régle. Choisir
une branche, puis ses fils successifs jusqu’a une feuille, en préférant & chaque fois les nceuds
®. Arrivé a cette feuille, construire le premier sous-réseau en essayant toutes les formules
duales jusqu’a ce que ’on en trouve une qui convient.
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Fic. 3.3 — Exemple de réseauz différents pour une méme formule. Voir exemple page 23 pour
les preuves en séquents correpondantes.
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A chaque fois qu’une partie de réseau est créée, propager vers le bas 4 partir de la formule
courante, c’est-a~dire :

— i le noeud sous la formule courante est un ® dont les deux fils sont dans deux sous-
réseaux disjoints, fusionner les deux sous-réseaux en construisant ce noeud,

— si le noeud sous la formule courante est un % dont les deux fils sont dans le méme
sous-réseau, ajouter ce nceud au réseau,

— si le noeud sous la formule courante est un % dont les deux fils sont dans deux sous-
réseaux disjoints, mettre ce nceud en attente

— si le noeud sous la formule courante est un ® dont un seul fils est traité, traiter I’autre
fils en priorité.

Poursuivre en choisissant une nouvelle formule & traiter, en traitant en premier les ®
rencontrés, puis les %, et essayer de propager sur les % mis en attente.

A la fin, si le réseau existe, toutes les formules sont traitées et le réseau est construit.

Plus de détails sur les choix effectués par 'algorithme et l'ordre de construction du
réseau ne sont pas utiles pour la suite. Il suffit de savoir que la construction suit la définition
inductive des réseaux.

3.4.2 Extension a FILL

Pour tenir compte du critére des chemins dans les réseaux FILL, nous allons ajouter une
information au moment de la création de chaque nceud du réseau pour mémoriser tous les
chemins de dépendance entre une conclusion I et une conclusion O du réseau courant.

Pour cela, il suffit de suivre les indications données par la figure 3.2. Ce qui donne
l’algorithme suivant, résumé sur la figure 3.4:

Lors de la construction d’un lien axiome: il existe un chemin de dépendance entre la
formule de polarité I et celle de polarité O.
I I I I
Lors de la création d’un % oud’un ® : lescheminsde dépendance entre une
I I
des prémisses et une conclusion O sont tous remplacés par des chemins de dépendance
entre la nouvelle conclusion I et la méme conclusion O.
O O O O
Lors de la création d’un ® oud’un ® : les chemins de dépendance entre
(0] (0]
une conclusion I et une des prémisses sont tous remplacés par des chemins de dépen-
dance entre la méme conclusion I et la nouvelle conclusion O.
I O
Lors de la création d’un B : ¢l existe un chemin de dépendance entre la prémisse
(0]
I et une conclusion O autre que le prémisse O, le réseau n’est pas FILL. Sinon, les
chemins de dépendance entre une conclusion I et la prémisse de polarité O sont tous
remplacés par des chemins de dépendance entre la méme conclusion I et la nouvelle
conclusion O ; les chemins de dépendance d’origine I sont supprimés.
I O
Lors de la création d’un ® : les chemins de dépendance entre une conclusion I et
I
la prémisse O sont remplacés par des chemins de méme origine mais allongés avec les
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Fi1G. 3.4 — Mise a jour des chemins de dépendance lors de la construction de réseauz FILL.
Les fleches en pointillés sont remplacées par celles en trait plein.

chemins partant de la prémisse I ; et les chemins de dépendance partant de la prémisse
I sont remplacés par des chemins partant de la nouvelle conclusion I.

3.4.3 Exemple

Reprenons 'exemple de la figure 3.3. L’algorithme construit ’arbre de décomposition,
puis crée le réseau en partant du haut. Il tente d’abord de créer un lien axiome entre un
axiome I (qui correspond & A1) et un axiome O (qui correspond & A). Il mémorise donc
un chemin entre cette formule I et cette formule O. Supposons qu’il s’agit de l’axiome entre
les formules 1 et 2. L’algorithme choisit de continuer sur le ® reliés & une des formules déja
traitées. Pour pouvoir propager, il faut traiter ’autre prémisse. On crée donc le lien axiome
3 — 4 et un chemin de 4 vers 3. On peut alors construire le ®. Les deux chemins mémorisés
sont modifiés pour pointer vers ce ®. L’algorithme poursuit et construit ainsi tous les liens
axiomes et les liens ®. Reste & construire le %.

Si lalgorithme commence par créer les liens axiomes comme sur le premier réseau (pas
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F1G. 3.5 — Chemins de dépendances donnés par l'algorithme avant la création du lien % pour
lexemple de la figure 3.3.

FILL) de la figure 3.3, la situation au moment de la création du lien % est celle donnée
par la figure 3.5. Il est donc impossible de créer ce lien, & cause de la fléche représentée en
gras. L’algorithme revient donc en arriére pour essayer d’autres positions des liens axiomes
jusqu’a ce qu’il aboutisse & une solution qui lui permet de construire le lien 2.

Remarquons qu’en général, le nombre de possibilités pour les liens axiomes est assez
limitée.

3.4.4 Correction de l’algorithme

Pour montrer la correction de I'algorithme obtenu, il faut montrer les propriétés 3.4.1 et
3.4.2.

Propriété 3.4.1 L’algorithme mémorise tous les chemins de dépendance entre une conclu-
sion I et une conclusion O, et uniquement ceuz-ci.

Démonstration : 11 suffit de le vérifier pour chaque type de nceud. O

Propriété 3.4.2 Considérons un neud Ar B Bo. L’ezistence d’un chemin de dépendance
entre Ay et une conclusion O du réseau différente de Bo lors de la création du neud %
équivaut 4 existence d’un chemin de dépendance entre ce neeud I et une conclusion O de
Uempire de A dans le réseau final.

Pour montrer ce résultat, nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 3.4.3 Soit R un réseau et A un neud de polarité I de R. Il existe un chemin de
dépendance entre A et une conclusion O de R.

Démonstration : La propriété 3.2.1 indique qu’il existe toujours une conclusion O. Le
lemme se démontre de maniére similaire, par induction sur la construction du réseau. Le cas
du lien axiome est trivial. Pour les liens ® et ®, on peut par exemple distinguer le cas ou
le nceud I est le nouveau nceud introduit. Le cas le plus intéressant est celui du ®, lorsque
I’hypothése d’induction fournit un chemin entre un nceud I et 'unique prémisse O de ce ®.
11 faut alors utiliser une deuxiéme fois ’hypothése d’induction (sur Pautre réseau) et mettre
les deux chemins bout-a-bout. O

Démonstration : (propriété 3.4.2) La démonstration nécessite des propriétés des réseaux
qui ne seront pas détaillées ici (voir [21]). Elle est trés similaire 4 la précédente, mais ne peut
en étre déduite immédiatement. Elle utilise le lemme 3.4.3 pour traiter le cas du ® dont les
prémisses n’ont pas la méme orientation. [
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3.5 Relation avec le calcul des séquents

L’algorithme de construction des réseaux MLL et son extension pour FILL présentent
Iintérét de fournir une méthode de construction des preuves en calcul des séquents. Il suffit
construire 'arbre de preuve en partant du haut, au fur et & mesure de la construction du
réseau. On a donc un algorithme pour construire des preuves en calcul des séquents FILL
et non plus seulement un critére pour vérifier qu'une preuve est FILL. L’application de
I’algorithme trouve la preuve FILL si elle existe; on a donc maintenant la complétude qui
manquait dans le chapitre 2.

3.6 Extension avec la régle MIX

Il semble que des systémes contenant la régle

FT FA ..
FT,A M

solent par exemple trés adaptée pour modéliser des systémes distribués [4]. Cela conduit
a essayer d’adapter ’algorithme pour la construction de réseaux & MLL + MIX et & FILL
+ MIX. Pour cela, il suffit de remarquer que ’on peut donner une définition inductive des
réseaux pour MLL 4+ MIX comme on peu le faire pour les réseaux MLL, juste en ajoutant
le cas suivant dans la définition 3.1.2:

Si I, est un réseau dont l’ensemble des conclusions est 'y U A et Ils un réseau
II; II,

A B
N

est un réseaw dont l'ensemble des conclusions est 1 UT'2 U{A ® B}.

disjoint de II; dont les conclusions sont I's U B, alors

Iy Iy

Autrement dit, ajouter un nceud % ne nécessite plus que ses deux prémisses soient dans le
méme réseau. Il est facile de montrer 1’équivalence de cette définition avec le critére d’acy-
clicité utilisé habituellement pour définir les réseaux MLL + MIX][3].
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Conclusion

L’étude comparative des différents critéres proposés nous montre que le lien entre CLL
et ILL est plus fort que celui entre CL et IL, peut-étre & cause du fait que CLL est déja une
logique constructive. Dans CL, toutes les régles permutent et on peut donc les appliquer
dans 'ordre que ’on veut. L’exemple AV B + AV B montre que dans IL, 'ordre d’appli-
cation des régles est important. Dans CLL, il en est de méme; plus précisément les régles
de commutation montrent qu’il est toujours possible d’appliquer d’abord les régles B et &
et ensuite les régles ® et @, alors qu’une application dans un autre ordre peut entrainer un
blocage [20]. Cette propriété impose déja des restrictions sur les preuves, méme pour CLL.
La logique intuitionniste linéaire n’est donc pas caractérisée par un ordre d’application des
régles différent comme c’est le cas pour IL.

La nature de Iintuitionnisme linéaire et son utilité sont plus difficiles & saisir & cause de
cette proximité entre CLL et FILL (ou ILL). Cependant chacune de ses logiques est utilisée
pour des applications particuliéres.

Enfin il serait intéressant de voir §’il est possible d’étendre ces travaux & MALL, voire
méme & CLL, en utilisant la définition des réseaux MALL de Girard [22].
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Annexe A

Différents systémes de calcul des
séquents

A.1 Calcul des séquents pour CL

THAA TV, AFA

Ara IO FA A W
TFA TFA
F,AI—AAffL TFAA Al Ir
T,AAFA LFAA4A
T,AFA oM TFAA R
r-AA IBEA [LAFBA
T,(A> B)F A TF(A— B),A
[LAFA T,BFA AN r-BA |
T,AVB)FA " TF(AVB),A ™ TF@AVB),A ™
T,A,BFA THAA TFBA
T,AAB)FA " TF(AAB),A ¢
THAA T,AFA

L R

T,-AFA TF-AA
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A.2 Calcul des séquents mono-conclusion pour IL

T-HA T',AF B

TArA4a Y rorp
T-A T,BFC T,AFB

—L _—— —R
T,(A= B)F C TF (4> B)

T,AFC T,BFC TFA rrB
T,(AvB)rc " TFAvVB) ™ Tr@AvB) ™®
A BEC AL TFA TFB )

T,(AANB)FC T+ (AAB)
I'A,A+B TB

rirs Y  TargAt Trate

A.3 Calcul des séquents multi-conclusion pour IL

THAA T/, AFA

cut

axr

AF A T, F A, A
TFA TFA
F,AI—AAffL THA A AlTr
LAAFA THAAA
T,AFA oM TFA,A MR
T-A4A TBEA T,AF B .
(A= B)FA ' (A— B),A
ILAFA T,BEA rr4a LrBA
T,AvB)FA 'F TFAVB),A ® TF@AvB),A &
T,A,BFA THFAA TFBA
T,(AAB)FA " TF(AAB),A ¢
THAA _ TLAF
T,-AFA *© TF-A4A ©
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