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Avant propos

Cette these est consacrée a 1’étude de trois classes de modeles du A-calcul non typé : les
modeles continus [64], les modeles stables [15] et les modeles fortement stables [19].

Les modeles continus usuels, comme le modele D, de Scott, ou le modele de Park, ont
des analogues stables (qui ont été introduits par Honsell et Ronchi della Rocca [36]) ainsi
que des analogues fortement stables, que nous construisons dans cette these.

Initialement la sémantique dénotationnelle du A-calcul s’inscrit dans un cadre caté-
gorique : la catégorie cartésienne close (c.c.c.) des ordres partiels complets et des
fonctions continues. Ici la continuité est relative a une topologie liée a 'ordre partiel,
[64, 8, 67]. Précisons que cette catégorie est une c.c.c. avec assez de points et objets
réflexifs.

Les notions de stabilité et de forte stabilité proviennent de I’étude de la séquentialité
dans un lambda-calcul typé. Ces notions produisent de nouvelles catégories adéquates et
donnent ainsi de nouvelles classes de modeles du A-calcul. Elles ont été principalement
étudiées dans le cadre de P.C.F. qui est un A-calcul typé.

On s’intéresse ici aux modeles du A-calcul non typé. Par rapport au cas typé, I'étude
de ces différentes classes de modeles est radicalement différente, et plus complexe dans
le cas non typé. Nous établissons le fait que les notions de continuité, stabilité et forte
stabilité donnent des classes de modeles vraiment différentes.

Une construction simple de modeles fortement stables est proposée. Elle produit une
large classe de modeles directement exploitables : les i-modeles fortement stables. Le
deuxieme chapitre est consacré a cette construction ainsi qu’a certaines applications.
Nous montrons en particulier que tout :-modele fortement stable contient une infinité de
rétractions universelles.

Nous répondons ensuite a des questions, qui nous ont paru intéressantes et qu’il est
naturel de se poser, d’incomplétude et de comparaison, au niveau équationnel, des classes
de modeles.

Dans le troisieme chapitre nous montrons 'incomplétude de la classe des modeles sta-
bles et ce en utilisant un i-modele fortement stable particulier. Le fait d’utiliser un tel
i-modele permet de donner une démonstration qui évite d’utiliser des arguments syntax-
iques. On établit ainsi une méthode sémantique permettant de construire des modeles
fortement stables dont la théorie n’est la théorie d’aucun modele stable. Il est a noter



que montrer qu’'une théorie donnée n’est la théorie d’aucun modele stable est extreme-
ment difficile, voire impossible, a établir syntaxiquement, voir [32]. De plus cette méth-
ode s’applique a la classe des modeles continus, fournissant une nouvelle démonstration
beaucoup moins technique de 'incomplétude de cette classe, [9, 10].

Dans le quatrieme chapitre on construit par forcing un modele continu qui permet de
retrouver le résultat d’incomplétude de la classe des modeles stables et qui donne aussi
I'incomplétude de la classe des i-modeles fortement stables. Les techniques employées
dans ce dernier chapitre sont différentes de celle utilisées dans le chapitre précédent.
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Introduction

Les mathématiques contemporaines ont adopté la notion ensembliste de fonction ; les
fonctions sont considérées comme des cas particuliers de relations, définies par leur
graphe. Mais rien n’est précisé quant a leur aspect opératoire.

Ce point de vue est inadapté a l'informatique, ou ’on requiert une présentation des
fonctions de facon intensionnelle, c’est a dire par des regles de calcul.

En mathématiques une fonction est regardée comme une boite noire a laquelle on donne
un argument et qui rend un résultat. Le domaine des arguments d’une fonction peut
étre infini, ce qui est usuel en mathématiques, et donne un caractere infinitaire aux
fonctions. Un tel objet ne peut étre représenté a l'intérieur d’une machine finie par la
donnée explicite de son graphe, qui se trouve étre un objet infini. D’out I’échec de cette
vue des fonctions en informatique.

Le point de vue informatique sur les fonctions

La représentation usuelle des fonctions, dans une machine donnée, est celle d’algorithme.
Intuitivement un algorithme correspond a une fagon de calculer une fonction.

Un algorithme ne permet pas la donnée explicite du graphe complet d’'une fonction mais
permet de générer une partie finie quelconque de son graphe. En donnant de plus en plus
d’arguments a l’algorithme, on génere une approximation de plus en plus proche de la
fonction. La nature infinie des fonctions oblige a cette notion de représentation approxi-
mative. Par exemple si f est une fonctionnelle dépendant de la fonction g, on peut décrire
I’algorithme de f en utilisant celui de g, a condition qu’ils existent. L’approximation que
I’on obtient de f dépend, entre autre, de celle que I'on obtient de g.

Cette notion d’approximation joue un role fondamental dans la sémantique dénotation-
nelle des calculs.

Le premier langage utilisé pour parler de la théorie de la calculabilité est le A-calcul,
introduit par Church en 1932 [22]. Le but initial était d’apporter un nouveau fondement
des mathématiques. Kleene et Rosser ont montré en 1937 l'inconsistance du systeme
initial [45], mais Church publia en 1941 [23] un autre systéme, plus faible, dont une
variante est le A-calcul actuel. On peut montrer la consistance de ce dernier de fagon
syntaxique: c’est en effet une conséquence directe du théoreme de Church-Rosser, voir
8], p. 62.

Le A-calcul est un langage avec une syntaxe tres simple, composée de deux regles de
formation des termes, appelés A-termes, et essentiellement d’une regle de calcul, la 3-
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réduction (si un terme 7" se (-réduit a un autre terme U, on dit simplement que 7" se
réduit a U). C’est une théorie qui étudie les fonctions et leurs comportements applicatifs,
I’application étant une opération primitive de cette théorie.

Nous renvoyons a [8, 46, 47, 13] pour un exposé complet sur la syntaxe de ce langage.
C’est également une approche syntaxique de la théorie des fonctions : celles-ci sont
désignées par les A-termes. Si U est un A-terme, \x U(z) désigne la fonction qui & x
associe U(x). Un terme de cette forme est appelé une “abstraction”.

Ce langage permet de représenter toutes les fonctions récursives partielles et de ce fait
donne un modele simple des fonctions calculables. Pour un exposé complet sur les
fonctions partiellement récursives et les fonctions A-représentable voir [53]. Ainsi une
fonction calculable est représentée par une A-expression suggérant un algorithme possible
de cette fonction.

Les termes du A-calcul peuvent étre vus comme des programmes, ou des procédures, pour
une machine particuliere qui est la donnée du A-calcul et d'une stratégie de réduction
pour la f-réduction. Ainsi le A-calcul non typé peut étre vu comme un langage de
programmation de bas niveau. Un langage de programmation est un outil qui permet
d’écrire un programme en langage machine de fagcon a garder, autant que possible, le
controle sur ce qu’il fera au cours de son exécution. Le role du langage machine est joué
par le lambda-calcul pur.

En ajoutant des types au A-calcul on augmente le niveau du langage, les types jouant
un role de commentaire “mécanique” du programme. Ces commentaires seront vérifiés
et effacés lors de la compilation.

On pourra se rapporter a [58] pour une introduction détaillée sur les liens existant entre
le A-calcul et la programmation fonctionnelle.

La sémantique dénotationnelle

Une sémantique dénotationnelle pour un langage donné, est basée sur le choix d’un
espace de valeurs, ou de dénotations, dans lequel les termes du langage (ici les A-termes)
sont interprétés de fagon a respecter le plus possible la syntaxe du langage. Choisir un
espace de valeurs ayant de bonnes propriétés mathématiques peut aider a prouver des
propriétés syntaxiques sur les termes. Se donner une sémantique dénotationnelle pour
le A-calcul revient a se donner un objet dans lequel on peut interpréter les A-termes de
telle sorte que les termes (3-équivalents soient égalisés. Rappelons que deux termes U
et V sont f-équivalents si et seulement si il existe une suite finie de A-termes (7;)1<i<n
avec, Ty = U, T,, =V et pour tout 1 <1 < n, T; se réduit a T;,, ou T;,; se réduit a T;.
Il existe de telles sémantiques dans lesquelles on donne un sens réellement fonctionnel aux
A-termes qui sont des abstractions, i.e. ceux-ci seront interprétés par de vraies fonctions,
voir [67].

L’intéret de ces interprétations est de dégager, en utilisant les propriétés du type de
modele considéré, certaines théories particulieres (I’ensemble d’équations entre termes
vérifiées dans le modele étudié). Un des objectifs recherchés est de trouver un modele
rendant pleinement compte du comportement opérationnel des termes.

La difficulté de cette démarche tient de la nature méme des A-termes. Concrétement tout
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A-terme peut étre vu comme une fonction applicable a tout autre terme et en particulier
a lui meéme.

Trouver un modele fonctionnel du A-calcul nécessite de trouver un ensemble de valeur
D, appelé domaine, et une notion particuliere de fonction de ce domaine dans lui méme
telle que ’ensemble de ces fonctions de D dans D puisse se plonger, en un certain sens,
dans D. Il est bien clair, pour des raisons de cardinalité, que I'on ne peut prendre toutes
les applications sur D (sauf si le domaine est réduit a un point). On considere des
domaines et des fonctions ayant certaines propriétés dictées par des intuitions liées a la
calculabilité.

Le but est de rendre compte le mieux possible de la lecture fonction/programme qui est
sous-jacente a cette approche.

De Pl’intuition algorithmique a la topologie de Scott

Les domaines que l'on considere sont des ensembles D dans lesquels on dispose d’une
notion d’approximation, ce qui se traduit par le fait que les ensembles D sont munis d’un
ordre partiel, noté <p ou simplement <. Si z,y € D, le fait que x < y traduit la notion
intuitive “x contient moins d’informations que y”. De plus D est doté d’un plus petit
élément, noté L, correspondant a l'information nulle.

Si on suit 'approche algorithmique, il est clair que si un argument x contient moins
d’informations qu’un argument y alors le résultat f(z) doit contenir moins d’informations
que f(y). Il est naturel de demander que les fonctions que I’on va considérer soient crois-
santes par rapport a l’ordre partiel de D.

Il s’avere, toujours pour des raisons de cardinalité, que cette seule propriété n’est pas suff-
isante pour pouvoir construire un espace de fonctions isomorphe a I’ensemble des valeurs.

Si un programme rend une valeur il ne peut le faire qu’apres un calcul fini. Si ’argument
d’une fonction est infini un tel calcul ne peut avoir utilisé qu’une partie finie de 'argument.
Cette intuition est formalisée par le théoreme de continuité syntaxique, qui exprime le
fait que seule une approximation finie, en un certain sens syntaxique, d’un terme M
est nécessaire pour calculer une approximation finie de C[M], ou C[] est un contexte
quelconque, voir [50, 69, 71, 14].

Cette intuition calculatoire se traduit par une restriction supplémentaire sur I’ensemble
D des valeurs et des arguments et sur la notion de fonction a employer.

On demande que D vérifie certaines propriétés de cloture, plus précisemment, si X est
un sous ensemble filtrant de D (i.e. si z,y € X il existe z € X tel que z,y < z), alors la
borne supérieure de X, notée LIX, existe et appartient a D. On dit alors que I’ensemble
ordonné partiellement D est complet (D est un CPO). On peut alors définir une notion
de continuité pour des fonctions de D vers D :

une fonction f est continue si et seulement si elle commute aux bornes supérieures
d’ensemble filtrant.

Cette notion de continuité fait référence a une topologie, déterminée par ’ordre partiel,
que 'on peut définir sur les CPO : la topologie de Scott.

Les éléments compacts de cette topologie représentent les éléments contenant une infor-
mation finie. Les compacts se caractérisent par le fait suivant :
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les éléments compacts d’'un CPO D sont les éléments £ tels que & < LIX, pour X filtrant
dans D, implique qu’il existe x € X tel que k < z.

Une autre contrainte demandée au CPO est D'algébricité : tout élément est la borne
supérieure des éléments compacts qui lui sont inférieurs.

Cette notion correspond a l'idée intuitive d’information. Si on peut calculer toutes les
parties finies du graphe d’une fonction, alors on la connait entierement.

Une fonction continue vérifie la propriété intuitive suivante :

Soit f une fonction d’'un CPO algébrique D vers un CPO algébrique £. Si on a une
information finie £ < f(x) alors k est contenu dans I'image par f d’une information finie
h de z, i.e. k < f(h) avec h un compact inférieur a z. Ceci traduit l'idée que si 'on
désire une sortie contenant une information finie il suffit de donner a un programme une
entrée finie.

Intuitivement on désire que si une fonction f est plus petite qu’une fonction g cela signifie
que, pour toute entrée x, f(x) est moins définie que g(x). Ceci entraine le fait que ’on
considere sur les fonctions 'ordre extensionnel, noté <,,;, et définie par :

f<ewrg & Vo f(z) < g().

En conséquence 1'égalité sur les fonctions est extensionnelle : Va f(z) = g(z) & f = g.

Toutes ces notions constituent la base de ’approche dénotationnelle du A-calcul, et en
substance I’approche dénotationnelle de tous les langages de programmation fonctionnels.
Nous renvoyons a [67, 54] pour une introduction complete et a [61], [63] et [64] pour les
motivations originelles.

Cette notion de continuité rend compte de certains aspects de la calculabilité, mais elle
est loin de représenter toutes les propriétés des fonctions calculables.

Il existe des fonctions continues non représentables par un A-terme, par exemple toutes
les fonctions continues ayant un comportement “non séquentiel”. L’exemple le plus connu
d’une telle fonction est le ou-paralléle introduite dans un cadre typé, [66, 56]. Noter que
[66] est la publication d’un papier non publié jusqu’alors de Scott datant de 1969.

Pour éliminer ces fonctions on a essayé de formaliser la notion de “séquentialité”.

Pour I'essentiel ces travaux ont été présentés dans le cadre de P.C.F., un A-calcul typé.
Ce langage, introduit par Plotkin [56], est un A-calcul simplement typé, avec des types
de base correspondant aux entiers et aux booléens, quelques fonctions de base, comme
le successeur, le prédécesseur, la conditionnelle, plus un opérateur de point fixe a chaque
type permettant de définir toutes les fonctions récursives partielles. C’est un langage
fonctionnel tres intéressant d’un point de vue théorique.

Séquentialité, stabilité, forte stabilité : L’exemple de P.C.F.

Un modele de P.C.F. ayant les domaines plats des entiers et des booléens pour interpré-
tation des types de base est appelé un “modele standard” de P.C.F.
Dans ce cadre il existe une notion simple de séquentialité,uniquement pour les fonctions
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sur les types de base, due indépendemment & Vuillemin, [68], et & Milner, [52].
Donnons ici cette définition, valable en fait pour toute fonction définie sur un produit de
domaines plats (c’est a dire tout domaine D tel que, pour tout u € D, L < u et, pour
tous u,v € D avec u,v # L, u et v sont incomparables).

Soient Dy,--+, Dy, D{,---,D; des domaines plats. Les éléments de Dy x --- x D,
(resp. D] x --- x D! ) sont des suites indexées par l'ensemble {i; 0 < i < n} (resp.
{j; 0 < j < m}). Les produits de domaines plats sont ordonnés par ’ordre produit, et
si a est dans le produit des D; on note («); la projection de « sur le domaine D;.

De facon intuitive une fonction est séquentielle s’il existe au moins un argument qu’il
faut d’augmenter pour faire croitre I'information sur une composante du résultat.

Une fonction continue f de Dy x -+ x D,, dans D] x --- x D! est séquentielle si et
seulement si f vérifie la condition suivante : pour tout a € Dy x --- x D,,, pour tout
j <m,si(f(a)); =L alors 'une des possibilités suivantes est vérifiée :

e pour tout f € Dy x ---x D,, f>a= (f(B)); =L;

e il existe i tel que 0 < i < net (a); =L et, pour tout € Dy X --- X Dy, 81 f > «

et f(B); # L alors (8); # L.

L’indice i est appellé indice de séquentialité de f pour j en a. Noter qu'un tel indice,
quand il existe, n’est généralement pas unique.

Cette notion de séquentialité caractérise completement les objets définissables de P.C.F.
pour les fonctions aux types de base. Mais cette notion ne s’étend pas aux objets de
type plus complexe. Plusieurs tentatives ont été données pour construire un modele
de P.C.F. dans lequel tous les éléments sont l'interprétation d’un terme, notamment en
essayant de trouver un modele ou toutes les fonctions sont séquentielles. Cette recherche
est étroitement liée a la recherche d’'un modele complétement abstrait (fully abstract) de
P.C.F., voir [52] et [17].

Une maniere d’arriver a ce but a été proposée par Kahn et Plotkin [41]. Cette démarche
propose de modifier la notion de domaine employé dans la sémantique continue par des
objets rendant mieux compte des contraintes calculatoires, les “concrete data structures”
(CDS). Ceci permet de définir une notion de séquentialité a tous les types et cette notion
de séquentialité est équivalente a celle proposée par Vuillemin-Milner aux types de base.
Mais Curien a remarqué que la catégorie de ces objets et des fonctions séquentielles
n’est pas cartésienne close, [25]. Pour remédier a ce défaut, Berry et Curien [16] pro-
posent de garder les CDS pour objet et de prendre pour morphisme la notion abstraite
“d’algorithme séquentiel”, qui est une fagon de considérer simultanément les fonctions
plus 'information sur la maniere de les calculer. On obtient ainsi un modele de P.C.F.,
mais c¢’est un échec du point de vue de la complete adéquation. De plus ce modele s’écarte
du concept de lecture terme/fonction, puisque les termes ne sont plus interprétés par des
fonctions mais par des objets ayant deux composantes, 'une comportant 'information
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extensionnelle (une fonction continue), I'autre comportant I'information intensionnelle
(l’algorithme).

Ceci rend un modele tres proche de la syntaxe et ne donne plus un caractere purement
fonctionnel a 'interprétation des termes de P.C.F.

Une autre démarche, qui nous intéresse directement, car elle permet de construire des
modeles du A-calcul pur, est de garder les CPO pour objets et de prendre pour mor-
phismes des fonctions satisfaisant des conditions plus faibles que la séquentialité. Il
s’agit des fonctions stables et fortement stables.

La stabilité

La premiere construction importante s’inscrivant dans cette démarche est I'introduction
de la notion de stabilité par Berry [15].

L’idée sous jacente a la stabilité vient du fait qu'une fonction séquentielle f est telle que,
si f(z) > ¢, pour ¢ compact, alors il existe un ¢y compact et minimum pour la propriété
suivante : ¢y <z et f(cy) > c.

Cette propriété constitue la définition intuive de la stabilité, et est celle proposée par
Berry. Pour mettre en place un modele de P.C.F. dans lequel toutes les fonctions sont
stables, il a fallu introduire une notion particuliere de CPO : les DI-domaines. Ces
domaines sont des CPO w-algébriques (I’ensemble des compacts est dénombrable), de
plus tout élément compact n’a qu’un nombre fini de minorants et tout sous ensemble
non vide admet une borne inférieure (on parlera d’inf).

De plus 'ordre que 'on impose sur les fonctions stables n’est plus l'ordre extensionnel
mais l'ordre stable, ou ordre de Berry, noté <,. On dit que f<,g si et seulement si, pour
tout = <y, f(z) = g(x) A f(y) ( on note z A y la borne inférieur de z et de y).

Intuitivement f< g signifie non seulement que f est une approximation de ¢g mais égale-
ment que le calcul de f approxime celui de g : pour tout z,y tels que = < f(y), les
fonctions f et g nécessitent la méme information sur x pour atteindre y (voir [14]).

Il est nécessaire de considérer l'ordre stable sur I'ensemble [D; < D, des fonctions
stable d’'un DI-domaine D; dans un DI-domaine D, si I'on garantir la stabilité de la
fonction d’évualation eval de [Dy <~ Dsy] x Dy vers Dy définie par eval(f,xz) = f(x)
(cette fonction n’est pas stable si on considére 1'ordre extensionnel sur [D; < D)), voir
[14].

On peut parler de “modele standard stable de P.C.F.” car les domaines plats des entiers
et des booléens sont des DI-domaines.

Dans les DI-domaines la définition intuitive de la stabilité est équivalente a la propriété
de commutation aux infs compatibles, i.e. aux infs d’éléments admettant un majorant
commun :

une fonction continue f d’un DI-domaine dans un autre est stable si et seulement si,
pour tout z,y compatibles, f(z Ay) = f(z) A f(y).

Alinsi toutes les fonctions séquentielles sont stables, mais l'inverse est loin d’étre vrai. Il
existe des fonctions stables qui ne sont pas séquentielles et ceci méme pour des fonctions
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définies sur les types de base. L’exemple le plus connu d’une telle fonction est la fonction
de Berry (voir plus loin). Mais cette notion permet déja d’éliminer certaines fonctions
non séquentielles aux types de base comme le ou-parallele.

Récemment Bucciarelli et Ehrhard ont donné une présentation plus abstraite des al-
gorithmes séquentiels [19, 20]. Ceci leur a permis de dégager le fait que la notion de
séquentialité introduite par Kahn et Plotkin peut étre représentée comme une condition
de préservation analogue a la stabilité, ce qui conduit a s’intéresser a des fonctions qui
préservent des infs plus généraux que les infs finis d’éléments compatibles. Il s’agit des
fonctions fortement stables.

La forte stabilité

Les objets que I’on considere dans ce cadre pour modéliser P.C.F., sont les DI-domaines
avec cohérence, notés DIC. Un DIC est un couple (D,C) o D est un DI-domaine et C
est un ensemble acceptable de parties finies et non vide de D, appelé la cohérence.

Une fonction fortement stable de (Dy,C;) vers (Ds,Cy) est une fonction continue préser-
vant les cohérences et qui commute aux infs des éléments de C;. Il est a remarquer que la
notion de fonction fortement stable dépend de la cohérence choisie. On parle de fonction
fortement stable relativement a un choix donné de cohérence. On examinera dans les
chapitres de cette these certaines conséquences dies a cette liberté.

Pour obtenir un modele du A-calcul on doit munir les cohérences de certaines propriétés
de cloture, on parle alors de cohérence acceptable. Alors une fonction fortement stable
est stable mais l'inverse est faux. Notons toutefois que la notion de stabilité est un cas
particulier de la notion de forte stabilité, voir page 42.

Pour ordonner les fonctions fortement stables on est amené, pour les méme raisons que
précédemment, a choisir ’ordre stable.

Le modele standard fortement stable de P.C.F. est celui ou les types de base sont inter-
prétés par les DI-domaines plats des entiers et des booléens, munis d’une cohérence bien
particuliere, voir [20, 18].

Un résultat récent de Ehrhard [27] montre que toutes les fonctions du modele standard
fortement stable de P.C.F. sont séquentielles en un certain sens technique. En fait, la forte
stabilité traduit complétement la définissabilité aux types de base; toutes les fonctions
fortement stables aux types de bases sont séquentielles au sens de Milner-Vuillemin. Mais
il existe des fonctionnelles fortement stables non définissables par des termes de P.C.F.,
voir [18].

Les modeles standards de P.C.F. continu, stable et fortement stable ont des
théories équationnelle incomparables

Esquissons la démonstration de ce résultat (pour la démonstration compléte nous ren-
voyons a [18]).

Le point clef est 'existence d’objets non définissables (qui ne sont pas 'interprétation



14 Introduction

d’un terme de P.C.F.) dans les trois modeles fonctionnels standards de P.C.F.

La méthode employée est la suivante :

on exhibe, dans un des trois modéles, f une fonction ou une fonctionnelle n’existant pas
dans les deux autres modeles; on exhibe alors deux termes de P.C.F. distingués par f et
égalisés dans les modeles ne contenant pas f.

Rappelons que l’ensemble plat des booléens est l'ensemble B = {1,V F} avec V| F
incomparables.

Notons respectivement T;, T et T, les théories équationnelles des modeles standards de
P.C.F. continu, stable et fortement stable.

Donnons la définition des fonctions particulieres utilisées pour établir ce résultat, toutes
définies sur un produit de B et a valeurs dans B.

Les fonctions OG (ou-gauche), OD (ou-droit) et OU P (ou-paralléle) sont respectivement
les plus petites fonctions continues de B? dans B vérifiant :

OG(V,1)=V,OG(F,F)=F,
OD(L,V)=V,OD(F,F)=F,
OUP(V,L)=OUP(L,V)=V et OUP(F,F)=F.

La fonction g; (fonction de Berry) est la plus petite fonction continue de B® dans B
vérifiant :
gr(L,V,F)=gr(F, L,V)=gp(V,F, L) =V et gy(F,F,F)=F.

Notons que les fonctions OG et OD sont définissables et donc sont stables et fortement
stables; que la fonction OU P n’est pas stable (et donc pas fortement stable); et que la
fonction g; est stable mais pas fortement stable.

Il s’ensuit que OUP et g; ne sont pas définissables.

La fonction OU P permet de montrer que Ty ¢ T, et Tys € T...
La fonction g, permet de montrer que Ty, € T, et Ty € 1.

Pour montrer qu’il existe des termes qui sont différenciés dans le modele stable et le
modele fortement stable, mais sont égalisés dans le modele continu on utilise le fait qu’il
existe des fonctionnelles stables et fortement stables qui n’existent pas dans le modele
continu, par exemple le “séparateur de ou”.

On peut définir dans le modele stable et le modele fortement stable une fonctionnelle
qui sépare OG et OD. Cette fonctionnelle est appelée un séparateur de ou et est notée
SEP et est définie par :

SEP(OD) =V et SEP(OG)=F.

Les fonctions OG et OD sont majorées dans le modele continue par la fonction OUP et
évidemment SFE P n’existe pas dans le modele continu car alors on aurait SEP(OUP) >
V., F, qui sont incompatibles.

Cette fonctionnelle permet d’établir que T, € T et que T, € T,.
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On utilise de méme le fait qu’il y a des fonctionnelles fortement stables qui n’existent pas
dans le modeles continu et le modele stable, toujours pour les meémes raisons liées a la
séparabilité, pour exhiber des termes différenciés dans le cas fortement stable et égalisés
dans les cas continu et stable.

On utilise, de facon analogue a l'exemple précédent, un séparateur de deux fonctions
définissables particulieres qui sont majorées dans les modeles continu et stable par g;.
On montre ainsi que T, € Ty, et que Ty € Ts.

Les modeles du lambda-calcul pur
Un panorama varié

D’une facon générale un modele du A-calcul pur est un objet réflexif d’une catégorie
cartésienne close (c.c.c.) avec assez de points, ceci permettant d’interpréter de fagon
adéquate les A-termes. Pour un exposé complet sur les modeles on se rapportera a deux
livres [8, 35] et aux articles suivants [6, 34, 49, 51, 59].

Nous disposons dorénavant de trois classes de modeles du A-calcul non typé : les modeles
continus, stables et fortement stables.

La sémantique continue s’inscrit dans la catégorie des CPO et des fonctions continues.
Le premier modele construit par Scott en 1969, [61, 64], est donné dans ce cadre.

Tous les modeles continus que nous considérerons seront des CPO munis de propriétés
supplémentaires comme 1’algébricité ou la distributivité.

Pour la sémantique stable le cadre le plus couramment utilisé, qui est également le cadre
original, est celui des DI-domaines, qui englobe les domaines qualitatifs et les espaces
cohérents ([30]).

Ce n’est pas le seul cadre dans lequel la sémantique stable a un sens. On trouve dans
[3] une étude des différentes c.c.c. de la sémantique stable. Dans la structure la plus
générale la stabilité est définie par la propriété de commutation aux infs finis d’éléments
compatibles, mais elle n’est plus équivalente a la définition intuitive donnée par Berry.
Si 'on s’intéresse a la modélisation de ’aspect opératoire du A-calcul, la notion de sta-
bilité n’a d’intérét que sur une c.c.c. ou la stabilité (interne) correspond & la définition
introduite par Berry. De plus dans une telle c.c.c. les fonctions stables peuvent étre
représentées par des traces stables, voir [30]. Pour garder la correspondance des deux
définitions on doit considérer des structures comme les DI-domaines ou les domaines sta-
bles bifinis d’Amadio. On donne plus de détails sur ces considérations dans I'introduction
du troisieme chapitre.

On peut construire des modeles du A-calcul pur dans le cadre fourni par les DI-domaines
avec cohérence, qui est actuellement le cadre le plus général dans lequel la forte stabilité
est définie.

Rappelons que les notions de stabilité et de forte stabilité proviennent de I’étude de la
séquentialité dans le A-calcul typé. Les notions de séquentialité existantes n’ont plus de
sens dans le cadre des modeles du A-calcul pur. De plus les problemes de définissabilité



16 Introduction

et de complete adéquation de ces modeles par rapport a des sémantiques opérationnelles
particulieres sont peu connus et souvent beaucoup plus complexes que dans le cas typé.

Les questions naturelles que 1’on peut se poser sont :

Ces trois classes de modeles sont-elles completes vis a vis des théories consistantes du
A-calcul?

Ces classes sont-elles équationnellement différentes? Ou plus précisement le spectre des
théories atteintes par les modeles d’une de ces classes est-il le méme que celui atteint par
les deux autres?

En marge a ces questions se pose également le probleme de comparer les modeles d’'une
meéme classe et de comparer des modeles analogues de différentes classes.

Pour étudier ces propriétés, la premiere exigence que 1’on se fixe est de se donner, et ce
de fagon interne a ces trois sémantiques, des classes de modeles simples qui soient les
plus générales possibles.

La notion de simplicité que nous considérons pour une classe de modele est la conjonction
des deux exigences suivantes :

e avoir une construction élémentaire, i.e. n’utilisant pas les limites inverses, et rela-
tivement uniforme pour ces trois sémantiques;

e obtenir des modeles dans lesquels les interprétations des A-termes soient aisées et
manipulables directement.

Les réponses apportées a ces questions

Une des questions posées est de se demander si ces classes de modeles sont completes,
c’est-a-dire si elles contiennent toutes les A\-théories. Cette question a été soulevée par
Honsell et Ronchi pour la classe des modeles continus (CPO réflexifs), et ces auteurs y
ont répondu négativement [37]. Plus précisément, ils ont montré qu’il n’existe pas de
modele continu dont la théorie est T3, la théorie contextuelle induite par I’ensemble des
termes essentiellement clos.

Le principal résultat énoncé dans le troisieme chapitre, établi en collaboration avec Gouy,
voir [9, 10], est I'incomplétude de la classe des modeles stables (DI-domaines réflexifs).
On montre que la théorie de 'analogue fortement stable du modele de Park n’est la
théorie d’aucun modele stable. Notre démonstration differe fortement de celle proposée
par Honsell et Ronchi par le fait que nos arguments sont purement sémantiques. En fait,
on extrait un ensemble tres simple, F;, d’équations et d’inéquations, qui est modélisé
par le modele de Park fortement stable et qui n’est modélisé par aucun modele stable.

La méthode proposée ici peut, de plus, s’adapter aux modeles continus : on exhibe un
autre ensemble tres simple, F,, d’équations et d’inéquations, qui est modélisé par les
analogues stables et fortement stables du modele de Park et par aucun modele continu.
On en déduit que I'ensemble F; UF, est modélisé par le modele de Park fortement stable
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et par aucun modele stable ni aucun modele continu. On montre de plus que les modeles
de Park continu et stable ont des théories incomparables ce qui infirme une conjecture de
Honsell et Ronchi qui affirmait que la théorie du modele de Park stable est strictement
incluse dans celle du modele de Park continu [36].

Enfin, en étendant 'utilisation du théoreme d’approximation de Honsell et Ronchi [37],
qui est rappelé en annexe, aux cadres stable et fortement stable, on montre que TE’ la
théorie contextuelle induite par ’ensemble des termes essentiellement A/-clos, n’est la
théorie d’aucun modele stable.

Il est a remarquer que pour établir le résultat de [“incomplétude de la classe stable on
s’inspire de la méthode utilisée pour montrer [tncomparabilité des théories des modeles
standards de P.C.F.

On arrive a donner, sous forme d'un ensemble d’équations et d’inéquations, noté F,
des conditions suffisantes permettant de définir une version non typée de la fonction de
Berry [15] dans un modele stable. On montre ensuite que dans tous les modeles stables
satisfaisant F, cette fonction permet de distinguer deux termes X et Z égalisés dans un
modele fortement stable particulier, ici 'analogue fortement stable du modele de Park,
satisfaisant F.

Nous avons ainsi élaboré une technique permettant d’utiliser la variété des modeles dont
on dispose pour obtenir un résultat d’incomplétude. Cela repond en plus a la question
de savoir si les classes de modeles proposées sont équationnellement distinctes. De plus
on utilise réellement le fait d’avoir a notre disposition les classes de modeles simples que
constituent les i-modeles (voir plus loin).

Dans le quatrieme chapitre de cette these nous revisitons 'incomplétude des modeles
stable en exhibant un i-modele continu dont la théorie n’est la théorie d’aucun modele
stable et d’aucun i-modeles fortement stable. Nous expliquons en détail pourquoi on est
obligé de se restreindre aux i-modeles dans le cas fortement stable, précisons simplement
que cela est lié a la grande difficulté de donner des raisonnements valables dans tous les
DIC, du fait que dans ce cadre général on ne peut s’assurer de la forte stabilité que de
fonctions tres simples comme les fonctions en estrades, voir 42, ce qui est une restriction
forte et ne nous permet pas, dans I’état actuel de nos connaissances, d’établir ce résultat
d’incomplétude pour toute la classe des DI-domaines réflexifs.

On a rappelé dans cette introduction comment on montre que la théorie équationnelle
du modele continu standard de P.C.F. n’est pas incluse dans celle du modele standard
stable. Pour montrer cela on utilise I’existence d’une fonctionnelle, SE P, séparant deux
fonctions définissables, OG et OD, majorées dans le modele continu par OUP et non
majorées dans le modele stable.

Le probleme majeur auquel on est confronté quand on veut adapter ce méme procédé
aux modeles du A-calcul non typé est la définissabilité des fonctions utilisées. On est
plus confronté a des problemes d’incomparabilité de théories de quelques modeles fixés
mais a des problemes d’incomplétude, c’est a dire concernant une large classe de modele.
On a pas de terme définissant des fonctions mimant OD et OG de facon uniforme pour
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tous les modeles d’une classe donnée. Dans le cadre de P.C.F. ces fonctions vont d’un
domaine fini (B?) dans un domaine fini (B), et donc il est facile de trouver des termes de
P.C.F. décrivant completement ces fonctions pout les trois modeles standards. Ce n’est
évidemment plus le cas dans les modeles du A-calcul non typé et nous n’avons pas réussi
a y transposer cette méthode.

Nous avons évité ces problemes en utilisant une démarche différente. L’idée est d’utiliser
la différence existant au niveau fonctionnel entre ’ordre des modeles continus d’une part,
et celui des modeles stables et fortement stables, de 'autre. Dans le cas continu il s’agit
de l'ordre extensionnel et dans les cas stables et fortement stables il s’agit de 'ordre
stable.

Des modeles simples : les i-modeles

Le point de vue que nous adoptons pour répondre a ces exigences est celui donné par
Krivine pour la sémantique continue et stable dans [47] et par Honsell et Ronchi dans
[36] pour le cas stable : les i-modeles continus et stables.

Ce sont des classes de modeles, dans lesquelles on peut représenter les modeles usuels
comme le modele de Scott, le modele de Park, le modele d’Engeler,..., mais dans lesquelles
on peut éviter constructions par limites inverses.

On se donne un ensemble D muni d’un préordre < (resp. d’une relation de cohérence
). On considére ensuite Dy x D, ot Dy est ’ensemble des parties finies de D, que
’on muni d’un préordre <, déduit de < (resp. D, x D, ou D, est I'ensemble des parties
cohérentes de D, que 'on équippe d’une relation de cohérence <, déduite de ).

Soit 7 une injection de Dy x D dans D (resp. de D, x D dans D) respectant certaines
propriétés vis a vis des préordres (resp. des relations de cohérence). Noter que les ensem-
bles Dy x D (resp. D, x D) sont les trames des espaces des traces des fonctions continues
(resp. stables) de D dans D. Une des raisons de la maniabilité des interprétations des
termes dans ces modeles est que I'on code les traces des fonctions plutot que les fonctions
elles mémes.

Alors la paire (D, ) engendre un triplet (D, F,G) qui constitue un modele du A-calcul
ou le domaine D est dans le cas continu l'espace des segments initiaux de D et dans
le cas stable I'espace des parties cohérentes de D. On note simplement D(p ;) le triplet
(D, F, Q).

Les constructions catégoriques sont remplacées par des constructions ensemblistes élé-
mentaires sur les trames.

L’interprétation des termes dépend de I'injection z, qui constitue le parametre intéressant
de cette construction. On a une grande liberté de choix pour ¢ ( avec quelques contraintes
a respecter par rapport au préordre ou a la relation de cohérence). Ce choix autorise la
construction de nombreux modeles tres différents.

La forte stabilité, du fait de la complexité des objets a employer, produit, dans le cadre
tres général des DIC, des modeles inexploitables pratiquement. C’est pourquoi nous con-
sacrerons le deuxieme chapitre a la construction d’une classe de modeles, similaire pour
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la forte stabilité a ce que sont les i-modeles pour la continuité et la stabilité. On obtient
la classe des i-modeles fortement stables. Ceci nous permet dorénavant de construire et
de manipuler de fagon relativement aisée des modeles fortement stables du A-calcul pur.
Le cadre dans lequel peut s’effectuer cette construction est donnée par les hyperco-
hérences, notion introduite par Ehrhard, [26]. On trouve dans l'introduction du deux-
ieme chapitre une motivation a l'introduction de cette notion. Précisons simplement que
les hypercohérences permettent de reliées étroitement cohérence et DI-domaine en les
définissant a partir d’une trame commune.

Il existe une classe un peu plus générale de modeles construits a partir de trame a savoir
les modeles de filtre, donnée initialement pour la sémantique continue dans [24, 7.
Nous n’avons pas choisi de considérer cette approche tout d’abord parce que la classe
des i-modeles suffit pour répondre aux questions posées. De plus I'adaptation de cette
construction au cas stable est plus difficile et donne des modeles moins maniables. Il
semble que ’adaptation de cette construction au cadre fortement stable n’est pas aussi
aisée que celle donnée pour la construction de Krivine.

Plan de la theése

Chapitre 1 : C’est un chapitre de préliminaires.

Une rapide présentation est donnée des CPO, DI-domaines, domaines qualitatifs et es-
paces cohérents. On rappelle les notions de continuité et de stabilité.

Les catégories régulieres, introduites dans [32], contiennent manifestement “toutes” les
sémantiques fonctionnelles et en particulier les trois qui sont étudiées ici. Cette notion
est rappelée dans ce chapitre.

Nous donnons une présentation détaillée des --modeles continus ainsi que des i-modeles
stables.

Chapitre 2 : Ce chapitre est consacré a la forte stabilité. Nous donnons une présentation
détaillée de cette notion dans le cadre le plus général, celui des DIC (section 2.3).

Nous avons choisi de donner une construction de modele fortement stable sans mention
catégorique. On fixe le cadre dans lequel on se place : celui des domaines qualitatifs avec
cohérence (QDC). On montre que ’on peut définir dans ce cadre des modeles fonctionnels
(notion que l'on rappelle dans la section 2.2 en suivant la présentation de [46]). Pour
cela on a besoin de définir avec soin ce qu’est le produit de deux QDC et la notion de
fonction fortement stable a plusieurs variables. C’est ce qui est fait dans les section 2.4
et 2.5.

Ensuite on introduit en détail les hypercohérences, section 2.6, et les sections 2.7 et 2.8
sont consacrées a I’étude de certaines de leurs propriétés nécessaires a la construction de
i-modeles fortement stables et aux morphismes d’hypercohérences.

Nous donnons dans la section 2.9 la définition des i-modeles fortement stables et dans
la section 2.10 on construit deux exemples importants de i-modeles fortement stables :
les analogues fortement stables des modeles D, de Scott et les modeles de Park.

Enfin dans la section 2.11 on montre que tout i-modele fortement stable satisfait la
théorie RU,, introduite dans [31] qui exprime l'existence d’une infinité de rétractions
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universelles.

Chapitre 3 : Les résultats de ce chapitre on été obtenus en collaboration avec Gouy.
Nous prouvons dans ce chapitre que la classe des modeles stables est incomplete vis a
vis du A-calcul pur. Plus précisément, nous montrons qu’il n’y a pas de modele stable
ayant pour théorie celle du modele de Park fortement stable. Nous obtenons ainsi une
démonstration sémantique de ce résultat d’incomplétude, qui peut étre adaptée a la
classe des modeles continus.

La section 3.1 donne quelques propriétés des i-modeles de Park stables et fortement
stables construits sur un ensemble d’atomes réduits a un point. Le fait de travailler
avec les i-modeles permet de donner les propriétés sans I'introduction de démonstrations
syntaxiques, notamment en évitant l'usage du théoreme d’approximation.

Nous donnons dans la section 3.2 le résultat d’incomplétude stable. On montre que la
théorie du -modele de Park fortement stable n’est la théorie d’aucun modele stable.
Dans la section 3.3 nous adaptons ce résultat a la classe des modeles continus.

Dans les sections 3.4 et 3.5 on renforce ces résultats en isolant une théorie contextuelle
particuliere qui a un sens opérationnelle et qui n’est pas atteinte par les modeles stables.
On a besoin cette fois d’utiliser un théoreme d’approximation que I'on donne en annexe.

Chapitre 4 : Nous donnons dans ce chapitre une nouvelle démonstration del’incomplétude
stable, en utilisant cette fois un modele continu que nous construisons dans la section 4.1.
Cette nouvelle preuve n’utilise pas la forte stabilité. De plus on montre I'incomplétude
de la classe des i-modeles fortement stables en utilisant ce méme modele continu.

Pour se faire on exploite la différence existant au niveau fonctionnel entre ’ordre des
modeles continus d’une part, et celui des modeles stables et fortement stables, de ’autre.
La section 4.1 est consacrée a la construction du modele continu. On exploite la condi-
tion necéssaire et la condition suffisante pour qu’un élément « soit dans I'interprétation
du terme Q dans un modele de segments initiaux. Dans [5], une preuve sémantique de la
facilité de €2 est donnée. Celle ci consiste a construire par forcing une injection adéquate
de INy x IN vers IN et ainsi de produire un modele continu de LC + €2 = ¢, pour tout
terme clos .

Dans [72] on trouve une construction par forcing dans le cadre des modeles de graphes.
Enfin dans [40] est exposé le méme type de construction dans le cadre des segments
initiaux, produisant ainsi des modeles continus de LCE + Q = t.

C’est cette derniere méthode de construction que nous allons employer pour produire un
modele continu extensionnel dans lequel € sera interprété par un segment initial donné.
Dans la section 4.2 on montre que l'on peut alors déduire de nombreuses équations et
inéquations satisfaites dans ce modele. Cela nous permet d’en dégager un ensemble par-
ticulier F; et de trouver deux termes particuliers qui s’avéreront égaux dans ce modele
du fait de 'ordre imposé.

Nous montrons dans la section 4.3 que la théorie de ce modele continu n’est la théorie
d’aucun DI-domaine réflexif.

Enfin on montre dans la section 4.4 I'incomplétude de la classe des i-modeles fortement
stables en utilisant ce méme modele continu.

Nous nous restreignons a cette classe car I'une des fonctions employées dans la section
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précédente n’est pas forcément fortement stable dans le cadre général des DIC réflexifs.
Par contre on peut montrer sa forte stablilité dans les -modeles fortement stables.

L’annexe A est consacrée a une extension du théoreme d’approximation de Honsell
et Ronchi a une large classe de modeles. Ceci nous permettra d’utiliser un théoreme
d’approximation dans les cadres stables et fortement stables afin de renforcer certains
résultats d’incomplétude dans le troisieme chapitre.

L’annexe B est consacrée a deux points intéressants.

On montre la définissabilité uniforme de ’ordre par une formule de la logique du premier
ordre, a partir de la seule application, dans tous les DIC réflexifs.

Puis on en déduit un critére d’isomorphisme fort (I’existence d’un isomorphisme appli-
catif, fortement stable et dont I'inverse est fortement stable) pour la classe des i-modéles
fortement stables. On en déduit Pexistence de 2% modeles fortement stables non forte-
ment équivalent.

On expose ensuite les questions liées a ces problemes d’isomorphismes qui restent ou-
vertes & ce jour pour les modeles fortement stables; en particulier 1’existence de 20
modeles fortement stables non équationnellement équivalents.
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Chapter 1
Préliminaires

Nous donnons dans ce chapitre toutes les définitions et les propriétés nécessaires a la
bonne compréhension de cette these.

Nous commencons par rappeler quelques notions en théorie des domaines. Nous em-
ployons différentes sémantiques fonctionnelles du lambda calcul ce qui requiert une ma-
nipulation de certains types d’ensembles partiellement ordonnés spécifiques a ces séman-
tiques. On présente de fagon rapide ces objets ainsi que certaines de leurs propriétés.
Ensuite est donné un cadre qui contient toutes les sémantiques utilisées ici, a savoir celui
des catégories régulieres, introduites dans [32].

Puis un rapide rappel de la notion de stabilité, qui est un outil central dans cette these,
est donné.

Enfin, on présente une large classe de modeles continus, les i-modeles continus, dus a
Krivine [46], et qui possédent des analogues stables dans les espaces cohérents, a savoir
les i-modeles stables. Cette derniere classe de modeles a été introduite dans [46] et
indépendamment dans [36]. Nous donnons a la fin de ce chapitre une présentation suc-
cincte de ces modeles. On utilise les i-modeles pour leur grande souplesse d’utilisation.
Une partie du chapitre suivant sera consacré a la construction de i-modeles fortement
stables.

1.1 Notations ensemblistes

Soit X un ensemble. On note P;(X) 'ensemble des parties finies de X, x € Py(X) sera
noté © Cy X et P;(X) lensemble des parties finies non vides de X, x € P;(X) sera
noté x C3 X. On désignera aussi parfois les parties finies d’'un ensemble X par X;. Si
Y C P(X), on note Y>! I'ensemble des éléments de Y qui ont un cardinal strictement
supérieur a 1. On désignera par §z le cardinal de I’ensemble .

Dans tout ce qui suit nous utiliserons tres souvent les abréviations suivantes :

1. Sia C X et f est une fonctions de X vers Y on note f(a) = {f(a)/a € a}. Dans
les cas ou il pourrait y avoir une ambiguité on notera f*(a).

2. De méme si A C P(X) et f est une fonctions de X vers Y on note f(A) =
{f(a)/a € A}. Dans les cas ou il pourrait y avoir une ambiguité on notera f**(A4) =
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{f*(a)/a € A}.
3. Siz € X et F est un ensemble de fonctions de X vers Y on note :
F(x)={f(x)/f € F}.

4. Si A C X et F est un ensemble de fonction de X vers Y on note :
F(A) ={f(@)/(f,x) € F x A}

1.2 Notions de bases et terminologie

On rappelle la syntaxe du A-calcul, introduit dans [23]. On trouvera toutes les démon-
strations, ainsi qu'une exposition beaucoup plus complete de ces notions dans [8] ou [46].

Soit V un ensemble dénombrable de variables, I’ensemble des termes du A-calcul est le
plus petit ensemble A satisfaisant :

e VCA
e Site A, alors Az t € A, pour toute variable x dans V.
e Sit,u€ A alors (t)u € A.

Des exemples de termes sont donnés par I= \x z, Q= (\z (x)z)\x (x)z et Az Q.

Pour tout ensemble de constantes C, 'ensemble A(C) des A\C-termes est défini par in-
duction de la facon suivante :

les variables et les constantes sont des A\C-termes,

si u, v sont des AC-termes et  est une variable, alors (u)v et Az u sont des A\C-termes.

Fixons la terminologie et les notations employées.

Dans la suite, les termes seront toujours considérés a a-équivalence pres, c’est a dire a
renommage pres des variables liées.

Dorénavant A désignera le quotient de ’ensemble des A-termes par la a-équivalence, et
par A9 le sous-ensemble des termes clos.

Nous utiliserons la notation applicative de [47] : (u)v désigne Papplication de u a v.
Une expression de la forme (u)v, - - - v, est une abréviation pour (- -- (u)vy)ve) - - -)vp.

Nous noterons VI(t) 'ensemble des variables libres du terme ¢ et t[zy,---,z,] signi-
fie que les variables libres de ¢ se trouvent parmi x,---,x,. Nous abregerons parfois
(«+ - (u)vy) - vy en (u)vy - -+ vy, 1, -+ -, Ty, ou plus généralement vy, -+ - v,, en T, ou v, et
A1+ Az, t en AT t; nous noterons [(z) (pesp. [(v)) la longueur de T (resp. ©).
Un contexte C] ] est un terme avec un ou plusieurs “trous”. Plus formellement :

e Siz €V alors x est un contexte.

e [ ] est un contexte.
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e Si O[] et Cy[ | sont des contextes alors (C] ])Cs] | et Az €[ | sont des contextes.

Nous ne définissons pas en détail ici la notion de substitution de n A-termes v a n vari-
ables Z du A-terme u, ce qui ce note u[v/Z]. Nous renvoyons le lecteur aux références
données. Disons qu’intuitivement le terme u[t/Z] est le résultat de la substitution, pour
tout 7 < n, de v; a toutes les occurrences libres de x; dans u, en prenant garde de ne pas
lier une variable libre de v;.

La théorie équationnelle A est I’ensemble d’équations M = N, ou M, N € A, qui est
axiomatisé par les axiomes et les régles d’inférences suivantes :

e (Az u)v = u[v/x] (si aucune variable libre de v n’est liée dans u),
o u=u,

o u=v= v=u,

c U=V, V=W => u=uw,

e u=v= (u)w=(v)w,

e u=v= (wu=(w)v,

o U=v= A\ru=\rv.

Le A-calcul extensionnel est obtenu en ajoutant a A 'axiome d’extensionnalité :
Mx = Nz = M = N a condition que la variable x ne soit pas libre dans M et N.

Le fait que ces théories soient consistantes (c’est a dire ne contiennent pas toutes les
équations, ou encore que le modele des termes ne soit pas réduit & un point) est une
conséquence du théoreme de Church-Rosser, voir [8].

Fait 1.2.1 A+extensionnalité équivaut a X +n ou n est l'aziome suivant :
Az (t)x =t pour tout t € A tel que la variable x n’apparaisse pas dans t.

On définie une relation binaire 7) sur A x A par induction sur un terme ¢ :
0

1. SiteV, t<:ﬂ>—>t’ est faux pour tout t'.
0

2. Sit= M\zr u alors t&=>t ssi t! = \x v avec ue—u'.

Bo Bo
3. Sit = (u)v alors t<:§_>tl ssi
0
o t' = (u)v avec v<:ﬁ>—>v’.
0

o ' = (u')v avec u<:,8>—>u’.
0

o u=\rwett =wlv/x]
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La B-réduction, notée 7), est la plus petite relation binaire sur A x A, réflexive, tran-

sitive et contenant <. Et la B-équivalence est la plus petite relation d’équivalence
qui contient <:[>3—> b

De méme on définie la relation binaire — sur A x A par induction sur un terme # :
7o

1. Sit €V, t&—t' est faux pour tout ¢,
10

2. Sit= Mz u alors t&—t ssi :
o

o t' = Mz v avec ue—u'.
1o

e u = (t')x avec x non libre dans t'.

3. Sit = (u)v alors t&—>t' ssi :

Bo

o t' = (u)v' avec vs—v'.
7o

o t' = (u)v avec us—u'.
7o

La Bn-réduction, notée 6—>, est la plus petite relation binaire sur A x A, réflexive,
n

transitive et contenant <—. Et la Bn-équivalence est la plus petite relation d’équivalence
qui contient <. oo
Bn
Proposition 1.2.2 Soient deux termes de A.
M et N sont 3-équivalents ssi A= M = N.
M et N sont fn-équivalents ssi A\+nk M =N

1.3 Préliminaire en théorie des domaines

Le premier modele de A (et de A + n) différent du modele de terme a été construit par
Scott dans le cadre de la catégorie des domaines de Scott, et des fonctions continues
[61, 62]. En fait la méthode proposée par Scott s’adapte a toute catégorie cartésienne
close munie d'un objet réflexif, [8] ou [48].

Les catégories dans lesquels on se place sont toutes cartésiennes closes et ont pour ob-
jets des ordres partiels complets, auxquels, dans le cas fortement stable, on ajoute une
structure qui est un ensemble de parties de ’ordre partiel.

Le but de cette section est de rappeler les différentes sortes d’ordres partiels utilisés ainsi
que certaines de leurs propriétés.

Nous renvoyons a [29] pour de plus amples informations sur les ordres partiels.

Un domaine est un ensemble partiellement ordonné, (D, <), avec un plus petit élément,
noté L. Deux éléments u,v de D sont dits compatibles s’ils ont un majorant dans D.
Nous noterons respectivement u V v, u A v, LA et MA : le sup de u et v, 'inf de u et
v, le sup du sous-ensemble A de D, et 'inf de A, quand ils existent. Un sous-ensemble
A de D est filtrant s’il est non vide et si deux éléments quelconques de A sont majorés



1.3 Préliminaire en théorie des domaines 27

par un élément de A. Un domaine est un cpo, i.e. un ordre partiel complet, si tout
sous-ensemble filtrant de D a une borne supérieure (on dira un sup).

La topologie de Scott, initialement introduite dans le cadre des treillis complets, [62],
se généralise sans difficulté aux cpo [8].
Soit (D, <) un cpo, la topologie de Scott sur D est définie par :

OCDestouvertsi: i) sizeOetax<yalorsyeO
it) UX € 0, avec X C D filtrant, alors X AO # ()

Les fonctions continues pour cette topologie sont les fonctions croissantes f de D dans
& qui commutent aux sups filtrants, i.e VA C D, A filtrant, f(UA) =Uf*(A).
Si f et g sont deux fonctions continues d’un cpo D vers un cpo &£, on dit que f est plus

petite extensionnellement que g, ce qui se note f<_,; g, si et seulement si, pour tout
z €D, f(zx) < g(x).

Un élément u de D est compact pour la topologie de Scott, si pour tout sous-ensemble
filtrant A de Dona: u < UA = dv € A,u < v. Un élément u de D est premier
s’il vérifie la méme propriété pour tout A dont le sup existe. Noter que L n’est pas
premier (car L = Uf)). On notera D, (resp. D,p) 'ensemble des éléments compacts
(resp. premiers) de D. Il est clair que tout élément premier est compact.

Posons K (u) = {h ; h est compact et h < u}. On dit que D est algébrique si, pour
tout u € D, K(u) est filtrant et v = UK (u). Un domaine de Scott est un domaine
complet algébrique D tel que tout sous ensemble majoré de D possede un sup.

Le fait suivant se démontre facilement.

Fait 1.3.1 Soit D un domaine de Scott. Alors p est premier ssi p est compact et pour
tout ¢, et co compacts nous avons : p < cLVcey ssip < cp oup < Co.

Dans la suite les lettres h, k, | désigneront exclusivement des éléments com-
pacts.

Le cadre des DI-domaines, qui sont des domaines de Scott munis de propriétés suplé-
mentaires a été introduit par Berry [15] et permet de construire des modeles stables du
A-calcul.

Définition 1.3.2 Un DI-domaine est un domaine D tel que :

(i) tout sous-ensemble fitrant de D admet une borne supérieure,

(ii) tout sous-ensemble majoré de D admet une borne supérieure,

(1ii) D est algébrique,

(iv) pour tout h € D., {u ; u < h} est fini,

(v) D est distributif: pour tous u,v,w € D, si u,v sont compatibles, alors (uVv)Aw =
(u ANw) V (vAw).
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Les DI-domaines sont donc exactement les domaines de Scott qui vérifient les deux
derniers points de la définition précédente.

Remarques

1. Si h € D. et u < h, alors u € D..

2. La condition (iii) implique : u < v < Vh (h <u = h <wv).

Un exemple de DI-domaines particuliers est donné par les domaines qualitatifs (notés
QD) introduit par Girard [30]. Ces domaines sont intéressants car on peut travailler
uniquement avec leurs trames qui sont des objets plus simples a manipuler.

Un domaine qualitatif est un ensemble de parties D non vide, clos par union filtrante
et clos par sous ensemble. C’est un DI-domaine pour I'inclusion.

La trame de D est I'ensemble D = |JD = {z/{z} € D}.

Les éléments finis de D sont exactement les éléments de D qui sont compacts pour la
topologie de Scott de (D, C) et les éléments premiers sont les singletons.

Enfin les espaces cohérents, ou domaines qualitatifs binaires, permettent de construire
de facon simple des modeles stables du A-calcul, dans lesquels on a une grande facilité
du maniement des interprétations des termes.

Un domaine qualitatif D de trame D est un espace cohérent s’il vérifie :

Pour tout x C D, si Vo, o' € z, {a,a'} € D alors x € D.

Un espace cohérent est donc entierement déterminé par la donné d’une trame D et d'une
relation réflexive et symétrique sur D. Une telle relation est appelé relation de cohérence
et est notée .

Dans la suite on désignera les éléments d’un domaine D par des lettres de
Palphabet romain a, b, - - - et les éléments de sa trame D, dans le cas ou D est
un domaine qualitatif, par des lettres de ’alphabet grec o, 3,:--. Pour tout
domaine D on désignera les parties de ce domaine par des lettres romaines
majuscules A, B,---.

1.4 Les A-modeles réguliers

Dans ce qui suit € est une catégorie cartésienne close (c.c.c.) avec assez de points (cf.
[8] ch. 5.5). Ses objets sont désignés par D, &,--- et ’ensemble des morphismes de D
dans £ par D = £.

Si D est un cpo, 'ordre de D est noté <p (ou <) et son plus petit élément Lp (ou L).

Nous dirons que € est réguliére si de plus :

(i) les objets de € sont des cpo (éventuellement munis d’une structure supplémentaire) ;

(ii) les éléments de D = £ sont des fonctions continues de D dans & ;

(iii) pour tous f,g € D = €&, f <p—g g implique Vo € D f(x) <¢ g(z) ;

(iv) pour tout sous-ensemble filtrant A de D = &£, LIA coincide avec le sup “point par
point” de A : Vo € D (UA)(z) = U{f(x); f € A}
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Exemples Sont régulieres : toutes les c.c.c. usuelles des sémantiques continue, stable
et fortement stable ; les objets étant respectivement des cpo quelconques, des cpo par-
ticuliers (des DI-domaines), et des DI-domaines munis d’une cohérence acceptable ; et
D = & est respectivement ’ensemble des fonctions continues de D dans &, I'ensemble
des fonctions stables, et ’ensemble des fonctions fortement stables.

Définition 1.4.1 Un A-modeéle régulier est un objet réflexif d’une c.c.c. réguliere € ;
c’est-a-dire un triplet (D, F,G), ot :

D est un objet de €, F € D = [D = D] et G € [D = D] = D sont des morphismes tels
que FFo G =1id ; si de plus G o F = id, on parlera de An-modéle régulier, ou encore de
modele extensionnel.

En particulier les applications F' et GG sont continues et GG est injective et réalise un
isomorphisme entre les ensembles ordonnés (D = D, <p_p) et (G(D = D), <p).

Plus généralement, on peut définir, pour tout n > 2, un morphisme G™ de D" = D dans
D, qui est de plus un isomorphisme entre les ensembles ordonnés (D" = D, <p._.p) et
(G™(D" = D), <p) par G"(f(z1,..., 1)) = Gla~ G" '(f(a,z2, ..., z,))).

En particulier tout modele régulier (D, F, G) est un modele monotone, c’est a dire que :
pour tous u, v, w € D tels que u,v < w on a F(u)(v) < F(u)(w) et F(u)(v) < F(w)(v).

Rappelons maintenant comment définir 'interprétation des A-termes dans un A-modele
régulier (D, F,G). On désigne par A(D) l'ensemble des A-termes & parametres dans D
et par A°(D) le sous-ensemble des terme clos & parametres.

Définition 1.4.2 On définit par induction sur t = t[z] € A et pour tout a € D'®,
Uinterprétation tla/z]* dans D du terme tla/x] de A°(D) par :

e sit esta, avec a € D, alors tla/z]* = a ;

e sit estx;, alors tla/z]* = a; ;

e sit est (ulz])v[z], alors tla/z]* = F(ula/z]*)(v|a/z]*) ;
e sit est \r uly,z], alors tla/z]* = G(b~> u[b/y,a/z]").

Il suit de ce que € est une c.c.c. que, pour tout u € A(D) et & O VI(u), Papplication
ul : a ~ ula/z]* est dans D'® = D. Pour u € A°(D) on a uj = u* (qui est un
élément de D). Compte tenu des isomorphismes qui correspondent, dans la c.c.c. €,
aux opérations de Curryfication et de permutation des arguments des fonctions, et aux
ajouts d’arguments inessentiels, on a de plus :

Lemme 1.4.3 Pour tous u,v € A(D) et T 2 VI(u)UVI(v), les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) ui < v, ou < désigne Uordre de D@ = D ;

(i1) (AT u)* < (AT v)*, ot < désigne l'ordre de D.

Et leur véracité est indépendante du choiz de x. Il en est de méme avec [’égalité.
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Nous noterons <p et =p les relations binaires induites sur A(D) par <.

La proposition suivante est standard et précise en quoi le A-calcul est modélisé.
Rappelons qu’une relation binaire r, sur A ou A(C'), passe au contexte si :
(u,v) € r ssi il existe un contexte C[] tel que u = C[u'], v = C[v'] avec (u', ') € r.

Proposition 1.4.4

(i) La relation <p est un préordre partiel sur A(D) qui étend l’ordre de D, et =p est
la relation d’équivalence associée.

(ii) Les deux relations sont closes par passage au contexte et contiennent la (3-équivalence
(la Bn-équivalence dans le cas extentionnel).

Notons £q I’ensemble des équations formelles entre termes clos. Nous appellerons théorie
de D, notée Th(D), le sous-ensemble de ¢ correspondant aux équations satisfaites
dans D :

Th(D)={u=v; u,v € A et u=p v}.

Une A-congruence (resp. An-congruence) est une relation d’équivalence sur A qui contient
la f[-équivalence (resp. la fn-équivalence), qui passe au contexte et qui n’est pas la
relation totale. A toute congruence ~, on associe canoniquement un sous-ensemble F.
de £q, en posant :

E.={u=wv; u,v €A’ et u~ v}
Une A-théorie est un ensemble d’équations de la forme E.. Si ~ est une An-congruence,
on dit que la théorie associée est extensionnelle.

Il est clair, d’apres la proposition précédente, que la théorie d’'un modele est une A-théorie,
et que la théorie d’'un modele extensionnel est une A-théorie extensionnelle.

D’autre part, si A est un sous-ensemble strict et non vide de A, clos par #-équivalence,
alors ’ensemble 14 d’équations suivant :

Ti={u=v; u,v €A et VO[], (Clu] € A& Cv] € A)},

constitue une A-théorie, qu’on appellera la A\-théorie contextuelle induite par A.

1.5 Stabilité sur les DI-domaines

Nous nous contenterons de rappeler une série de définitions et de faits biens connus
sur les DI-domaines et les fonctions stables. Pour les démonstrations nous renvoyons le
lecteur a [11, 12], ou a [30] qui traite le cas particulier des domaines qualitatifs.

Définition 1.5.1 Soient D et £ des DI-domaines et f une fonction continue de D dans
E. On dit que [ est stable si elle commute auz infs finis d’éléments compatibles,
i.e si Yu,v € D, (u,vcompatibles = f(uAv) = f(u) A f(v)).

Dans les DI-domaines, cette propriété de commutation aux infs binaires d’éléments com-
patibles est équivalente a la définition originale de Berry :

y < f(z) = 32’ <z tel que y < f(2') et 2’ minimum pour cette propriété.
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Une fonction stable f de D; x D, dans £ est une fonction continue en chaque argument
et qui vérifie :

flay Abyag Aby) = flay,ag) A f(by, bo),
si a1, by sont compatibles et as, by sont compatibles.

A toute fonction stable f de D dans £ on associe sa trace, notée Tr(f) et définie par :
Tr(f)={(h,p) € D. x&,; p < f(h), h minimal pour cette propriété}.

Cette trace est ’extension aux DI-domaines de celle définie par Girard dans le cadre des
domaines qualitatifs [30]. Elle a été utilisée notamment par Bucciarelli et Ehrhard [21],
et est plus petite que celle de Berardi [11].

Théoreme 1.5.2 Soit f une fonction stable de D dans E. Alors :
1. f est caractérisée par sa trace et on a :

f(u) =u{p ;3h <, (h,p) € Tr(f)}.
2. Un sous-ensemble T C D, x &, est la trace d’une fonction stable f* ssi il vérifie :
(i) hi,...,h, compatibles et (hy,p1), ..., (hn,pn) € T implique py, ..., p, compatibles ;
(i) (h,p) €T etp' <p implique (W',p') € T pour un certain h' < h ;
(iii) (h,p), (h',p) € T et h,h' compatibles implique h = h'.
Exemples 1. Tr(id) = {(p,p) ; p € D,}.
2. Soit €, la fonction de D dans £ définie par :

k sixz > h,
eni(r) = 1 sinon.

Alors, €, est stable et sa trace est : {(h,p') € D. x &, ; p' < k}.

On notera [D — &] 'ensemble des fonctions stables de D dans &, et D => € 'ensemble
des traces des fonctions stables de D dans £.

Théoréme 1.5.3 Le domaine (D = £,C) est isomorphe, en tant que DI-domaine, d
([D s £&],<,), ou <, désigne l'ordre de Berry qui est défini par :

f<sg ssi Yu,0 €D, (u<v= f(u) = f(v) Ag(u)).

Théoreme 1.5.4 La catégorie des DI-domaines et des fonctions stables est cartésienne
close.

Un cas particulier important

Dans le cas ou £ est un domaine qualitatif de trame FE, les éléments premiers p de £ sont
de la forme p = {a} avec o € E. Rappelons que 'ordre sur £ est 'inclusion. On utilise
alors pour trace ’ensemble :

tr(f) ={(h,a) € D. x E; a € f(h) < et h minimal pour cette propriété}

Dans ce cas ’ensemble des traces forme un QD de trame D. x E. En particulier tout
sous ensemble d’une trace est une trace (la condition (i7) du théoreme 1.5.2 est vide).
On a notamment le fait suivant :
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Fait 1.5.5 Soient F' = {fi,---, f,} un ensemble de fonctions stables de D dans E. Alors
tr(fi)N---Ntr(fn) estla trace de MF Uinf stable de fi,---, fa.

1.6 Les i-modeles continus

La classe des i-modeles continus contient tous les modeles standards (modele Dy, de
Scott, modele d’Engeler, ect - - -).

D’une facon générale nous appellerons i-modele du A-calcul les modeles qui sont déter-
minés par une trame et par une application ¢ de la trame de l’espace des traces de
’ensemble des fonctions représentables (ici les fonctions continues) du modele dans la
trame du modele. Dans ces modeles on travaille avec les traces des fonctions au lieu des
fonctions elle méme ce qui rend aisé le calcul de 'interprétation des termes.

La construction des i-modeles continus a été donnée par Krivine [47]. Le cadre des
i-modeles continus est celui des espaces de segments initiaux. Nous exposons dans la
section suivante la construction des i-modeles stables et nous donnerons dans le chapitre
suivant une construction de i-modeles fortement stables.

1.6.1 Les espaces de segments initiaux

Nous reprenons ici la présentation de [46] et nous y renvoyons pour les démonstrations.
Soit D un ensemble préordonné dénombrable, le préordre étant noté <. Un segment
initial de D est une partie S de D telle que : si a € S et § < « alors § € S. Pour
a C D on note s(a) le plus petit segment initial contenant a, c’est a dire I’ensemble des
minorants de a. On désigne par D = S(D) 'ensemble des segments initiaux de D, qui
est un cpo pour U'inclusion. La trame de S(D) est D.

Soient D, E deux ensembles préordonnés dénombrables. Si f € [D < £], on définit la
trace de f, noté tr(f), par :

tr(f) ={(a,0) € Dy x E; a € f(s(a))}
Une fonction f est entierement déterminée par sa trace :

flw)y={BeE; FbeDsyaCuldp)eir(f)}
On a alors le fait que Papplication ¢r est un isomorphisme de ([D <= £], <.,;) vers
(S(Dy x E),<p) ot <, est ordre suivant : (a,@)<,(b, 8) < (s(b) C s(a) Ao < ).

La proposition suivante exprime comment on relie cette notion de trace a la construction
d'un A-modele régulier.
Soit D un ensemble préordonné dénombrable et ¢ une application de Dy x D dans D.
Posons :

F(a) = s({(h,®); i(h,a) € a}) pour tout a € D

G(f) = s({i(h,a); (h,a) € tr(f)}) pout toute f € [D < D]

On note D(pyy le triplet (D, F,G). La paire (D,i) constituée de la trame D et de
I’application ¢ est appelée la paire du modele D(p ;). La trame de la paire (D, ) est D.
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Dans la suite nous parlerons de paire totale (D, 1) lorsque i est une application totale
de Dy x D vers D. Pour une paire (A, ) ol A est un ensemble préordonné donné et [
une application partielle de Ay x A vers A, on parlera de paire partielle.

Proposition 1.6.1 D(p ;) est un A-modele régulier ssi :
i(h, ) <i(k, B) = (h,a)<,(k, B) pour tous (h,«), (k,3) € Dy x D.
D(p,y est extensionnel ssi :

1. i(hya) < ilk, B) & (h,a) <, (k, B).

2. Pour tout v € D, il existe (h,a) € Dy x D tel que v < i(h,a) < 7.

Si le préordre sur D vérifie la premiere condition on dit que D est muni d’un 3-préordre.
S’il vérifie les deux dernieres conditions on dit que D est muni d’'un préordre exten-
sionnel. Si ¢ est surjective la deuxieme condition pour que le préordre de D soit un
préordre extensionnel est satisfaite.

Dans un modele D(p ;) extensionnel on a :
F(a)(b) = {a; 3h C b i(h,a) € a} a,b étant des éléments de D
G(f) =A{ia,a);a € f(s(a)} f € [D <= D]

On note parfois F'(a)(b) simplement par (a)b.

Dans [46],p.106, il est montré que si nous avons un ensemble préordonné dénombrable
et une bijection ¢ de Dy x D dans D on peut alors munir D d’un préordre extensionnel.

Un cas particulier : Les modeéles de graphes.

Cette classe de modele ne contient que des modeles non extensionnels, comme le modele
d’Engeler et le modele P, de Plotkin et Scott.

On considére ici la trame D munie du préordre trivial, noté <. On a, pour o, 3 € D,
a < B ssi = 8. Le préordre induit sur Dy est a < b ssi a C b. Il en résulte que s(a) = a
pour tout a € Dy et S(D) = P(D).

On considére alors une injection quelconque ¢ de Dy x D vers D. Il est facile de vérifier
que la premiere condition de la proposition 1.6.1 est vérifée et donc que D(p ;) est un
A-modele. De plus on vérifie également facilement que ce modele n’est pas extensionnel.
Remarquons qu’ici on a :

F(a)(b) ={a; 3 Cbi(h,a) € a} a,b étant des éléments de D ;

Et G(f) = {i(a,a);a € f(a)} f € [D &> DJ.
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1.6.2 Modeles construits sur un ensemble d’atomes

Nous exposons ici une généralisation de la construction de Krivine présentée dans [44] ou
'on définit la notion de complétion d’une paire partielle (A, I'). Le but de cette complé-
tion est d’étendre une paire partielle (A, I') en une paire (D, 1) telle que la paire partielle
(A, I) soit une restriction de la paire (D, 1), dans le sens ou A C D, i7'(A) C A x A
et [ = Z/ifl(A)'
Soit (A, I) une paire partielle telle que Im(I) ne contienne pas de couple. On appelle
’ensemble A I’ensemble des atomes. La complétion de (A, I) est la paire (D, i) définie
par :
Dy = A; Dyyy = Dy U(Dyy x Dy\Dom(I)) ; D= | | D,.

n>0
Et I'injection ¢ est définie par :

{ CEa,,a (a,a) ¢ Dom(I) ,

,a)  sinon.

La paire (D, 1) est la complétion canonique de la paire partielle (A4, I). On note par-
fois (A,I) = (A, I) la complétion canonique d’une paire partielle (A, ). La paire (A,I)
est aussi appelée ’extension de (A, I).

Exemples :

e le modele d’Engeler construit sur ’ensemble A est le modele engendré par la
paire (D, i) qui est la complétion canonique de la paire partielle (A, I) ou I est
I’application vide.

On munit la trame D ainsi obtenu du préordre trivial qui est un (-préordre mais
pas un préordre extensionnel. On obtient le modele non extensionnel (P (D), F, G).

e Les modeles de Scott sont obtenus en prenant A quelconque muni d’un preordre
< et I donnée par (), &) = o pour tout a € A. Dans ce cas n’importe quel préordre
de A peut s’étendre en un préordre extensionnel sur D. On construit ce préordre par
induction sur le rang : si o, § € A alors a < 3 est déja défini ; si rg(a) +rg(f) > 1
onaa=h—apet f=k— [ et onposea< s (a < fyAs(h) Cs(k)).

e Les modele de Park [55] sont obtenus de la méme maniere que les modeles de
Scott mais en considérant maintenant I'injection partielle I donnée par I({a}, o) =
« pour tout o € A. Dans ce cas on est obligé de considérer A muni du préordre
trivial si 'on veut munir D d’un préordre extensionnel étendant celui de A.

Nous donnerons en détail dans le chapitre suivant les constructions des analogues forte-
ment stables des modeles de Scott et des modeles de Park. On verra que cette méme
technique peut étre employé dans le cadre des paires partielles hypercohérentes.
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1.7 Les i-modeles stables

Nous présentons maintenant brievement la classe des ¢-modeles stables. La notion de
i-modele stable & été introduite indépendamment par Krivine dans [46] et par Honsell
et Ronchi dans [36].
Nous renvoyons également a [32] et [44] pour tous les détails concernant la construction
des t-modele stables.

Nous choisisons ici, pour des raisons d’analogie avec le cadre des hypercohérences, de

) )
présenter cette classe de modele suivant le formalisme, introduit par Girard [30], des
espaces cohérents.

Soit D un ensemble dénombrable muni d’une relation binaire réflexive et symétrique,
noté T, et appelée relation de cohérence.

Une partie a de D est cohérente si tous les éléments de a sont, deux a deux, dans la
relation de cohérence.

On note D, '’ensemble des parties finies et cohérentes de D.

L’espace cohérent D construit sur (D, <) est lespace des parties cohérentes de D.
L’ensemble D est appelé la trame de D.

On dit que deux éléments de D sont compatibles si ’ensemble constitué de ces deux
éléments est cohérent.

Définition 1.7.1 Soient D; et Dy deux espaces cohérents. Alors Dy = Dy est un espace
cohérent de trame Dy, X Dy et ayant pour relation de cohérence la relation <, définie
par :

(h, a)@p(k,ﬁ) si et seulement si { h ki compatibles = >3

h, k compatibles et distincts = aT"B ANa # 3

Définition 1.7.2 Soient (D1, <)) et (Da, <,) deuz espaces cohérents. Une injection i de
D, dans D, est un morphisme d’espace cohérent si et seulement si, pour o, 3 € Dy,

i(a)T,i(B) & aT B.
Soient D un espace cohérent engendré par (D, T) et ¢ un morphisme d’espace cohérent
de D, x D dans D, pour la relation de cohérence <, donné précédemment.
Posons :
F(a) = {(h,a); i(h,a) € a} pour tout a € D
G(f) = {i(h,a); (h,a) € tr(f)} pout toute f € [D <— D]
Alors le triplet (D, F, G) est un t-modele stable, que ’on note ’D(/\ .

Ny 2
La paire ((D,<T),1) est appelée paire cohérente.

Remarquons que D(,\ ) est extensionnel si et seulement si 7 est un isomorphisme d’espace
N2

cohérent.

Nous ne rappelons pas ici la construction de modele stable construit sur un ensemble
d’atomes, nous renvoyons a [47, 44] pour une construction de tels modeles utilisant la
notion d’antichaine et [39, 32] pour une présentation utilisant la notion d’espace cohérent.
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Chapter 2

Modeles fortement stables

Le but de ce chapitre est de présenter la sémantique fortement stable, motivations com-
prises, et de donner un cadre permettant de manipuler de fagon relativement aisée cer-
tains modeles fortement stables du lambda-calcul pur.

La notion de forte stabilité a été introduite par Bucciarelli et Ehrhard dans [19]. On
renvoie a l'introduction et a [20, 18, 21, 27] pour les liens existant entre la notion de forte
stabilité et la séquentialité.

Le cadre le plus général dans lequel la forte stabilité a été définie est celui des DI-domaines
avec cohérence (DIC), voir [20]. On peut construire des modeles du lambda-calcul pur
dans ce cadre général mais ils sont obtenus comme limite inverse et sont tres lourds a
manipuler, notamment en ce qui concerne les interprétations de termes, et ceci méme
pour les analogues fortement stables de modeles “simples” comme D, ou le modele de
Park.

De plus ce cadre général comporte un important défaut : la cohérence est tres peu
reliée au domaine. Pratiquement, il en résulte un manque d’information sur le type de
fonctions qui seront fortement stables.

Si on se donne un DI-domaine D, on peut le munir d’'une cohérence C, c’est a dire d’un
ensemble de parties de D. Si on veut obtenir un objet réflexif, la cohérence doit vérifier
certaines propriétés de clotures, on dit alors que la cohérence est acceptable.

Une fonction fortement stable de (Dy,Cy) vers (Dz,Cs) est une fonction continue qui
préserve les cohérences et qui commute aux infs de parties cohérentes.

Quelles sont les fonctions qui sont fortement stables?

Immédiatement on remarque que se poser cette question revient a se demander quelles
sont les cohérences que 'on considere. On a une liberté assez grande sur les cohérences
et cette liberté peut s’avérer négative.

Considérons un exemple particulier. Soit B = {L,V, F'} ’ensemble des Booléens. C’est
un DI-domaine que I'on peut munir de trois cohérences acceptables :

€, = P}(B). Co = PH(B\(V.F} et C = Pi(B\{{V, F}, {L.V. F}}.

On obtient trois DIC :(B,C,), (B,Cy), (B,Cs).

Considérons la fonction de Berry gr de B® dans B définie par :

Vo osi(ey,2) > (L V.F) ou (F,1,V) ou (V, F, L),
1 sinon.

-
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Il est connu que cette fonction n’est pas séquentielle et pourtant elle est fortement stable
si on considere B muni de la cohérence Cs, voir ’exemple de la page 43.

Par contre la fonction de B dans B, définie par : f(x) = V ssiz =V ou o = F est
séquentielle et n’est pas fortement stable si on considere B muni de la cohérence Cy, voir
I’exemple de la page 43.

Le phénomeme est grandement accentué dans le cadre des modeles du Lambda-calcul
pur, bien qu’ici la notion de séquentialité n’a plus de sens. Si on se donne de facon
trés générale un objet réflexif (D, C) de la catégorie des DIC et des fonctions fortement
stables, quelles sont les fonctions fortement stables dans ce modele?

Les seules fonctions dont on est str qu’elles soient fortement stables dans ce cadre sont
les fonctions constantes et les fonctions en estrade, c’est a dire les fonctions du type
g(x) = Z :inxonz “ avec ¢ compact et b < a.

Des que 'on considere des fonctions plus compliquées on ne peut plus rien dire, il faut
alors quitter le cadre général et considérer des cas particuliers.

Ce manque d’information est un frein a certains raisonnements que 1’on voudrait faire de
fagon générale (voir la section de ce chapitre sur les rétractions universelle et le chapitre

quatre).

Bucciarelli dans [18], propose une notion plus restrictive de cohérences. Il munit un DI-
domaine D d’une cohérence acceptable et qui vérifie de plus certaines autres propriétés.
Ces cohérences sont appelées des cohérences “strong and prime algebraic”. On obtient
ainsi une c.c.c.

On a alors des DIC ou la cohérence est completement décrite par sa restriction aux
éléments premiers des DI-domaines (la cohérence est “prime algebraic”) et de plus la
cohérence est reliée étroitement a l'ordre du domaine qui lui est associé (la cohérence est
“strong”).

Avec ces objets on élimine le phénomene décrit dans le cas des Booléens. En effet C; et
Cs3 ne sont pas “strong and prime algebraic” alors que C, 'est. Et toutes les fonctions de
(B™,C3) vers (B,C,) fortement stables sont séquentielles (voir [19]).

Le défaut de cette nouvelle classe d’objets est la lourdeur des contraintes imposées aux
cohérences, il en résulte un manque de maniabilité évident.

Ehrhard a donné un moyen élégant de palier a ce défaut tout en conservant les bonnes
propriétés sur les cohérences en introduisant une notion particulierement bien adaptée a
la forte stablité : les hypercohérences [26].

Une hypercohérence H est un couple (D,, ) ot D est un ensemble et , est un ensemble
de parties finies et non vides de D, avec une seule contrainte, celle de contenir tous les
singletons.

D’une hypercohérence H on déduit (D(H),C(H)) un DI-domaine avec cohérence accept-
able “strong and prime algebraic”. L’intérét des hypercohérences, qui sont des objets
plus simples a manipuler, est qu’elles permettent de reconstruire I’empilement de struc-
tures que constitue un DIC uniquement a partir d’une trame.

Dans [26] il est montré que la catégorie des hypercohérences et des fonctions fortement
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stables est une c.c.c.

En ce qui concerne le A-calcul non typé on se propose ici de construire des i-modeles
fortement stables dans le cadre des hypercohérences (section 2.6-2.8). On donne une
présentation de cette classe de modele qui évite toute mention directe de notions caté-
goriques et qui les rend directement exploitables.

Les applications que 1’on donne sont les suivantes :

1. On construit en détail dans ce cadre les analogues fortement stables de D, et du
modele de Park (section 2.10).

2. Nous montrons dans la sections 2.11 que tous les --modeéles fortement stables con-
tiennent une infinité de rétractions universelles. Autrement dit ils sont tous des
modeles de la théorie RU, introduite dans [31].

3. Dans le chapitre suivant on montrera comment une bonne connaissance du modele
de Park fortement stable permet de donner une démonstration purement séman-
tique de I'incomplétude de la classe des modeles stables et de celle des modeles
continus. Il est a remarquer que le fait de pouvoir utiliser les i-modeles fortement
stables joue un role important pour établir ces résultats d’incomplétude de facon
sémantique.

2.1 Notations et définitions

On fixe ici la terminologie et on donne quelques définitions ensemblistes.

e Soient A, By, ..., B,, des ensembles. Si on a A C By X ... X B, on notera, pour tout
i < mn, (A); la itme projection de A.Si X C P(By x --- x B, on note également
(A); ensemble {(a);; a
inA}. On dit que A est un recouvrement de By, ..., B, si, pour tout i < n,

e Soient Ay,..., A, des ensembles. On note A; + ... + A, 'union disjointe de ces
ensembles : A; + ...+ A, = (4; x {1}) U (A2 x {2}) U ... U (A4, x {n}).
1. SiC C A; + ...+ A, on note, pour i < n, p;(C) ={a € A;; (a,i) € C}.
2. Si C C A;, on note m;(C) = {(a,7); a € C}.
e Soient (E, <) un ensemble ordonné, et A, B C E. Nous dirons que A est plus petit
que B pour 'ordre Egli-Milner, ce qui est noté A C B, si :
1.Voe Adbe Ba<b;
2.Vbe Bdae Aa<b.

e Soit A un ensemble de parties. Nous dirons que u est une multisection de A,
noté u < A, si:
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1. uCUA
2. Vae Auna#0

Noter qu’une multisection est toujours non vide. Nous écrirons u<l;A pour indiquer
que u est une multisection finie de A (ce qui ne peut se produire que si A est fini).

e Y C P(X) est héréditaire s'il est clos par sous ensemble non vide :
VyeYVeCy(z#D=z€Y).

e Y C P(X) est binairesi Vy C X(y € Y & Vz,2' € y {z,2'} €Y).

2.2 Modeles fonctionnels du \-calcul

Nous rappelons la définition de S-modeles fonctionnels proposée dans [47].

Si D est un ensemble, F(D) désignera ’ensemble des applications de DN dans D qui ne
dépendent que d’'un nombre fini de coordonnées.

jeme

On désignera par ¢; la i fonction coordonnée, c’est a dire la i projection de pN
sur D; pour f € F(D), d € D", un entier 1, Ji,a désignera l'application de D dans D
définit par : x — f(dy,...,d; 1,2,d;1q,...).

On adoptera la méme notation pour d € D" et ¢ < n si f ne dépend que de ses n
premieres coordonnées, ou si f est une fonction de D™ dans D.

Définition 2.2.1 7. Un modéle fonctionnel est la donnée de (D, F, F>°, ¢,¥)
ou :
(a) F C DP et F>° C F(D).
(b) @ est une application de D <~ F et U est une application de F < D.
(c) F> contient toutes les ¢;
(d) F contient toutes les f;3, ou f € F*, i €N, d e DN,
(e) Pour tous f,g € F>®, la fonction d — ®(f(d), g(d)) est dans F>.
(f) Pour tous f € F>, i € N, la fonction d — V(f;7) est dans F=.

)

2. Un B-modele fonctionnel est un modeéle fonctionnel tel que : ® o U est ['identité
sur F .

3. un Bn-modele fonctionnel est un (-modeéle fonctionnel tel que de plus Vo @ est
['identité sur D.

Notations :
e Pour a,b € D (a)b= ®(a)(b).
e Pour f,g € F* (f)g est la fonction définie en (e).

e Pour f € F Az f(x) =Y(f).
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e Pour f € F>® i €N, Az;f est la fonction définie en (f).

On définit une interprétation de ’ensemble des termes du lambda calcul dans F°°; t*
est définie par induction sur la complexité du terme t. On suppose que les variables du
A-calcul sont x4, ..., z,, ... :

Si t est la variable x;, alors t* est la fonction coordonnée ¢;

Sit = (u)v alors t* = (u*)v*

Sit = A\z; u alors t* = \z; u*.

Si t,u sont deux termes (-équivalents (resp. [n-équivalents) alors t* = u* dans tout
[-modele (resp. dans tout Sn-modele).(Voir [47])

2.3 DI-domaines avec cohérence et fonctions forte-
ment stables

La stabilité forte, due a Bucciarelli et Ehrhard, se définit dans le cadre des DI-domaines
par une propriété de préservation d’infs d’éléments non nécessairement majorés : les
infs de parties cohérentes. Nous nous contenterons ici d’énoncer les définitions et les
principaux résultats sans démonstrations (cf. [21], ou [19] qui traite le cas particulier des
domaines qualitatifs).

Une cohérence sur un DI-domaine D est un sous-ensemble C de P;(D), c’est-a-dire
un ensemble non vide de parties finies de D. La cohérence canonique de D est
Cp = {A C; D; UA existe}. Un DI-domaine avec cohérence (DIC)est un couple
(D,C), ou D est un DI-domaine et ou C est une cohérence sur D.

Définition 2.3.1 Soient (Dy,C) et (Ds,Cq) deuz DI-domaines avec cohérence.

Une fonction continue f, de D; dans D, est fortement stable relativement a Cy et
Cy si elle vérifie :

(i) YA€ f*(A) eCy;

(i) VA € C; f(MA) =nf*(A).

Remarque :
Comme toute fonction continue est croissante la troisieme condition est assurée dés que
'on a, pour tout A € Cy, Mf*(A) C f(NA).

La proposition suivante fait le lien entre les fonctions fortement stables et les fonctions
stables.

Proposition 2.3.2 Soient (Dy,Cy) et (D, C2) deur DI-domaines avec cohérences.

1. §iCp, CCy et sif de Dy vers Dy est fortement stable relativement a Cy et Co alors
elle est stable.

2. 81 Cy =Cp, et Cp, T Cy alors f de Dy vers Dy est stable ssi [ est fortement stable
relativement a C; et Co.
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Preuve
1. Evident.

2. Soit A € Cp, alors UA existe dans D; et f étant monotone, pour tout a € A,
f(a) < f(UA). Ainsi 'ensemble f*(A) est majoré dans Dy par f(LIA) et, puisque
Dy est un DI-domaine, LIf*(A) existe dans Dy, ce qui nous dit que f*(A) € Cp, C
Co.

Par définition de la stabilité, si A € Cp, alors f(MA) =Mf*(A).
L’autre sens est donné par le premier point.

O

Toutes les cohérences considérées par la suite contiendront la cohérence canonique, et
donc, toutes les fonctions fortement stables rencontrées seront stables. Par définition, la
trace d’une fonction fortement stable est alors sa trace en tant que fonction stable.

Définition 2.3.3 Une cohérence C sur un DI-domaine D est acceptable si elle vérifie :
(i) a € D impliqgue {a} €C ;

(it) si AeC et BC A, alors B € C (C désigne l'ordre Egli-Milner) ;

(1) si X1, -+, X, des sous-ensembles filtrants de D sont tels que, pour tout (aq, -+, a,) €
Xy X - x Xy, {ay, -+, a,} €C, alors {UX,,---,UX,} €C.

Les cohérences acceptables sur D constituent le plus grand ensemble de cohérences qui
rend la fonction d’évaluation fortement stable.

On montre facilement que la cohérence canonique est la plus petite des cohérences ac-
ceptables.

Théoréme 2.3.4 [21] La catégorie des DI-domaines avec cohérence acceptable et des
fonctions fortement stables est cartésienne close.

Remarque Dans cette catégorie, le produit cartésien de (Dy,C(Dy)) et (D2, C(Dy)),
noté (Dy x Dy, C(D; x Dy)), est défini par :

— Dy X Dy est le produit usuel,

- C(Dl X Dg) = {C - Dl X DQ ; (0)1 € C(Dl) et (C)2 € C(Dg)}

En particulier le produit des cohérences canoniques est la cohérence canonique du pro-
duit.

Exemples 1. Soient (Dy,C;) et (Dz,Cs) deux DI-domaines avec cohérence acceptable
et a,b € Dy tels que b < a.
La fonction en estrade g de D; dans D, définie par :

a sixz>h,
g(x)Z{b N

sinon.

est fortement stable relativement a Cy et Cs.
En effet, cette fonction est continue, puisque stable. Il reste a vérifier que si on a
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A={ay,---,a,} € Cy, alors g*(A) € Cy et Mg*(A) = g(MA).

Il y a trois valeurs possibles pour g*(A) : {b}, {b,a} ou {a}. Ces trois ensembles sont
plus petits, pour l'ordre Egli-Milner, que {a}. Comme Cy est acceptable, on en déduit
qu’ils sont dans C,.

Si Mg*(A) = a, alors pour tout i < n, a; > h, et donc a; A--- A a, > h, ce qui entraine
que g(MA) = a.

Si Mg*(A) = b, alors il existe j < n tel que a; # h, et donc a3 A--- Aa, # h, ce qui
entraine que g(MA) = b.

2. Soit B = {L,V,F} le domaine plat des booléens. Ce DI-domaine admet trois
cohérences acceptables : la cohérence canonique, P}(B), et la cohérence C(B) constituée
de toutes les parties non vides de B excepté {V, F'}. Considérons maintenant la fonction
de Berry gr de B? dans B définie par :

Voosi(x,y,2) > (L, V,F)ou (F,L,V)ou (V,F, 1),
ey ={ [ JEVAZETH B LY on (GE D
Il est bien connu que gy est stable. D’apres la proposition 2.3.2, elle est donc fortement
stable relativement a la cohérence canonique.
Par contre gr n’est pas fortement stable de (B2,C(B?)) vers (B,C(B)) :
L’ensemble A = {(L,V, F), (F, L,V),(V,F, 1)} est dans C(B*) car, pour tout 1 <7 < 3,
(A);, ={L,V,F} e€C(B). Or gpr(NA) =gr(L, L, L)=1L#nNgrA) =V.
Par le méme argument, g n’est pas fortement stable relativement a Pj(B).

3. Soit f la fonction de B dans B définie par : f(z) =V ssiz =V ouxz = F. Si
on prend Pj(B) comme cohérence, la fonction f n’est pas fortement stable (car elle ne
préserve pas l'inf de {V, F'}). Par contre, on montre facilement qu’elle I’est relativement

A C(B).

La suite de ce chapitre se place dans le cadre plus restreint des domaines qualitatifs
avec cohérence acceptable (QDC). Ce cadre, qui fournit encore une c.c.c., suffit pour
construire tous les modeles usuels et notamment les i-modeles fortement stables.

Notations :
Dans toute la suite de ce chapitre on ne considére que des domaines qualitatifs
avec cohérence acceptable. Les symboles D désigneront toujours un domaine
qualitatif avec cohérence acceptable celles-ci étant toujours désignées par les
symboles C.

2.4 Traces

La notion de trace étant centrale on rappelle ici quelques définitions et propriétés élé-
mentaires les concernant.
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La définition de la trace d’une fonction fortement stable d’'un QDC dans un autre est
exactement celle donnée par la trace d’une fonction stable d’'un QDC dans un autre (on
rappelle que dans un QDC l'ordre est 'inclusion).

Définition 2.4.1 La trace d’une fonction fortement stable relativement a C; et Cy de
D, vers Dy est sa trace en tant que fonction stable a savoir le sous ensemble de Dy ;X Dy,
noté tr f :

tr f={(b,8) €Dy x Dy; B f(b) et B& f(V) pour tout b' C b}.

Remarquons que 'on a f(u) ={«a; Ih Cu, (h,a) € Tr(f)}.
On note f* la fonction de trace t.

Nous désignerons par [D; — Ds|rg 'ensemble des fonctions fortement stables de D,
vers Dy et par D = € 'ensemble de leurs traces.

Définition 2.4.2 Soient deux fonctions f et g de [Dy <= Dslps. On dit que [ est
inférieure & g pour l'ordre stable (ou ordre de Berry), ce qui se note f<,g, si :
Va,y € Dy tels que x Cy on a f(z) = f(y)Ng(zx).

Proposition 2.4.3 Soient f et g deux fonctions de [Dy < Dslps. Alors f<,q si et
seulement si tr f Ctr g.

Preuve : C’est en effet vrai pour toutes les fonctions stables. Voir [30].

Les deux lemmes suivant nous disent que Papplication tr de [D; < Dslpg vers D = &£
est continue et qu’elle commute a tous les infs finis.

Lemme 2.4.4 Soit F' C [Dy & Ds|ps filtrant pour <,. Alors, le sup de F pour l'ordre
stable, | | F', est une fonction fortement stable de Dy vers Dy relativement a Cy et Cy.

Ettr(JF) = |Jtr(f)

fer

Preuve On sait que | | F' est une fonction stable, que | | F'(a Uf ) et que la trace
feF

du sup est le sup des traces, (voir [15] ou [30])

Vérifions que | | F' est une fonction fortement stable relativement a C; et C.

Soit A ={ay,...,a,} €Cret g=|]F.

Montrons que g*(A) € C,.

Par définition ¢*(A4) = {g(a1),-..,9(an)} = {U B, -..,|U Bx} ou, pour tout i < n, B; =

{f(a;); f € F}. 1l est clair que les B; sont des sous ensembles filtrants de Ds; pour

montrer que g*(A) € Cy il suffit donc de montrer que, pour tout (by,...,b,) € By X... X By,

{b1,...,0,} € Cy.

Soit (by,...,b,) € By X ... x B,. Alors {by,...,0,} = {fl(al) ,fn(an)} avec fi,..., fn

dans F filtrant, donc il existe f € F telle que {by,....,b,} T {f(a1), ..., f(an)} = f*(A).

Comme f est fortement stable, f*(A) est dans Cy et donc {by,...,b,} E Co.
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Montrons que g([A4) 2 g(A4).
Soit a € g(a1)N...Ng(a,). Pouri <nilya f, € F tel que a € f,.(a;); or F est filtrant,

donc il existe f € F tel que a € f(ay),...,a € f(ay). Ainsi @ € () f*(A) C [ g°(A).
4.

Lemme 2.4.5 Soit F = {fi,..., fn} un ensemble fini et non vide de fonctions de [Dy <—
Dslps. Alors, la fonction MF est la fonction fortement stable de Dy dans Dy ayant pour
trace tr(fi) N ---0tr(f,).

Preuve On a rappelé dans le fait 1.5.5 que, dans le cas des domaines qualitatifs, MF', I'inf
stable de F', est la fonction stable ayant pour trace 'intersection des traces des fonctions
de F'.

Il reste a vérifier que, dans le cas ou les fonctions de F' sont fortement stables, que MF
est fortement stable.

soit A ={ay,---,a,} €Cy.

Alors MF*(A) C f*(A) pour toute f € F. Comme f est fortement stable on a f*(A) € Cy
et donc MF*(A) € C,.

Montrons que (|MF*(A) CMF(NA).

Soit « € MF*(A) =MNF*(a1) N---NME*(ap). Alors, pour tout ¢ < p, on a b; C a; tel
que (bj, ) € tr(MF) =tr(fi)N---Ntr(fn).

Ainsi pour tout j < n on a (b,a),---,(by,) € tr(f;), ce qui implique, d’apres le
théoreme 1.5.2, que by = --- = b, = b. Donc (b,«) € tr(MNF) avec b C (A4, ce qui
entraine que « € MF ([ A).

O

2.5 Produits de QDC

On a fixé le cadre dans lequel on se place : celui des domaines qualitatifs avec cohérence,
QDC, et des fonctions fortement stables.

On veut montrer que ce cadre peut fournir des S-modeles fonctionnels selon la définition
donnée page 40. Pour cela on a besoin, dans une premiere étape, de définir ce qu’est la
forte stabilité pour une fonction de plusieurs variables.

Rappelons que 'on a choisi une présentation non catégorique, et ceci nous oblige ici a
étre tres précis sur la définition du produit de plusieurs QDC.

Rappelons que, si Dy, ---, D, sont des ensembles, alors Dy +---+ D, = {(D; x {1}) U
(Dy x {2}) U ...U (D, x {n}).

Si C C Dy + ...+ D, on note, pour i < n, p;(C) ={a € D;; (a,i) € C}. Si B C D;, on
note m;(B) = {(b,7); b € B}.

Définition 2.5.1 Le domaine qualitatif avec cohérence produit des domaines qualitatifs
avec cohérence (D;,C;),.,, est par définition le couple (D,C) ot :

D={aC Di+..+D,; Vi<n pia)€ D}

et C est la cohérence sur D définie par : C = {A C} D; Vi <n p;*(A) € Ci}.
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Il est facile de voir que D est un domaine qualitatif de trame D +...+ D,,, que la fonction
p; de D vers D; est fortement stable relativement a C et C;, que la fonction 7; de D; vers
D est fortement stable relativement a C et C; et, enfin que les fonctions P, et II, sont
des bijections réciproques ot :

P, est la fonction de D vers Dy X ... X D,, définie par P,(a) = (pi(a), ..., pn(a));

et IT,, est la fonction de Dy X ... x D, vers D définie par I1,,(ay, ..., a,) = m1(a1)U...Um, (ay)-
La définition de D est motivée par le fait que le produit ensembliste D; X ... X D,, n’est
évidemment pas un domaine qualitatif.

On appelle D le domaine qualitatif produit des (D;)
produit ensembliste de Dy, - - - D,,.

Remarque :

D est le produit des Dy, ..., D,, dans la catégorie des domaines qualitatifs avec cohérences
et des fonctions fortement stables et D; x ... X D,, est leurs produit ensembliste.

Et on désigne par P le

i<n’

On rappelle que 'ordre produit sur D; X ... x D,, est 'ordre, noté <, défini par :
(a1, ..., an) < (b1, ..., by) si et seulement si Vi < n a; C b;.

Définition 2.5.2 Soit AC Dy x ... x D,,.
Le sup de A pour lordre produit, c’est a dire le sup composante par composante, s’il

ezxiste, est noté : \| A= (U(A)1, ..., U(A)n)-
L’inf de A pour le méme ordre est désigné par :

AA= (A - N(A)n)-

On dit que A C Dy X ... X D,, est filtrant pour 'ordre produit si et seulement si tous les
(A); le sont pour l'inclusion.
On utilise ici la notation suivante (go f)* = ¢g® o f*.

On ne peut pas parler pour II, et P, de fonction fortement stable car le produit ensem-
bliste D; x ... x D, n’est pas un QDC. Mais on peut montrer que ces deux fonctions
préservent les sups filtrants, que II,, préserve les infs des sous ensembles finis et non vide
de P dont les projections sont dans les cohérences C; et enfin que P, préserve les infs des
éléments de C.

Lemme 2.5.3 Soient (D,C), ..., (D,,C,) des domaines qualitatifs avec cohérences et
(D,C) leur domaine qualitatif avec cohérence produit.

1. Soit A filtrant dans Dy X ... x D,,. Alors I1,°(A) est filtrant dans D et I1,(\/ A) =
UTL.*(A).

2. Soit A filtrant dans D. Alors P,*(A) est filtrant dans P(D) et P,(|JA) =V P.*(A).
3. Soit A C} P tel que pour tout i < n (A); € C;. Alors (A A) = (1L,*(A).
4. Soit A€ C. Alors P,((A) = A\P.°(A).

5. Soit A C} P. Alors I1,,°(A) € C si et seulement si pour tout i < n (A); € C;.



2.5 Produits de QDC 47

Preuve :
1. Découle directement de la croissance et de la continuité des m; pour tout z < n.

2. Découle directement de la croissance et de la continuité des p; pour tout i < n.

3. (A A) =m(N(A)) V... Ura(((A)n)

m*((A)1) U... U7 ((A),) car pour tout i < n (A); € C.
I1,* (A).

N
N

4. AP, (A) = (NP (A)1, - NP (A))n)
(Np*(4), ..., ﬂpn( )
(pl(ﬂA)a 7pn(ﬂA))

= PN A)

5. Immédiat.

Lemme 2.5.4 Soient (Dy,C1), ..., (Dn,Cr), (D1, C1), -, (D,,,C;) des domaines qualitatifs
avec cohérence, (D,C),(D',C") leurs produits et P, 73’ leurs produits ensemblistes.

Pour toute fonction f de P vers P’ les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. II, 0 f o P, de D vers D' est fortement stable relativement a C et C'.

2. (a) Pour tout A C P, A dirigé, f(\V A) =V f*(A).

(b) Pour tout A C% P tel que, pour tout i <n, (A); €C; on a :
pour tout j < p (f*(A)); €, et

FINA) = NFo(A).

Preuve L’équivalence de ces deux propriétés est facile a établir en utilisant de facon
directe le lemme 2.5.3 et en remarquant que f = P,oll,o f o P, oIl,.

Le seul point ne découlant pas directement du lemme 2.5.3 est le suivant :

Si f de P vers P’ vérifie la deuxiéme propriété et si A € C alors (I, o f o P,)*(A) € C'.
Ceci revient & montrer que pour tout j < p p;*((IL, o f o P,)*(A)) = ((f o P,)*(A)); €
C'.

Or pour tout i < n (P,*(A)); € C; car A € C. Donc, par hypothése, ((f o P,)*(4)); € C;'
ceci pour tout j < p.

(I

Une conséquence directe de ce lemme est que l'on peut identifier le produit (D,C) des
QDC (Dy,Cy),- -, (D,,C,) de la catégorie des QDC et des fonctions fortement stables
et P leur produit ensembliste : a u € D correspond (pi(u),---,pa(u)) € Peta A e C
correspond (p1*(A),---,p,*(A4)).
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Définition 2.5.5 Soient (D1,C1), ..., (Dn,Cyn), (D1,C1), ., (D, C,) des domaine qualitat-
ifs avec cohérence et (D,C), (D',C") leur produits.

On dit que f de Dy x ... x D, vers D} x ... x D}, est fortement stable relativement a
Ci,...,Cn, C1, ..., C), si et seulement si 11, o f o P, de D vers D' est fortement stable rela-
tivement a C et C'.

Le fait suivant est un groupement de propriétés, faciles a vérifier, sur les fonctions forte-
ment stables. On a besoin, entre autre, de ces propriétés pour construire des 3-modeles
fonctionnels fortement stables.

Fait 2.5.6 On a les conséquences immédiates suivantes :

1. Toute composée de deux fonctions fortement stables est fortement stable.
2. Les fonctions constantes et les projections sont fortement stables.

3. Pour tous entiersn, i < n etd € D", la fonction h: x v+ (dy,....d; 1,2, dit1, ..., d,)
est fortement stable de D dans D".

4. Si f: D" =D etg: D" D sont fortement stables alors h: D" — D? qui a d
associe (f(d), g(d)) est fortement stable.

5. Si la fonction f de Dy x ... x Dy, vers D} x ... x D}, est fortement stable alors la
fonction g définie par g(x1,...,2n) = f(Toq1), - Ton)), 0U 0 est une permutation
de {1,..n}, est fortement stable.

6. Soient (Dy,Cy),...,(D,,Cy), (D, Ch) des domaines qualitatifs avec cohérence. Si
f de Dy x ... x D, vers D] ne dépend que des m premiéres coordonnées (m < n)
alors f est fortement stable relativement a Cy, ...Cp, C] si et seulement si la fonction
qu’elle induit sur Dy X ... X Dy, est fortement stable relativement a Cy, ...Cy, C1.

On rappelle que lorsque 'on parle de modeles fonctionnel sur un ensemble D, voir page
40, on a besoin d’un sous ensemble F de F(D), '’ensemble des applications de DN dans
D qui ne dépendent que d’un nombre finies de coordonnées. La sixieme propriété permet
de justifier la définition suivante :

Définition 2.5.7 Soit (D,C) un domaine qualitatif avec cohérence.

On considere (D,C)JN le produit ensembliste de Xy copie de (D,C) et F(D) l’ensemble
des fonctions fortement stables de DN & D qui ne dépendent que d’un nombre fini de
coordonnées. On dira que f € F(D) est fortement stable si la fonction qu’elle induit sur
D™ [’est pour tout n assez grand.

Enfin notons que toute fonction fortement stable f : D™ <= D a un prolongement

canonique sur (D,C)"".
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2.6 Hypercohérences

Si on cherche a résoudre le probleme de la full-abstraction de PCF dans le cadre de la
sémantique fortement stable, il est nécessaire qu’au type de base toutes les fonctions
soient séquentielles. Dans cette optique, il ressort des deux derniers exemples donnés
page 43 que “la bonne cohérence” sur l'ensemble des Booléens B est C(B), voir I’exemple
page 43. En effet, gr n’est pas séquentielle et ne doit donc pas étre fortement stable ;
en revanche f est séquentielle et doit donc étre fortement stable ; seule C(B) réalise ces
conditions. (Pour une définition d’une fonction séquentielle sur un produit de domaines
plats se reporter a l'introduction page 11.)

Il apparait donc que l’existence de plusieurs cohérences acceptables sur un DI-domaine
D est plutot un défaut. Ehrhard a remédié a ce probleme en construisant la catégorie
des hypercohérences [26], qui est une sous-catégorie des DI-domaines avec cohérence
acceptable dans laquelle :

— les domaines et les cohérences sont plus étroitement reliés,

— les fonctions fortement stables sur les produits de domaines plats sont les fonctions
séquentielles.

Une hypercohérence est la donnée d’un ensemble D et d’un ensemble , de parties finies
non vides de D, contenant les singletons. Le couple H = (D,, ) engendre alors un
domaine qualitatif avec cohérence acceptable (D(H),C(H)).

2.6.1 Définitions et propriétés fondamentales
Définition 2.6.1 Une hypercohérence est une paire H = (D, , ), ot D est un ensem-

ble et ou , C P;(D) est tel que {a} €, , pour tout a € D.

L’ensemble D est appelé la trame de ’hypercohérence H, et , la précohérence de H
(la cohérence atomique chez Ehrhard).

On dit qu’une hypercohérence H est héréditaire (resp. binaire) si , 'est (voir les déf-
initions des notions d’ensemble héréditaire et binaire dans la premiere section de ce
chapitre).

Toute hypercohérence binaire est héréditaire car , contient tous les singletons. La donnée
d’une précohérence binaire sur un ensemble D est exactement la donnée d’une relation
de cohérence sur cet ensemble (voir la quatrieme assertion de la proposition 2.6.3).

Définition 2.6.2 Soit H = (D, , ) une hypercohérence. On définit :

DH)={aCD;VuCD, uCia=uc,},
C(H)={AC;D(H); YuC D, u<jA=uc, },

ou ulyA signifie que u est une multisection finie de A.
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S’il n’y a pas d’ambiguité, on notera D pour D(H) et C pour C(H). De
méme, D(H,;) se notera D; et C(H;) se notera C;.

Remarques

e)eDet{D}ecC
e Yae D {a} €D.

o Y{ai,....,an} €, {{a1},...,{an}} € C (car la seule multisection de cet ensemble
est {a, -+, an}).

e Si A C} D avec () € A alors A € C. En effet il n’y a pas dans ce cas de multisection
non vide de A.

Exemples

1. Soient n un entier (n > 1), D un ensemble, et , = {u C} D ; fu < n}. Alors,
H = (D,, ) est une hypercohérence, avec

D(H)=, U{0} et C(H)={AC;D; fUA<n}.
2. Soit H = (D, Pj(D)). Alors, H est une hypercohérence, avec D(H) = P(D) et
C(H) = P;(D(H)).

3. Le domaine qualitatif B des booléens, de trame B = {v, f}, est engendré par une
unique hypercohérence : B n’admet que deux précohérences, , , = {{v},{f}} et
vo = {{vh,{f},{v,f}}. Posons H; = (B,, 1) et Hy = (B,, ). Il est facile de
vérifier que le domaine engendré par Hs est un treillis (et donc n’est pas B), alors
que celui engendré par H; est B. Et que de plus la cohérence associée a H; est la
cohérence C(B) définie dans I'exemple de la section 2.3 (poser V = {v} et F' = {f}).

Proposition 2.6.3 1. D est un domaine qualitatif de trame D.
2. C est une cohérence acceptable.
3. Cp CC.

4. D est un espace cohérent si et seulement si , est binaire.

Preuve :
1. Immédiat.

2. On se donne a € D, A = {ay,...ap} € C et X, ..., X, des sous ensembles filtrant de
D tels que, pour tout (dy,---,d,) € X1 x -+ x Xy, {dy,---,d,} €C.

(a) Soit u C} D tel que u < {a}. Nécessairement u C a donc u € , .
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(b) Soit B = {by,...,b;} C A.
Si () € B alors B € C.
Sinon soit u<i;B. Alors u<i;A car, d’'une part v C |JB = u C [J A et d’autre
part le fait que, pour tout j < p, u N b; # 0 entraine que, pour tout i < n,

uNa; #0.

(c) Soit u = {ay, ..., < {UX1,...,lUX,} Alors uw C X7 U ... UJX, et,
pour tout i € {1,....n}, uNJX; # 0 . Donc, pour tout i € {1,...,n}, on a
un j; € {1,...,p} tel que o, € JX; ce qui implique que o, € d; € X;. De
plus, pour tout j € {1,...,p}, on a un 4; € {1,...,n} tel que a; € |J X;;, d’ott
aj € di; € X;;. 1l vient que u<ig{dy,...,d,} et par hypothese cet ensemble
appartient a C donc u € , .

3. Soit A € Cp et u C} D tel que u < A. Alorsug’}UAED,doncuE,.

4. 1l suffit de remarquer que D, qui est toujours héréditaire, est binaire si et seulement
si, lest.

O
L’ensemble D, des éléments compacts de D est la plus grande précohérence héréditaire

incluse dans , , c’est a dire 'ensemble des éléments de , dont tout sous ensemble non
vide est dans , .

Proposition 2.6.4 Soient H = (D,, ) une hypercohérence et (D,C) le domaine quali-

tatif avec cohérence engendré par H. Alors : H est héréditaire < , CD < , =D, &
C=Cp
Preuve 11 est facile de voir que , = D, = , C D = H est héréditaire. Supposons

maintenant que H est héréditaire. Soit A € C. Si [JA = 0 alors A € Cp. Sinon
considérons = C} JA. Alorsil est clair qu’il existe y C} Dtelque x C y<9A. Doncy €,
et, H étant héréditaire, z € , , ce qui nous affirme que | JA € D. Ainsi C C Cp et, d’apres
la proposition 2.6.3, C = Cp. Enfin supposons que C = Cp. Soit v = {a,...,a,} € Dy.
Alors W = {{a},....,{an}} €eCcar W =u e D. Et u<W, donc u €, .

0.

On note Cg= C N Py(D,) I'ensemble des éléments A de C dont les éléments sont des
parties finies de D. On appelle C; la cohérence finie de D. On peut remarquer que la
cohérence vérifie une propriété de continuité. En effet il suffit de connaitre la cohérence
finie pour connaitre toute la cohérence.

Dans la proposition suivante on ne considere pas les sous ensembles finis et non vide A
de D tel que ) € A. En effet il est clair que si ) € A alors A € C.

Proposition 2.6.5 Soit A = {ay,...,a,} € P}(D), avec, pour tout i < n, a; # 0.
L’ensemble A est dans C si et seulement si pour tout by g} aty ..., by g} a, on a B =

{bl, ,bn} S Cf.

Preuve :
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1. Supposons que A € C. Puisque BC Aona B €C.

2. Supposons que, pour tous by, - - - by, tels que by Cf aq, ..., b, Cf an, B = {b1,...,b,} €

Cy.
Soit A = {ay,...,a,} € P;(D). Alors A = {J K(a1), ..., JK(an)} avec, pour tout
i <n K(a;) filtrant dans D. Par hypothese pour tout (b, ...,b,) € K(a;) X ... X
K(a,) lensemble B = {by,...,b,} € C. Donc, d’apres la troisieme propriété de
cohérence acceptable, A € C.

2.6.2 Espaces de fonctions

Une fonction fortement stable de H; vers Hy est par définition une fonction de D; vers
Dy qui est fortement stable relativement a C; et Cs.

Nous désignerons par [H; — Hs|rs 'ensemble des fonctions fortement stables de H;
vers Hy et par H; = Hy 'ensemble de leur traces.

L’exemple suivant, que nous exploiterons dans le quatrieme chapitre, met en évidence I’
intérét que nous avons de travailler dans le cadre des hypercohérences, plutot que dans
le cadre plus général des DIC.

Exemple 2.6.6 Soient H; et Hy des hypercohérences.
Considérons h,k des compacts de D(Hy) tels que {h,k} ¢ C(H,) et ¢,d € D(Hs). La
fonction g de D(Hy) dans D(Hs) définie par :
c six>h,
glx)y=< d sixz >k,
0 sinon.
est fortement stable.
Il est connu que ce type de fonction est stable (remarquer que {h,k} ¢ C(H,) entraine
que ces deux compacts sont incompatibles).

Montrons que g est fortement stable.
Soit A ={ay,---,a,} € C(Hy). Vérifions que g*(A) € C(Hy).

o g°(A) € {{0},{0,c},{0,d}, {c}, {d}} alors il est clair que g*(A) € C(Hs).

e Si g*(A) = {c,d} alors {h,k} T A ce qui entraine que {h,k} € C(H,) contraire-
ment a [’hypothese.

e ¢*(A) ={0,c,d}. Alors il est clair que g*(A) € C(Hz) car cet ensemble n’a pas de
multisection non vide.

Enfin il est facile de vérifier que g([VA) =()g°(A).
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Remarque :
Il est possible de définir de fagon analogue de telles fonctions g dans tout DIC en rem-
placant () par L. Toutefois ¢ ne sera alors fortement stable que dans le cas ou 'on aura
{L, C, d} c CQ.

Si Hi = (D1,,1) et Hy = (D»,, 5) sont deux hypercohérences, le domaine qualitatif
H, = H, est engendré par une hypercohérence H; — Hs, induite par H; et Hy :

H, & H, = ((Dl)c X DQ,, (H1 =4 Hg)), ou , (H1 5 HQ) est

{’U) - (Dl)c X Dg ; ((w)1 € Cl = (w)2 c, 2) A\ ((U))l € Cl>1 = (U))Q €, 2>1)},

et o1 Y>! désigne I’ensemble des éléments de Y de cardinal strictement supérieur & 1.

Toutes hypercohérences H; = (Dy,, 1) et Hy = (Ds,, 5) induisent une hypercohérence
H, &= H,, de trame D(H;), x D5, dont le QDC associé est 'ensemble des traces des
fonctions fortement stables de D(H;) vers D(H;). On en déduit, grace a 'application tr,
un isomorphisme pour 'ordre entre I’ensemble des fonctions fortement stables de D(H;)
vers D(H,) et le domaine engendré par H, <— H,.

Proposition 2.6.7 H; < H, est une hypercohérence et D(Hy < Hs) = Hy = Hy.

Preuve : Vérifions tout d’abord que H; < H, est une hypercohérence. Il suffit pour
cela de voir que la précohérence contient tous les singletons de la trame correspondante.
Soient (a, ) € (Dy). x Dy et w = {(a,)}. Alors (w)y = {a} est dans la précohérence
de H, par définition. Donc w € , (H; — Hs).

Montrons maintenant la deuxieme partie de la proposition.

1. Soit f : D; <= D, une fonction fortement stable.
Montrons que tr f est un élément de D(H, <~ H,).
Si tr f = () alors évidemment tr f € D(H; < H,)
Sinon il nous faut vérifier que, Vu Citrf, u €, (Hy — Hs).
Considérons u = {(a, 1), ..., (an, o)} et supposons que (u); = {ay, ...,a,} € C;.
Montrons qu’alors (u)e = {ay, ..., } €, .
On a a; € f(a1),....,a, € f(ap) donc (u)s C f(ar)U...U f(ay) et pour tout i < n
(u)2 N f(a;) # 0. Ce qui se résume par : (u)y <1 f*((u)1). Or (u); € Cy et f est
fortement stable donc f*((u)1) € Cy et donc (u), est dans , o.
Il reste & voir que £(u); > 1 implique f(u)y > 1.
Sinon u = {(a1, @), ..., (an, @)} avec a; # a; pour 4,5 € {1,...,n} tels que i # j.
On a donc a € f(ay),...,a € f(a,), dou a € f(ar)N...N f(a,) = f(((u)1) car
(u)y € Cy et f est fortement stable. Le fait que les éléments de (u); ne soient
pas tous identiques entraine que (\(u); € a; pour un certain [ € {1,---n}, or ceci
contredit la minimalité de q;.

2. Supposons que t € D(H; < H,).
Si t = () alors f! est la fonction constante qui vaut vide partout et cette fonction
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est évidemment fortement stable.
Sinon considérons f' = f : Dy & D, définie par f(u) = {a € Dy; Ja C u (a,) €

t}.

Montrons que f est fortement stable et que sa trace est .

(a) Il est facile de vérifier que f est continue.

(b) f est fortement stable :

Soit A ={x1,....,2,} € C;

i. Montrons que f*(A) € C,.
Si ) € f*(A) alors on a l'appartenance voulue. Sinon on considére
u={a, ..., }<f*(A), ie. uC Y f(A) et pour tout i < nun f(x;) # 0.
On a:
Pour tout j < p il existe i; € {1,...,n} tel que (a;;, ;) € t avec a;; C ;.
Pour tout ¢ < n il existe j; € {1,...,p} tel que (a;, ;) € t avec a; C ;.
Soit V' = {(air, 1), ..., (@ip, @), (a1, 05,), vy (Ony @) }-
VCtetV C (D1)e X Dy donc V€ | (Hy — H,). D’autre part
(V)1 = {a1,...,a,} T A donc (V); € Ci. Ainsi (V) = u € , 5, dou
f(A) € C,.

ii. Montrons que f((A4) 2 f*(A).

Si N f*(A) = 0 alors I'inclusion est évidente.

Sinon soit o € () f*(A). Alors il existe, pour tout i < n, a; C z; tel
que (a;,«) € t. L’ensemble A € C; et {ay,...,a,} C {21,...,2,} donc
{ay,...,an} € C1. Considérons w = {(ay, @), ..., (an, )} C} t € D(H, &=
H,) ce qui entraine que w € , (H; < Hj). On a (w); € C; et f(w), =1
donc §(w); = 1 ce qui nous dit que a; = ... = a, = a d’ou a C x; pour
tout i € {1,...,n}. Donc a C (A, ce qui donne o € f([A).

(c) Par définition trf = {(b, 3) € (D1). X Do, 3 € f(b) et 3 ¢ f(V') pour tout b’ C

b}.

Remarquons tout d’abord que 'on ne peut pas avoir (aj,aq) et (az, 1) € t
avec a; & as.

Supposons en effet que w = {(a1,1), (az2,01)} C t avec a; C ap. Ainsi
(w), = {a1,as} et (w)y = {a1}. Et (w); C {as} car a; C ay donc (w); € Cy.
Si a; # ay alors (w); € C' donc (w), devrait étre dans , 7', ce qui est faux
ici. Donc a1 = as.

Montrons que trf = t.

Soit (¢,7y) €trf. Alors v € f(c) ce qui est équivalent au fait qu’il existe a C ¢
tel que (a,7) € t. Or (a,7) € t implique que v € f(a). Comme ¢ est minimal
tel que v € f(¢) on a a = ¢. Ce qui implique (¢, v) € t.

Supposons maintenant que (¢,7y) € t. Alors v € f(c).

Supposons que 'on ait v € f(¢') pour ¢ C ¢. Par définition v € f(¢) si et
seulement si il existe a C ¢ (a,7y) € t. si ¢ C c alors (a,7) et (¢,7) € t avec
a & ¢ ce qui est impossible d’apres la remarque précédente, donc (c,v) €trf.
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O

Notation : tr—1 désignera 'application qui associe & tout ¢t € H; = H, la fonction f*
définie par f(u) = {a € Dy; Ja Cu (a, ) € t}.

De la démonstration de la proposition précédente et de la proposition 2.4.3 il résulte que

Proposition 2.6.8 tr et tr=! sont des isomorphismes réciproques entre les ensembles

ordonnés ([Hy < Hslps, <;) et (H; = H,, Q).

Remarque : Soient D(H;) et D(H,) deux domaines qualitatifs avec cohérence engendrés
par H; et Hy. Une fonction de D(H;) vers D(Hy) est fortement stable si et seulement si
sa trace est un élément de D(H, <— Hs).

On donne sur 'ensemble des fonctions fortement stables de D(H;) vers D(Hj) une notion
d’ensemble cohérent de fonction, notion induite par les cohérences de D(H) et D(Hy).
L’image par 'application tr de cette cohérence sur [H, <— Hs|ps est exactement la
cohérence engendré par H; <— H,. On a une caractérisation directe des ensembles de
fonctions cohérents sur [Hy <= Hs|ps.

Définition 2.6.9 Un sous ensemble F de [Hy <~ Hs|ps est appelé un ensemble co-
hérent de fonctions si et seulement si :

e [ est non vide et fini.

o Pour tout A € Cy et pour tout recouvrement ) de F', A, on a :
{f(2); (f,x) €} € .
M/ (2); (f,2) € QF = (NF)(NA).

Proposition 2.6.10 C(H, <~ Hy) = tr**(F) ou F est l'ensemble de tout les ensembles
cohérents de fonctions de [Hy < Halps.

Preuve Montrons que C(Hy <~ Hy) C tre*(F).

Il nous faut vérifier que si T = {ty,...,t,} € C(H; & Hs) alors F = {f", ..., fi"} est
cohérent.

Soient A = {ay,...,a,} € C; et  un recouvrement de F et A.

1. Si0 e {f(x); (f,x) € Q} alors I” appartenance de cet ensemble a C, est évidente.

2. Sinon considérons u = {ay, ..., }<{f(z); (t,x) € Q} = {f'(x); (t,z) € '} ou
' est un recouvrement de T et A.
Pour tout ¢ € {1,...,p} il existe j; < [ et v; < n tels que aj, € fi(a;). Donc il
existe a} C a; tel que (af, ay,) € ty,.
Pour tout j € {1,...,1} il existe i; < p et v; < n tels que a; € f"i(ay;). Donc il
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existe a;; C a;; tel que (aj , o)) € t,,.
Enfin pour tout & < n il existe r, < p et pr <[ tels que oy, € f"(a,,). Donc il
existe a; C a,, tel que (a;,, ap,) € t.

Ainsi W = {(alla ajl)? ) (a;), ajp)’ (a;l, 041), L) (a;la O‘l)a (a,rlv O‘pl)a T (a,rna apn)} <
T. Donc W € |, (Hy — Hs) et (W); C A ce qui implique que (W); € C; et donc
(W)2 =uc y 2

3. Montrons que ({f*(z); (t,z) € Q'} = (NF)(N A).
Sia e (MF)(NA) = f"T(NA) alors a € f'(a) pour tous t € T et a € A. Donc
clairement o € N{f*(x); (¢, z) € Q'}.
Soit aw € N{f'(x); (¢, z) € Q'}.
Pour tout i < n il existe j; < p tel que (a;-i, Q) € t; avec a;-i C aj,.
Pour tout j < p il existe i; < n tel que (a;-, @) € t;; avec a; C aj.
Ainsi W = {(d}, a), ..., (ay,, @), (@}, ), - -+, (a} ,a)} QT € C(Hy— Hy) donc W €
, (Hi — Hy). Et (W), C A ce qui implique que (W), € C;. Si (W), € C! alors
W)z e, 3% Or (W), ={a} €, donca) =..=a, =dj, =aj =a Ona
(a,a) € T avec a C () A. On peut donc conclure que o € ([ A).

Montrons maintenant que ¢r**(F) C C(H, < Hs).

Soit FF = {f",...,fl"} € F. Si ) € tr*F alors cet ensemble est dans C(H; < H). Sinon
considérons u = {(a1, 1), ...., (a;, oq) }<str* F. On veut montrer que u € , (H; <= Hy).
On a:

Vi <13j; <na;e flia).

Vi <nJi; <1y € fl(ay).

Considérons Q = {(¢;,,a1), ..., (t,, ), (t1, @i, ), ., (tn, @i, )} qui est un recouvrement de
tr*F et de (u);. Supposons que (u); € Cy, alors W = {f'(z); (t,x) € Q} € Cy car F € F.
Et puisque u<;W on a (u)y €, 5.

Supposons maintenant que #(u), = 1. Alors u = {(ay, ), ...., (a;, @)} et « € flir(a;) N
N fi(a) = N{f(2); (t2) € ' = (MF)(((u)1). Donc pour tout (¢,«) € © on a
a € fY(NA) et (a,a) € t, ce dernier point nous dit que a ¢ f*(b) pour tout b C a. Ainsi
A = a, ceci pour tout a € (u);, donc £(u); = 1.

]

Corollaire 2.6.11 Les fonctions tr de [Hy < Hslps vers D(H, <~ Ho) et tr=! de
D(H, &~ Hy) vers [Hy &~ Hs|ps sont fortement stables relativement a F et C(H; <
Hs).

Preuve Découle directement de la proposition précédente, de la proposition 2.6.8 et du
lemme 2.4.5.
O

2.6.3 Produits d’hypercohérence

On donne maintenant la définition du produit de n hypercohérences Hy,---H,. Ce
produit est tel que le QDC engendré par le produit de ces hypercohérences est le produit
défini dans la section 2.5 des n QDC engendrés respectivement par Hy,--- H,.
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Si H = (D1,,1), -+, H, = (Dy,, ») sont des hypercohérences, le domaine qualitatif
D(H,) x --- x D(H,) est engendré par une hypercohérence Hy X « -+ X Hy, induite par
H,, - H, :

H x--+xH,=(Dy+--+4D,,,), ou , est

{wC} Dy 4+ Dy ;5 Vk < nsipj(w) =0 pour tout j <n j #k alors pp(w) €, 1},
et ol p;(w) est la i-eme projection de w.

En particulier, , contient tous les w C} Dy + ---+ D, tels quil existe i,j < n, i # j
avec p;(w) # 0 et pj(w) # 0.

Proposition 2.6.12 Soient Hy = (D1, , 1), ..., H, = (Dy,, n) n hypercohérences.
Alors :

e H=H, x..x H, est une hypercohérence.

e Le domaine qualitatif avec cohérence (D, C) engendré par H est le domaine produit
avec cohérence produit des (D;,C;);,,,i-€. :
D={aC Dy +..+ Dy; Vi <n pia) € D;}.

Preuve :

e Pour la premiere assertion il suffit de vérifier que la précohérence contient tous les
singletons de la trame correspondante.
Soit & € Dy + ... + D,,. Alors a = (o, 1) avec «; € D; pour un entier i < n.
Considérons w = {a}. Alors pour tout entier j < n tel que j # i on a p;(w) = 0
et pi(w) ={a;} €, . Doncw €, .

e 1. Soit a C Dy + ... + D, tel que pour tout i < n p;(a) € D;.

Soit @ = () € D. Sinon considérons w g} a. Alors pour tout i < n
pi(w) €% pi(a). Donc soit p;(w) est vide, soit p;(w) € , ;. Ce qui implique que
w e, .

2. Soit @ € Dy + ... + Dy, tel que pour tout w Craw €, .
Montrons que pour tout i < n p;(a) € D;.
Soit p;(a) = 0 € D;.
Soit on a u C} pi(a). Alors m(u) C} a donc m;(u) € , et pour tout entier
j # ipj(mi(u)) = 0. Ainsi p;(mi(u) =u €, .

e 1. Soit A C} D tel que pour tout i < n p;*(A) € C;.
Montrons que A € C. Si ) € A alors appartenance est évidente.
Sinon soit w<yA. Il faut montrer que w € , .
S’il existe ¢ et j deux entiers distincts et inférieurs ou égales a n tels que
pi(w), pj(w) # 0 alors w € , .
S’il existe un entier k fixé, k < n, tel que pour tout entier ¢ < n distinct de k
on a p;(w) = 0 alors pp(w)<spr®(A) donc pi(w) €, ket w €, .
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2. Soit A ={ay,...,a,} C% D tel que pour tout wdpA w €, .
Montrons que pg*(A) = {c1, ..., ¢} avec ¢; = pr(a;) pour tout i < p est dans
Cy ceci pour tout entier k < p.
S’il existe j < n tel que ¢; = () alors clairement pg*(A) € Cy.
Sinon soit u<lspy®(A) pour un entier & < n. Montrons que u € , .
On a 7 (u)<ifA et pour tout entier i # k p;(mg(u)) = 0. Donc py(mi(u)) =
u e, g

O
On a une identification naturelle entre les points de D, qui sont des sous-ensembles de
Di+---+D,, et les n-uples de D; x - - - xD,,, le produit ensembliste : a u € D correspond

(p1(u), -+, pa(w)).

2.6.4 La fonction Eval

Quand on cherche a montrer que les hypercohérences et les fonctions fortement stables
produisent des modeles fonctionnels du A-calcul on doit montrer que la définition 2.2.1
est satisfaite dans ce cadre. Plus précisemment cela revient a montrer que certaines
fonctions sont fortement stables et pour cela on utilise la forte stabilité de la fonction
FEuval.

Proposition 2.6.13 Soient H, = (Dy,, 1) et Hy = (D3, , o) deuz hypercohérences.
La fonction Eval : D(H, <~ Hy) x Dy < Dy définie par Eval(t,x) = f'(x) est
fortement stable relativement a C((Hy <~ Hy) x Hy) et C.

Preuve : Vérifions tout d’abord que Ewval est continue :

e Soit T filtrant dans D(H, < Hy) et b € D;.
Eval(JT,b) = f1(b)
= [ Jf!(b) d’aprés le lemme 2.4.4

teT
= [ JEval(t,b)
teT
e Soit B filtrant dans D; et ¢t € D(H;, <~ Hy).
Eval(t,UB) = f/(UB)
= Uft(b) car f* est continue
beB

= | JEwval(t,b)

beB

Montrons que Eval est fortement stable.
Soit A = {(tl,bl), ceey (tn,bn)} - D(Hl =4 HQ) X Dl tel que (A)l € C(Hl 5 HQ) et
(A)y € Cy.

e O = {(t1,b1),..., (tn, bn)} est un recouvrement de (A); et (A)s, donc, d’apres la
proposition 2.6.10, {f£(b); (,b) € Q} = Eval (A) € C,.
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e Posons F' = {f" / t € (A):1}.
Eval(\ A) = Eval(((A)1,N(A)2)
= f1H(N(A)2)
= (MF)(N(A)2) d’apres le corollaire 2.4.5
={/'(z) / (t,2) € Q}
=) Eval (A)

Corollalre 2.6.14 La fonction Eval_ de (H,) vers D(H,) définie par
B oy s s propsnibiansiante Ao By« DU ’

Proposition 2.6.15 Les fonctions Comp,,, pour tout n > 1, de [Hy <= Hy|ps vers
[Hy <~ Hs|ps définie par Comp, (f) = f™ sont des fonctions fortement stables.

Preuve : Montrons d’abord la croissance des fonctions C'omp,, .

Soient f,g € [Hy &~ Hs|pg telles que f<,g. On montre par induction sur n que f"<,g"
Sin =1 le résultat est évident.

sin = p+ 1. On veut montrer que pour x,y € D(H;), tels que z < y, on a f"(z) =
M (y) A g™ ().

Par hypothése d’induction on a fP(z) = fP(y) A gF(x) pour z < y.

Par croissance on a :
() < £2o(y)) (1)
() < 9(£7(y)) ()
et f"(z) < f"(y) (3).
Et f*"(x) = f(fP(y) A gP(x)) avec {fP(y),g?(x)} T {¢”(y)} € C(Hz) ce qui entraine,
puisque f est fortement stable, que :

FUPy) A gP(x) = [ (y) A fgP()) (4).

Il vient que f"(y) A g"(x) = f"(y) A fP(g(y)) Ag(fP(y)) Ag™(x) par (3) et (4)
= f"(@) A fP(g(y)) par (1)
= f"(z) par (2)

Soit F' C [H; <~ Hs|ps un ensemble filtrant pour ordre <.
Montrons par induction sur n que (|| F)" |_| f™. Le lemme 2.4.4 nous dit que | | F
feF
est une fonction fortement stable définie par | | F(x U f(z
feF

Sin =1 le résultat est évident.
Sin=p+1. Alors:
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U F)*(z) = (|_| FY (U F) ()
F)*( Uf x)) d’apres le lemme 2.4.4
fEF
= U (LUF)")(f(x)) car {f(z); f € F} est filtrant dans D(Hs) et

feF
la fonction (| | F)” est continue

= U ( |_|fp)(f(x)) car par hypothese d’induction C'omp, est continue.
feF feF
= U fP(f(x)) car d’aprés la croissance de Comp, 'ensemble {f?; f € F'}

feF
est filtrant

=@
feF

Soient F' = {fi1,---, fi} un ensemble cohérent de fonctions de [H; < Hslpg et A =
{ar,---,an} € C(Hy). Alors Comp,*(F) = {f1",---, f/'}-
Soit 2 un recouvrement de Comp,*(F) et de A.
Il faut vérifier que {g(x); (g,z) € Q} € C(Hy).
Or {g(x); (g,z) € Q} ={f"(x); (f,z) € Q'} ou Q' est un recouvrement de F' et A.
Montrons par induction sur n que {f™(x); (f,z) € '} € C(H,), ceci pour tout recou-
vrement €' de F' et A.
Sin =1 le résultat est immédiat car F' est un ensemble de fonctions cohérentes et
AeC(Hy).
Sin=p+1, ona {f"z); (f,z) € Q} = {f(fP(x)); (f,z) € Q}. Posons W =
{(f1, fl(ar)), - - (Frs S (@m), -5 (fi, [ (@1)), -+ (fi, [ (ap))} un recouvrement de F et
de l’ensemble B = {fP(z); (f,,z) € Q"}, ou Q" est un recouvrement de F' et A.
Par hypothese d’induction on a B € C(Hy). Ainsi W C} [Hy <~ Halrs x D(Ha) est
dans la cohérence produit, voir la proposition 2.6.12. La fonction Eval étant fortement
stable, il vient que Eval®(W) = {f™(x); (f,z) € Q'} € C(Hy).
Montrons enfin que ({g(z); (g,z) € Q} =MNComp,*(F)(A).
On a N{g(@); (9,2) € A} = ({/"(@); (f,2) € Y.
Soit V' le recouvrement de Comp,,*(F') et de A suivant :
V= {(flnv a’1)= B (fln7 a’1)= B (f1n7 a’m)v T (flnaam)}'
D’apres ce que 1'on vient de voir Comp,,*(F) et dans la cohérence de [H, <~ Hs|pg, et
donc V est dans la cohérence de [H; < Hs|ps x D(H;). La forte stabilité de la fonction
Eval donne :

(Y f™(x); (f,z) € Q} = Eval®*(V) = Eval(MV) =NComp,*(F)( A).
O

2.7 Sous structures et unions croissantes

Les notions introduites ici sont indispensables a la construction de i-modeles fortement
stables.
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On vérifie d’abord que si on a une suite d’hypercohérences (H,), v telle que, pour tout
n, H, est une sous structure de H,, 1, alors la réunion de ces H, est une hypercohérence.
De plus on vérifie qu’alors la suite (H, < H,), N est également une suite croissante
pour la relation de sous structure. On verra que dans la construction des analogues
fortement stables des modeles de Scott et des modeles de Park interviendra une telle
suite.

Définition 2.7.1 Soient Hy = (D1, 1), Hy = (D>, , o) deux hypercohérences.
On dit que Hy est une sous structure H,, ce qui se note Hy < Hy , si Di C Dy et
,1=,2NP(Dy).

Proposition 2.7.2 Soient H, et Hy deux hypercohérences telles que H; < Hy. Alors :
o Dl g DQ.

® Cl = CQ N P(Dl)

Preuve : Soit x € D;. Si x = () alors x € D,. Si x # (), soit u C% D, tel que u C , alors
ue,1 C,o.

Soit A € C;. On a A = {ay,...,a,} C% Dy donc A C} Dy. Si h € A alors A € Cs.
Sinon considérons u<iyA, alors u C a; U ... U a, ce qui entraine que u € , ; C , 5; donc
A € CoNP(Dy). L'autre inclusion se montre similairement.

O

Proposition 2.7.3 Si H, < H| et Hy, < H). Alors Hy <~ Hy, < H| < H)),.

Preuve : Montrons que , (H; — Hy) =, (H,' = Hy') N P(Dy, x Dy).

Soit w € , (H, — Hs).

Alors w € P(Dy, x Dy). Et si (w); € C] on a (w);, € C; d’apres 'hypothese et la propo-
sition précédente, donc (w)y € , 5 €, 4. De plus si (w); € C* alors (w), €, /5.

Soit w € P(Dy, x Dy) N, (H] — HY).

Supposons que (w); € C; alors (w); € C} d’ou (w)s € , 4. Il vient, d’apres '’hypothese,
que (w); € , 5. De méme si (w); € C7* alors (w)y €, 5%

O

Proposition 2.7.4 Soit (H,),>o une suite croissante d’hypercohérences, pour la relation

<. Soit H = UH" [” hypercohérence ayant pour trame D = UD” et pour précohérence

n>0 n>0

, = U, n- Alors D, = UDnc et Cp = Ucnf'

n>0 n>0 n>0

Preuve :
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e Soit v = {a,...,a,} € D.. Puisque D = UD” il existe ni,...,n, tels que l'on ait
n>0
ay € Dy, ..., € Dy, Alors x € D, dés que n > ny, ..., ny,.
L’autre inclusion est évidente.

e Soit A = {ay,...,a,} € Cs. Puisque D, = UDnC il existe ny,...,n, tels que
n>0
a; € Dy,,...,ap, € Dy,. Donc A <y D,,. des que n > ny, ..., ny,.
Soit u - D, tel que u < A. Alorsu € , NP(D,) =, », donc A € Cuy-
L’autre sens est immédiat.

Corollaire 2.7.5 H & H = | J(H,— H,) et , (H— H) = | J, (H, — H,)

n>0 n>0

Preuve : Découle directement de la proposition 2.7.3.
a

2.8 Morphismes d’hypercohérences

La notion de morphisme d’hypercohérence est 1’outil principal utilisé dans la construction
d’un i-modele fortement stable. Dans le paragraphe suivant on montre que la donnée
d’une hypercohérence et d’'un morphisme d’hypercohérence de H <— H vers H déter-
mine un ¢-modele. Pratiquement, pour construire une telle hypercohérence et un tel mor-
phisme on utilise les notions de sous structure et de suite croissante d’hypercohérences.

Remarque importante :

Il est a noter que nous utilisons ici une notion de morphisme d’hypercohérence au niveau
des trames. Dans la catégorie des hypercohérences et des fonctions fortement stables
définie par Ehrhard dans [26], les morphismes sont au niveau des QDC engendrés par les
hypercohérences.

Définition 2.8.1 Soient H, et Hy deux hypercohérences.

Un morphisme d’hypercohérence de H, dans Hs est une application injective 0 de
Dy dans Dy telle que u € , 1 & 0°(u) €, 5.

Remarque : H,; < H, si et seulement si I'inclusion est un morphisme.

Définition 2.8.2 Soit 0 une application de D vers D'. On pose O(H)= (0*(D),0°*(, )).

Lemme 2.8.3 Si 0 est un morphisme de Hy vers Hy et si H| < Hy alors 0(H]) < Hs.
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Dem : Directe.

Un morphisme d’hypercohérence 6 de H; vers Hy détermine deux applications 0° et 6°~
telles que le couple (6°,60°7) forme une embeding projection pair de D(H;) vers D(Hs).
Ceci explique pourquoi on peut se contenter de rester au niveau des hypercohérences et
des morphismes d’hypercohérence lors de la construction de modeles.

Lemme 2.8.4 Soit 0 un morphisme d’hypercohérence de Hy dans Hs. Notons 6°~
Uapplication de Dy dans Dy définie par : 0°~(b) = {« ; 6(«) € b}. Alors :

(i) 0° € [Hy < Hslps ;

(ii) 0° € [Hy <~ Hi|ps ;

(7ii) 0°~ o 0° est l'identité sur Dy et 0* 0 0°~ < idp, ;

(iv) 0° o 0°~ est lidentité sur Dy ssi 0 est un isomorphisme.

Preuve (i) 11 est facile de vérifier que 6°*(a) € Dy pour tout a € Dy, que 6° est continue,
et que 0°(NA) = NO**(A), pour tout A € C;. Reste a montrer que A € C; implique
6°*(A) € Cy. Si () € 0**(A), le résultat est évident, puisqu’il n’y a pas de multisection de
A. Sinon, soit u C} Dy tel que u <10**(A). Alors u appartient a I'image de °. De plus
0° est injective, puisque 6 l'est. Il y a donc un unique v C} D; tel que u = 6° (v), et il est
clair que v << A. On a donc v €, 1, et, # étant un morphisme d’hypercohérence, u € , ».
(ii) Contentons nous de montrer que 6*~(b) € Dy, pour tout b € Dy. Si b = (), alors
0*~(b) = 0 € Dy. Sinon, soit u C} Dy tel que u C 6°7(b) ; O étant injectif, on a
0°(u) C} b, et donc 0°(u) € , 5. On en déduit u € , 1, puisque  est un morphisme
d’hypercohérence.

Les deux derniers points sont immédiats.

O

2.9 [-modeles et i-modeles fortement stables

Nous montrons maintenant qu’on peut adapter aux hypercohérences la technique de
construction de modeles développée par Krivine dans le cadre continu et stable [47].
Rappelons qu’il s’agit d’une construction qui n’utilise pas les limites inverses, et dans
laquelle on code non pas les fonctions (continues, stables ou fortement stables), mais les
traces (continues ou stables).

Dans ce qui suit F et F> seront toujours supposés étre respectivement [H <— H|pg et
[DN < D]ps ou H est une hypercohérence et (D,C) le QDC engendré par H.

Proposition 2.9.1 Pour tout triplet (H,F,G) ou H est une hypercohérence , G une
application fortement stable de H = H vers D(H) et F une application fortement stable
de D(H) vers H = H, le uple (D, F,F>°,®,¥), o ® =tr~'oF et U= Gotr, est un
modele fonctionnel.

C’est un B-modele dés que F o G est lidentité sur D(H < H).

C’est unB-modele extensionnel si et seulement si G o F' est l'identité sur D(H).
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Nous montrons que (D, F, F>°, ®, ¥) est un [-fonctionnel en utilisant librement les faits
2.5.6.

Il est clair que F° contient les ¢;; F contient f; 3 car cette fonction est la composée foh
des deux fonctions fortement stables f et h: z +— (dy,...,d; 1,2,dit1, ..., dy).

Supposons que f, g soient deux fonctions fortement stables de D" < D et soit h :
D" & D définie par h(d) = ®(f(d))(g(d)). On a h(d) = Eval(® o f(d), g(d)) donc
h = Eval o T ot T(d) = (® o f(d),g(d)). Or ® o f est la composée de deux fonctions
fortement stables, T" est fortement stable car ® o f et g le sont, enfin A est la composée
de Eval et T.

Il reste & voir que b : d — U(f,3) = G otr(f;7) est fortement stable si f : D" <= D
Pest.

Nous savons déja que pour tous i, d, f; 4 est fortement stable.

Placons nous dans le cas ou n = 2 et i = 1 et considérons la fonction h : d — ¥(f;) ou
fa: z— f(z,d).

Comme G est fortement stable il nous suffit de montrer que la fonction L : d — tr(fy)
est fortement stable.

1. Montrons que L est continue. Comme tr commute aux sup dirigés il nous suffit de
montrer que si A C D est filtrant alors {f; / d € A} est filtrant pour ordre stable
et qu’il admet un sup qui est une fonction fortement stable. Le deuxieme point
découle du premier et du lemme 2.4.4.

Pour montrer le premier point il suffit de montrer que la fonction € : d — f; est
croissante, c’est a dire que d C d' = f;<,fa.

Soient = < 2/, a~t-on f(z,d) = f(a',d)N f(z,d) ?

Or (z,d) = {(z,d), (a',d)} avec {z, 2"} T {z'} et {d,d'} C {d'}.

Ceci entraine, f étant fortement stable, que f(z,d) = f({(z,d'),(2',d)}) =
fl',dyn f(z,d).

2. Soit A={ay, --,a,} €C.

e Montrons que L*(A) € C(H <~ H) c’est a dire que W = {f,,,---, fa,} est
un ensemble cohérent de fonctions (voir la proposition 2.6.10).
Soient B € C et {2 un recouvrement de W, B.
{g(b); (g,b) € Q} ={f(b,a); (b,a) € A} ou ' recouvre B et A
=f(Y)elC carQ eC(H x H)
Bt N{g(0); (9,0) € Q} = ﬂ(f (g)y)
S
f(NB,NA)
LN By ar), -5 (N B, an)})
NN B, al) 5 (N B,an)} car A, {(1B} €C
FNB,a)N---0 (N B, an)
fa(NB) N -0 fo, (N B) = TW(N B).
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e Il nous reste a montrer que L([ A) =) L*(A).
Par croissance on a L([JA) C[L*(A).
Montrons e (L*(4) = ({{tr(fu),- - tr(fan)} € LINA) = tr(fo).
Soit (a,a) € N{tr(fa,), -+, tr(fa,)} alors a € f(a,a1), -+, € f(a,a,) et a
est minimal pour ces propriétés.
Du fait que A € C I'ensemble {(z,a,),---,(x,a,)} € C? pour tout x € D.
Ainsi, puisque f est fortement stable on a o € f(a,a;) N---N f(a,a,) si et
seulement si a € f(a,[)A). Il reste a vérifier que a est minimal pour cette
propriété, ce qui nous certifiera que (a, @) € tr(fna)-
Considérons b € D tel que b C a. Siaw € f(b,[)A) on a a € f(b,a;) pour tout
i < n ce qui contredit le fait que (a, ) € tr(fy,).
Ainsi (1 L*(A) C L(N A4).

O

Montrons maintenant que la donnée de H et d’un morphisme d’hypercohérence de H <
H vers H détermine un A-modele régulier fortement stable.

Théoréme 2.9.2 Etant donnée une hypercohérence H = (D, , ), tout morphisme d’hypercohérence
i de H <~ H vers H détermine un A\-modéle régulier (D, F,G), ou F et G sont définis

par :

F(a) ={(h,a) ; i(h,a) € a}, pour tout a € D, et

G(Tr(f)) ={i(h,a); (h,a) € Tr(f)}, pour tout f € [H < H]ps.

Et on a (F(a))(b) ={a € D ;3h Cb, i(h,a) € a}, pour tous a,b € D.

De plus, D est extensionnel ssi i est un isomorphisme.

Preuve : Le lemme 2.8.4 nous permet d’affirmer que G = i* et F' = ¢*  satisfont les
hypotheses de la proposition 2.9.1. On est donc en présence d'un (-modele, qui est
extensionnel si ¢ est surjective.

De plus :  (u)v = ®(u)(v) = tr H(F(u))(v) = tr {(a,); i(a,a) € u}(v).

Or, pour tout T € H = H, tr (T)(v) = {o; Ja C v tel que (a,a) € T'}.

Ainsi (u)v = tr{(a, a); ( a) €up(v) ={a € D ;3Ja Cwvi(a,a) € u} ceci pour tout
u,v € D.

Enfin pour toute fonction f € [H < H]ps on a Az f(x) = G(tr(f)) = G{(a,a) ;a €
D., a € f(a)et,Va' Ca,a ¢ f(a)} ={i(a,a) ;a € Dy, a € f(a)et,Va' Caa ¢ f(d)}.
O

Définition 2.9.3 Nous appellerons dorénavant --modele fortement stable tout mod-
ele régulier déterminé par la donnée d’une hypercohérence H et d’un morphisme d’hypercohérence
i qui va de H <~ H vers H. La paire (H, 1) est appelée paire hypercohérente.
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2.10 Construction élémentaire de i-modeles forte-
ment stables

On présente ici en détail les constructions de deux (classes de) i-modeles fortement sta-
bles, respectivement les analogues fortement stables des modeles de Scott et des modeles
de Park.

Un modele de Park fortement stable particulier, celui ou I’ensemble d’atome de départ
est réduit a un singleton, est utilisé dans la preuve de 'incompletude des modeles stables
donnée dans le chapitre suivant.

2.10.1 Les modeles D, fortement stables

Les modeles de Scott [64] ont été initialement donné dans la sémantique continue. On
trouve la construction de leurs analogues stables dans [47].

On se donne un ensemble A, non vide, fini ou dénombrable, et dont aucun élément
n’est un couple. Nous définissons simultanément I’ensemble, A, et une bijection 3 de
Pr(A) x A dans A par :

Chaque « € A est une formule.

Sih € Pr(A) et a € A, et si(h,a) # (0, ) avec o € A, alors (h,a) € A et j(h,a) =
(h,@).

Enfin, nous posons j(, @) = a, pour tout « € A.

On définit sur A une notion de rang :
e rga=0siac A

e rg (a,a) = sup({rg v,v € a},rg a) + 1.

A, sera I’ensemble des formules de rang < n.

On va maintenant construire par induction sur n une suite croissante, pour la relation
<, (Hpn)n>o d’hypercohérences telle que, pour tout entier n, D,, C A, et telle que la
restriction i, de j a (D). X D,, est un isomorphisme d’hypercohérence de H,— H,, sur
H,y. (On abrege D(H,) en D, , (H,) en , ,, et on note D, la trame de D,,.)

On appellera H I’hypercohérence UH" (cf. proposition 2.7.4).

n>0
e Hj est n'importe quelle hypercohérence de trame A.
e Dy = j.((Dn)c X Dn)

® w1 =1{j*a); a€, (H, — Hy,)}

Lemme 2.10.1 Pour tout entier n H, < Hy,11.
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Preuve:
1. Montrons que Hy < H;.

e [l est clair que Dy C D;.

e Montrons que , o =, 1 NP(Dy) =, 1 NP(A).
On remarque que puisque A ne contient pas de couple et que j est injective,
siu={ay,..,a,} € Aalorsv={(0,a1), ..., (0, )} est Punique v C A* x A
tel que j*(v) = w. On remarque également que u € , ; si et seulement si
v e, (Hy— Hy).
Comme (v); = {0} € Cy et (v

que u € , 1 si et seulement si

~—

9 = u, il vient de la définition de , (Hy — Hy)
U)Q =uc,yo.

—~

2. On suppose maintenant que H, | < H,. Montrons que H, < H, ;.

De la proposition 2.7.3 on déduit que H, < H, 1 < H, < H,. Comme
in, est un isomorphisme de H, <— H, sur H, 1 et que i,_1 = in/pH, ,—H, )
on a, d’apreés le lemme 2.8.2, que i, (H,_1 <> H, 1) < i,(H, &> H,) soit
Hn < Hn+1-

Corollaire 2.10.2 i = Uzn est un isomorphisme entre H < H et H.
n>0

dem :Application immédiate du corollaire 2.7.5 et du fait que, pour tout n, i/p, «p, = in
est un isomorphisme d’hypercohérence de H, <+ H, sur Hy;.
O

Corollaire 2.10.3 D est un 3-modéle extensionnel.

dem :Application immédiate du corollaire précédent et du théoreme 2.9.2.
O

2.10.2 Les modeles de Park fortement stables

Les modeles de Park [55] ont été initialement défini dans le cadre de la sémantique
continue. Leur construction est une variante de celle des modeles D, de Scott, mais ils
ont une théorie équationnelle tres différente (les modeles sont non semi-sensibles). Ces
modeles ont des analogues stables (qui ont été défini par Honsell et Ronchi [36]), et des
analogues fortement stables que nous construisons maintenant.

La construction est analogue a celle des modeles de Scott. La seule différence est dans
la construction de la bijection de Pf(A) x A dans A, on identifie maintenant, pour tout
atome «, le couple ({a},a) a a.
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On se donne un ensemble A, non vide, fini ou dénombrable, et dont aucun élément
n’est un couple. Nous définissons simultanément ’ensemble, A, et une bijection j de
Pr(A) x A dans A par :

Chaque « € A est une formule.

Si h € Pr(A) et @ € A, et si(hya) # ({a},a) avec o € A, alors (h,a) € A et
j(h, ) = (h,a).

Enfin, nous posons j({a}, @) = a, pour tout o € A.

On appellera H I'hypercohérence UH" (cf. proposition 2.7.4) ou la suite H,, est définie

n>0
par :

e Hj est 'hypercohérence de trame A et de précohérence , ( = P;(A).
® Dyy1=j*((Dn)e X Dy)

e  .i1={j*h); he, (H,— H,)}
Lemme 2.10.4 H, < H, 11, pour tout entier n.

Preuve Montrons d’abord que Hy < H;. Il est clair que Dy C D;. Il reste a voir que
y0=,1NPDy) (=,1NP(A)). Comme , , C P(A), il suffit d’établir que pour tout
heP(A),onahe,gehe, ;.

Soit donc h = {ay, -+, a,} € A. Comme A ne contient pas de couple et que j est
injective, {({an}, 1), -+, ({an}, an)} est P'unique & C Py(A) x A tel que j°(k) = h.
D’autre part, on a h € , 1 si et seulement si k € , (Hy — Hy) (par définition de , ;). De
plus (k); = {{aa},---,{an}} € Cy. En effet, la seule multisection de cet ensemble est
{an, -+, an} et elle appartient & , o, puisque , ¢ = P;(A). Comme (k); = h, il vient de
la définition de , (Hy — Hy) que h € , 1 si et seulement si (k)y = h €, .

Supposons maintenant que H, ; < H, et montrons que H, < H,.;. On a H, | <&
H, , <X H, &> H,, d’apres la proposition 2.7.3. Comme %, est un isomorphisme de
H, & H, sur Hn+1 et que i,_1 = in//D(anl—>Hn71)7 on a in—l(Hn—l > Hn—l) <
in(Hy, <~ Hy), soit H, < Hyyq.

[l

On vérifie ensuite facilement que 1 = Uzn est un isomorphisme entre H < H et H.
n>0

Ainsi D est un A-modele extensionnel. C’est la version fortement stable du modele de

Park.

Remarques

1. Le modele de Park stable se construit dans le cadre des espaces cohérents de Girard,
en faisant les mémes identifications (cf. [36]).

2. Noter que pour D, fortement stable on peut choisir une précohérence arbitraire
sur A, alors que pour le modele de Park fortement stable il est nécessaire de choisir la
précohérence maximale sur A.
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2.10.3 Paires hypercohérentes partielles et complétion hyper-
cohérente

Cette section ne sera utilisée que dans ’annexe B.

Nous proposons une adaptation aux paires hypercohérentes des notions de paires par-
tielles et de complétion, introduites dans [44] dans le cadre des modeles de graphes et des
i-modeles stables. Les définitions dans le cadre des modeles de graphes ont été données
dans le chapitre précédent page 34.

Toute paire hypercohérente (H, i) peut se voir comme la complétion d’une ou plusieurs
paires partielles (Hp,ip). D’autre part on peut compléter de facon canonique une paire
partielle (Hy, i) de fagon & obtenir une paire hypercohérente (H, i) telle que Hy < H et

Z/HO = 1p-.

La construction donnée dans cette section constitue une méthode générale pour obtenir
des i-modele fortement stable. Les deux constructions particulieres que ’on a données
dans les deux sous sections précédentes en sont des cas particuliers.

Définition 2.10.5 Un morphisme d’hypercohérence partiel de H, = (Dy,, 1) vers
Hy = (D, , 2) est une injection partielle iy de Dy vers Dy telle que :
pour tout u € Dom(ip), u € , 1 & 1" (u) €, 9.

Définition 2.10.6 Une paire hypercohérente partielle est un couple (Hy,iy) ot ig
est un morphisme d’hypercohérence partiel de Hy < Hy vers Hy.

Une paire hypercohérente partielle (Hy, i) est une restriction d’une paire hypercohérente
ssi Hy < H et i, =io. On dit que (H,i) étend la paire (Hy,ip).

Pour deuz paires hypercohérentes partielles (Hy,io) et (Hy,i1) qui sont des restrictions
d’une paire (H,i) on pose (Hy,ip) < (Hy,11) ssi Hy < H;.

La relation < sur les restrictions d’'une méme paire est une relation d’ordre puisque 7, et
11 sont les restrictions de ¢ sur Hy et H;.

Le but maintenant est de construire de facon canonique, a partir d'une paire hyperco-
hérente partielle (Hy, ig), une paire hypercohérente (H, i) telle que (Ho,io) < (H,i). La
paire (H,t)est la complétion de (Hy,29).

On considére dorénavant la paire hypercohérente partielle (Hy, ig) ou Hy est ’hypercohérence
(Ap,, o). Pour que I'on puise compléter (Hy,ip) nous avons besoin que cette paire par-
tielle vérifie le fait que (D(Hp), x A\Dom(ip)) N A = (. On dira alors que la paire
partielle est complétable.

Lemme 2.10.7 Soit (Hy = (Dy,, o), i) une paire hypercohérente partielle complétable.
Alors la paire (Hy = (A4, , 1),41) définie par :

o Ay = Ay U ((D(Hy), x Ao)\Doml(io)).
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® iy = 1o Uid(p(ap),x Ap)\ Domlip)-

e 1={wCi A we, oV (w=i(u)Aue, (Hy s> Hy))}.

est une paire hypercohérente partielle qui étend (Hy, iy).

Preuve : 1l faut vérifier que (Hy,i;) est une paire hypercohérente partielle et que cette
paire étend (Hy, ip).

1. Par définition Dom(zl) = D(Ho)c X Ao, il/Dom(iO) = 1o, AO - A1 et , o C, 1.

2. Pour établir que Hy < H; il suffit de vérifier que , ; N P(Aq) C, o.

Soit w € , 1 et w C} Ap. D’apres la définition de ,; on a soit w € , ¢ soit
w = i1*(u) avec u € , (Hy < Hp). Si on est dans le premier cas on a fini.
Sinon le fait que w C} Ay implique que u € Dom(ip). En effet si u ¢ Dom(i)
on a (a,a) € u tel que iy(a,) = (a,) € i,*(u) = w et donc (a,a) € Ap. 1l
vient que Ay N (D(Hy),, x Ag\Dom(ip)) # 0 contrairement au fait que (Hy, %) soit
complétable. On est donc assuré que u € Dom(ip) d’ou i,°*(u) = ip®*(u) et iy étant
un morphisme partiel d’hypercohérence iy*(u) = w € , q.

. 11 est injective.

Soient (a, ) et (b, 3) dans D(H;), x Ay tels que i1(a, ) = 41(b, ). Remarquons
tout d’abord que I'on ne peut avoir (a,«) € Domf(iy) et (b,3) ¢ Dom(iy) ou
(b, 8) € Dom(ip) et (a,a) ¢ Dom(iy). Supposons que 'on soit dans le premier
cas. Alors i1(a, o) = ip(a, o) € Ay et i1 (b, B) = (b, ) ¢ Dom(iy). Donc (D(Hy), x
Ao\Dom(iy)) N Ag # 0 ce qui contredit le fait que (Hy,ig) est complétable.
Supposons que (a,«) et (b, ) appartiennent & Dom(ig). Alors l'injectivité de iy
nous assure que (a,«) = (b, 3).

Si (a, @) et (b, f) n’appartiennent pas & Dom(ip) alors i1(a, o) = (a, ) = i1(b, ) =
(5, ).

. Montrons enfin que 7; est un morphisme d’hypercohérence partiel de H; & H;

vers H;. Tout d’abord remarquons que Dom(iy) = D(Hy), x Ay G D(H1), x Ay
car AO ; Al.

Soit w C} Dom(i1) tel que w € , (Hy < H;). Le fait que w C} Dom(iy) nous dit
que w C} D(Hy), x Aget w € , (Hy < H)NP(D(Hy),x Ap). La proposition 2.7.3
nous affirme que Hy < Hy < Hy $— Hp ce qui entraine que w € , (Hy < Hy)
et donc, par définition de , 1, i1*(w) €, ;.

Soit w C Dom(iy) tel que i1*(w) € , ;.

D’apres la définition de , ; on a deux possibilités pour w :

(a) we, (Hy s~ Hy) alors w €, (H, & H,) car Hy & Hy < H) < Hy;

(b) #,*(w) € , ¢ alors i;*(w) C P(Ap) et donc, pour tout (a,a) € w, (a,a) €
Dom(ig), toujours parce que (Hy,1iy) est complétable. Ainsi i;*(w) = ip®*(w)
et comme iy est un morphisme partiel d’hypercohérence on a w € , (Hy <—
Hy) C, (H, & H,).
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O

On a étendu la paire hypercohérente partielle (Hy, iy) en une autre paire partielle (Hy, ;).
Pour pouvoir réitérer cette extension il reste a voir que la paire (Hy,i;) est elle méme
complétable, ce qui se vérifie ici sans peine.

On notera (Hy,i9) = (Hy, i) l'extension d’une paire hypercohérente partielle (Hy, ig).
D’apres ce qui précéde cette nouvelle paire est complétable.

La complétion de la paire (Hy, i) est la paire hypercohérente (H, i) définie par: (H,I) =
(UH”’ Uzn) ou, pour tout n > 0, on a (Hyy1,in41) = (Hp,i,). Cette définition est
n>0 n>0

correcte, car, pour tout entier n, H, ., < H, et la proposition 2.7.4 nous affirme que
UH” est une hypercohérence. Et de plus par construction in—i—l/Dam(in =i, et (Hpy,ip)
n>0

est complétable. Enfin il est clair que 4 est un morphisme d’hypercohérence.

)

Définition 2.10.8 Un cycle de longueur n dans une paire (H = (D,, ),i) (éventuelle-
ment partielle) est une suite finie (8p)o<p<n C D telle que :
Pour tout 6(p41)moduton) @ existe d C D et p € D tels que 6, = i(d, ;1) et O(p+1)modulo(n) €

dU{p}.

Remarque :

Il est a noter que la complétion d'une paire hypercohérente partielle ne rajoute pas de
nouveaux cycles (méme démonstration que celle donnée dans [44] page 32 pour le cadre
des modeles de graphes)

2.11 Rétractions universelles fortement stables et la
théorie RU,

Soit D un objet d'une c.c.c. Une rétraction de D est un élément idempotent de
[D < D] et une rétraction universelle est une rétraction dont I'image est I'ensemble
des rétractions de D.

Le probleme de 'existence d’une rétraction universelle dans un objet réflexif D d’une
c.c.c. est fortement lié a la modélisation du polymorphisme. Nous renvoyons le lecteur
a [11],[12] et [2] pour I'introduction & ces notions.

Dans la catégorie réguliere des domaines de Scott et des fonctions continues les solutions
positives ne concernent que des sous classes de I’ensemble des rétractions continues d’un
domaine de Scott, [64] et [1].

Dans [38] il est montré qu’aucun modele de Scott qui est un modele du A-calcul pur
n’admet de rétraction universelle.

Par contre tout modele de la sémantique stable est un modele de la logique combinatoire
dans lequel il existe un objet qui est le code d’une rétraction universelle [11]. Ces mod-
eles sont des modeles de la théorie )\, introduite dans [1]. Dans [4] on trouve le premier
modele de cette théorie. Celui-ci est construit construit dans la catégorie réguliere des
domaines stables bifinis et des fonctions stables.
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Enfin récemment dans [31] il est montré que tout DI-domaine réflexif contient une in-
finité de rétractions universelles, appelées p,, et donc tous les objets de cette classe sont
des modeles de la théorie RU,, introduite dans ce méme article.

Le but de cette section est de montrer que tout ;-modele fortement stable est un modele
de RU.

Dans [31], pour établir le fait que tout DI-domaine réflexif non trivial D satisfait RU il
est prouvé, tout d’abord, que D contient une infinité d’éléments compacts deux a deux
incompatibles. Ce qui permet d’avoir, pour tout entier n, D, = {c¢;, -, ¢,} un ensemble
d’éléments compacts deux a deux incompatibles et une application 7, de D,, dans D,, qui
a ¢; associe ¢;11 (modulo n). On considére alors les fonctions U, de D vers D définies
par :

| male) stz >e,
Un, (z) = 1 sinon.
Ces fonctions sont stables et permettent de distinguer les p,,.

Si on se place maintenant dans un DI-domaine avec cohérence (D, C) alors les fonctions
Uy, ne sont pas forcément fortement stables. En effet si on considere A € C alors Uy, *(A)
peut étre n’importe quel sous-ensemble de D, et rien ne garantit 'appartenance des D,
et de tous leurs sous-ensembles a C.

Pour éviter ce probleme les fonctions que I'on utilisent pour différencier les p, sont une
variante des fonctions Uy, .

Nous ne voyons pas actuellement comment montrer que tout DIC réflexif non trivial
satisfait RU.

2.11.1 Rétractions universelles fortement stables

Soit (D,C) un DI-domaine avec cohérence. Une rétraction r de [D <— D]pg est un élé-
ment de cet ensemble tel que r = r or. De plus r est une rétraction universelle si Im(r)
est 'ensemble des rétractions de [D < D|ps. On note R(D) I'ensemble des rétractions
de [D S o D]FS

Dans [4] Amadio construit une rétraction universelle en utilisant le fait suivant sur les
fonctions : si on se donne une fonction f d’un ensemble D dans lui-méme telle que
Im(f) est fini, il y a une fagon naturelle d’associer a cette fonction f une rétraction. La
construction des p,, utilise cette méme propriété :

Lemme 2.11.1 Soient X un ensemble et f de X vers X une fonction telle que Im(f)
est fini. Alors {f"; n > 1} contient une unique rétraction.

Preuve Unicité : si f™ et f™ sont des rétractions, alors (f™)" = f™ et (f")™ = f", car
n,m > 1. Donc f" = f™.

Existence : soit X,, 'image de f"; (X,,),>1 est une suite décroissante d’ensembles finis.
Il existe un entier £ > 1 tel que X, = X,, pour tout n > k. Soit f; la restriction de f a
Xj. Alors fi est une permutation de X, donc (fx)" est 'identité sur Xy, si n = (4(Xy))!.
Il en résulte que f" est I'identité sur X, donc aussi f™*. Mais f™ = (f*)" a pour image
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X et est donc une rétraction de X sur Xj.
O

Fait 2.11.2 1. Soient D et £ deuz DI-domaines avec cohérences. Les éléments com-
pacts de [D <= E|pg sont les fonctions de traces finies. Si € € [D < E|pg, alors
€(D) est fini et est inclu dans £, et si D =& alors € € [D < Dpg,..

2. Soit (D(H), F,G) un i-modeéle. On appelle code de la fonction f de [D(H) <—
D(H)|ps Uélément G(f) € D(H). On note F la cohérence de [D < D]ps et on
rappelle que tr**(F) = C(H <~ H) (voir la proposition 2.6.9).

On définit P'application o de [D < D]pg, dans lui méme par : o(f) est une rétraction
et une puissance de f. Cette définition est licite car on a rappelé dans les faits précédent
que si f € [D <= Dlpg, alors {f(u); u € D} est un ensemble fini. Le lemme 2.11.2 nous
dit qu’alors on peut associer a f une unique rétraction f”.

Montrons que 'application o préserve la cohérence finie de [D < D]pg, et commute
aux infs d’ensembles de la cohérence finie.

Lemme 2.11.3 Soit F = {f,---, fi} € F tel que tous les éléments de F' sont compacts.
Alors 0*(F) € F et o*(MF) =No*(F).

Preuve Précisons que o*(F) = {f{", -+, f/"} ou, pour tout ¢ <, f/' est une rétraction.
Considerons N =ny X -+ x n;. Pour tout 7 <1, f¥ = fI' car f]' est une rétraction.
Il en résulte que o®(F) = {fN, -+, [N} = Compy®(F) € F car Compy est fortement
stable d’apres la proposition 2.6.15.
Si fi1,---, fi sont des éléments compacts de [D < D|ps qui, muni de l'ordre stable,
est DI-domaine alors f; A --- A f; est compact et o(f; A ---f;) est bien défini. On a
o(fin---fi) = (fin--- fi)™, pour un entier m, et Mo®*(F) = f|" A---A fj". Posons N =
m X ny X -+ xn. Il vient que, pour tout s < I, fI = fN et (fin---fi)" = (fin--- )V,
Ainsi o(MF) = Compy (NF) = NCompy*(F) = MNo*(F).
0.
On se place maintenant dans un DI-domaine D(H) engendré par une hypercohérence
H = (D,, ). Définissons, pour tout n < 0, p, de [D(H) < D(H)|rs dans lui méme
par :

pa(u) =|_[{o(€); € € [D(H) &= D(H)]ps,, € <u, e <}

Il est montré dans [31] que les p,, sont des rétractions universelles stables. Nous montrons
ici que ces rétractions universelles sont fortement stables.

Lemme 2.11.4 Pour tout n > 0, p, est une fonction fortement stable.

Preuve Soit F = {f1,---, fi} € F.
Montrons que tr*(p,*(F)) € C(H < H).

Soit v = {(b1, B1), -, (by, Br) }<ptr* (pn® (F)).
On veut montrer que v € , (H <> H) = {w C; D(H), x D; (w); € C = (w); €
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, (H) et (w), € C°HH) = (w), €, 7Y (H)}.

Si (v); ={by,--+,b,} ¢ C(H), alors v € , (H <~ H) par définition.
Supposons maintenant que (v); € C(H). On veut montrer que (v)s € , .
Dire que v est une multisection de tr*(p,*(F)) signifie que :

Vi<r 3i; <1 B € palfi;) (b))

Vi<l 3ji <r B € pulfi) (bs0)-

Et pn(f)(e) =[U{o(e)(e); e < f, e < et}

Ainsi pour tout 7 < r on a un i; < [ tel qu’il existe un €o;; tel que €, est compact,
€oi; < fijy €0i; < 68;1 et B; € o(en;;)(b;). Et pour tout ¢ < [ on aun j; < r tel qu'il existe

un €p; tel que ey, est compact, eg; < f;, €9, < e’gjl et 3, € o(eo;)(b,)-

Ceci se résume en disant que :

(0)2 = {1, -, B} QW = {o(e0;,) (b1), - -+, 0 (€0s, ) (0r), 0 (€01) (b)), -~ -5 o (€01) (bs) }-
Posons K = {€g;,," "+, €0, €01, ** €01}

On rappelle que f<,g < tr(f) C tr(g). Ainsi tr*(K) C tr*{f1,---, i} € C(H &> H),
car I’ € F. Il vient que 'ensemble K est dans la cohérence finie de [D(H) < D(H)|rs
et le lemme précédent nous affirme que o*(K) € F.

Soit Q = {(o(ei,), b1),- -, (o(€0s,), br), (0(€01),b51), - - -, (0(€0y), bj,) } un recouvrement de
0*(K) et de (v);. Du fait que 0*(K) € F et que (v); € C on déduit que :

{9(x); (g,2) € Q} =W € C et donc (v), €, .

Supposons maintenant que (v); € C>'(H). Montrons alors que (v), € , >'(H).

Si (v)e = {B} alors v = {(b1, 3), -+, (by, B)} < tr*(p,*(F)). D’apres ce que 'on vient de
Voir on a :

B € {oeon)(b) A+ A 0leos,)(br) A eor)(bi) A -+ A rlean) (i)}

Ainsi 8 € M{(g,x); (g,2) € Q}. Et puisque 0*(K) € F et (v); € C on a, d’apres
le lemme précédent, que 3 € (Mo®*(K))(M(v)1) = o(NK)(MN(v)1). Soit jo < [ tel que
bj, > M(v)1. 1l en existe au moins un car £(v); > 1. Alors 3 € o(e;; ), car o est crois-
sante, et 3 € p,(fi;,)(M(v)1). On sait que (bj,, ) € tr(pn(fi;,)), ce qui nous dit que
B € pu(fi;,)(bj,) et que b, est minimal pour cette propriété. Or 8 € p,(f;; )(M(v)1) avec
M(v)1) < bj,. Contradiction.

Montrons maintenant que p,(MF) = Mp,*(F).
Par croissance p,(MF) C Mp,*(F).

Soit a € Mp,*(F). Pour tout i < [ a € o(e;) avec ¢; compact, €; < f; et ¢ < e/t
L’ensemble H = {e1,---,¢} C F et donc H est un ensemble de la cohérence finie de
[D(H) <~ D(H)]ps. Le lemme précédent nous affirme que o € Mo®*(H) entraine que
a € o(MNH).

Il est clair que € = MH est compact et que ¢ < MF. De plus €™ = Comp, ., (TH) =
LA A e?“ car Comp,,, est fortement stable. Par hypothese, pour tout i < [,
6 < et don e =MH < NMCompp1°(H) = €1, 1l vient que a € p,(MF).

O
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2.11.2 La théorie RU,

Les fonctions p, sont des rétractions universelles fortement stables. Il reste a montrer
qu’elles sont toutes distinctes. Soit LC' I’ensemble des axiomes de la logique combina-
toire [8],[47] et RUy l’ensemble suivant d’axiome, écrit a ’aide de nouveaux symboles
de constantes (P,),>0 :

P, o P, = Py;

Vo ((Py)x o (Py)x = (Py)x);

Vo (rox=u= (P,)x =ux;

P.# Py (n#m)
Si t et t' sont des termes de la logique combinatoire, ¢ o t' désigne le terme A\*z (¢)(¢')x
ol \* est la traduction standard de I’abstraction en logique combinatoire a l'aide des
constantes k et s (voir [8] ou [47]).

Dans la suite de ce paragraphe on montre le théoreme suivant :

Théoreme 2.11.5 Tout i-modele fortement stable satisfait LC' + RU.

Nous donnerons la preuve de ce théoreme sous forme d’une suite de lemme.

Nous devons d’abord définir les fonctions u,, qui nous servirons a distinguer les p,,.

Lemme 2.11.6 Soient H; = (Dy,, 1) et Hy = (Ds,, 5) deux hypercohérences et i une
injection de Dy wvers Dy. Alors si p est un élément premier de D(H,), i®(p) est un
élément premier de D(Hs).

Preuve C’est clair puisque les éléments premiers de D(H;) et D(H,) sont les singletons.
|

Lemme 2.11.7 Soit Dg—(p,r); un t-modele fortement stable.
1l existe dans ce modéle des ensembles majorés A, arbitrairement grands d’éléments
premiers, et un élément u tel que, pour tout n, A, C {u}.

Preuve On rappelle que ¢ est un morphisme d’hypercohérence de H < H vers H et que
pour tout « € D {a} € D.

Soit aq, -+, y, - - - une énumération de D.

Considérons I’ensemble K = {({a},«); a € D}. Cet ensemble est infini, car D 1est.
Montrons que K € D(H < H).

Soit v ={({A1},01), -+, {Bp}, Bp)} C K. Il nous faut vérifier que v € , (H < H).

Si (v); ¢ C(H) alors par définition v € , (H < H).

Si (v); € C(H) alors, puisque (v)2 < (v)1, (v)2 €, .

Si (v); € C7'(H) il est clair que (v)y €, ~'(H).

Ainsi dans D(H <— H), pour tout n > 1, on a un ensemble B, constitué d’éléments
premiers de D(H <— H) et majoré, pour 'ordre Egli-Milner, par {K} :

B, = {{{ar}, a1)}, - {({om}, an)} )
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D’apres le lemme précédent i*(B,,) = A, est un ensemble d’éléments premiers de D(H)
et A, C {u} avec u =i*(K).
|

On pose dorénavant A, = {p1,---,pn}-
Fixons n. Soit 7, une application de A, dans A,. La fonction u,, est définie par :

U, () = U{mp(p); p € Ap et p C x}

Les lemmes suivants donne certaines propriétés de la fonction u,,.

Le lemme suivant nous dit que u,, est fortement stable. Pour pouvoir démontrer ce
lemme on utilise le fait que les A,, sont majorés et que les éléments des A, sont des
éléments premiers d’'un domaine qualitatif.

Lemme 2.11.8 La fonction u,, est fortement stable.

Preyve 11 est clair que u,, est croissante.
Soit X un ensemble filtrant dans D.
Si ur,(UX) = m(pi,) U---Umn(ps,) avec {p;,---,p; } CsA, alors, du fait que pour
tout j < [ m,(p;;) est premier, on a m,(p;;) € |J X entraine qu'il existe € X tel que
Tn(pi;) € 2. De plus il est clair que I'on ne peut avoir un 2 € X tel que p C x avec
p € A \{pi,, - -,p;}- Donc U U, () = Tn(Piy) U - - - U (py,)-

zeX
Soit A ={ay, --,a,} € C. Alors u,, *(A) C {u} et donc est dans C.
Et Nur,*(A) = ur, (a1) N -+ - Nug, (a). Le fait que les éléments de A,, soient premiers
implique que, pour tous i, j < n avec i # j, p; Np; = 0. Ainsi ur, (a1) N - Ny, (am) =
{p€ Ay Vae ApCa}=u.(NA).
a
Le lemme suivant immédiat.

Lemme 2.11.9 Soient m, et w,, deuz applications de A,, dans A,.
o Sim, #m, alors uy, # U .

o Pour tout entier |, u! = .
n n

o U, <sup ssimp(p) =7, (p).

o ul <.ul ssimh(p)=mrL(p)

Ty —

En corollaire immédiat de ce lemme nous avons, si ’application 7, est maintenant
lapplication qui & p; associe p;1(modulo n), le lemme suivant :

Lemme 2.11.10 ° uwngsu?jl ssi il existe un entier k tel que m =k X n.

n+k _ ,k
o uy ™t =uy .
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On considéere dorénavant que 'application 7, est 'application 7, (p;) = pi+1(modulo n).
Montrons qu’avec ce choix pour m, les applications u,,_ , n € IN permettent de distinguer
les rétractions p,,.

On notera dans la suite 7, (p;) par p;11 sous entendu que 7, (p,) = pi.

Rappelons que €y dénote la fonction constante qui a x € D associe ). Il est clair que
c’est une rétraction.

Lemme 2.11.11 Si e<,u,, alors o(e) = €p.

Preuve

1. On montre qu'il existe un p; € A, tel que €(p;) = (). Il est alors clair que pour tout
entier r assez grand et pour tout j <1 € (p,) =

Supposons que pour tout p € A, on a €(p) = u,, (p).

Soit € D. Si u,, () = 0 alors e(z) = ().

Sinon uy, () = piy41 U+ - Up;41 soit {pi,,---,p;,} € {z}. Pour tout j <lona:
Un, (T) = Piy 1 U Upia

U, (Pi) U -+ - U i, (i)

€(pi,) U---Ue(p;,) d’apres 'hypothese

€(pi, U---Up;,) par croissance

e()

Un, ()

Ainsi u,, = € ce qui est en contradiction avec I’hypothese initiale.

N IN 1IN

2. Supposons maintenant que ’on a r = n X m+k un entier tel que, pour tout p € A,
¢(p) = 0. Montrons que, pour tout xz € D, € (z) = ().
L’application C'omp, étant croissante, voir la proposition 2.6.15, €" < u; .
Siul (x) =0 alors €"(x) = 0.
Sinon U;n (33) = Pir+k U - - Upiqp 01 {piU T 7pi1} cuz.
On a donc, pour tout p; € {pi,,---,pi}, € (p;) = € (x) Nuy (p)).
Ainsi 0 = (€"(x) N piyx) U~ U (€(x) N pigr) = € () N (i U+ -+ Upjpx) car D
est distributif.
Comme €' (z) C pj, 1k U -+ - Up; 4, on en déduit que €' (xz) = 0 et que € = €y p.

O

On peut alors conclure la démonstration du théoreme.

Pour 1 <k <n&l pp(ur,) = €p et pp(ur,) =ur # €.

Par suite p, # py si n # m, si n,m > 1.

Enfin po(ur,) = u quelque soit n d’olt p, # po pour tout n > 1.
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Chapter 3

L’incomplétude de la sémantique
stable

On a présenté dans le chapitre précédent une construction de modele fortement stable. Et
on a vu comment construire les analogues stable et fortement stable des modeles usuels
de la sémantique continue (modele D, de Scott, modele de Park, modele d’Engeler). Il
est naturel de se demander si un modele continu donné a la méme théorie équationnelle
que son analogue stable, ou fortement stable. Honsell et Ronchi ont conjecturé que
Do et son analogue stable ont la méme théorie [36]. Cette conjecture, étendue au cas
fortement stable, est prouvée dans [33]. Noter la différence par rapport au A-calcul typé
(PCF) pour lequel, comme on vient de le dire, les modeles standards ont des théories
différentes. On retrouve un résultat analogue dans la sémantique du A-calcul pur, en
considérant un modele non standard (en ce sens ici qu'il est non semi-sensible, i.e. qu’il
égalise des termes résolubles a des termes qui ne le sont pas), a savoir le modele de
Park. Nous montrons ici que le modele de Park continu, son analogue stable et son
analogue fortement stable ont des théories différentes. Et que de plus, celle du premier
est incomparable avec chacune des deux autres. Cette derniere assertion infirme une
autre conjecture de Honsell et Ronchi qui affirmait que la théorie du modele stable est
strictement incluse dans celle du modele continu [36].

Une autre question naturelle est de se demander si ces classes de modeles sont completes,
c’est-a-dire si elles contiennent toutes les A-théories. Elle a été soulevée par Honsell et
Ronchi pour la classe des modeles continus (appelés par eux modéles topologiques), et ces
auteurs y ont répondu négativement [37]. Plus précisément, ils ont montré qu’il n’existe
pas de modele continu dont la théorie est T5g, ou T3z est la théorie contextuelle induite
par ’ensemble des termes essentiellement clos.

Leur démonstration consiste a supposer 'existence d’'un modele continu, D, ayant 155
pour théorie, et a exhiber deux termes U et V' tels que :

e U =V est une équation de 75, et
e U et V sont distingués dans D.

La complexité de la démonstration vient de ce que le premier point y est établi syntaz-
iquement : ceci oblige & montrer par induction sur le contexte C[ ] que C[U] € A? ssi
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C[V] € AD.

En fait, les termes U et V sont distingués dans tout modele continu D satisfaisant :
1. D est extensionnel,
2. ()2 =p Q,
3. Az ()(Q)z =p Q,
4. Q #p \x Q,

ou  est le terme (Az (x)z)\x (z)z, et ol =p est la relation induite par I’égalité de D
sur l’ensemble des A-termes.

Il est possible de donner une démonstration sémantique de I'incomplétude de la classe
des modeles continus, en utilisant ['analogue stable, Py, du modele de Park. En effet,
on peut montrer tres facilement que ce modele satisfait les quatre conditions ci-dessus
et égalise U et V', ce qui prouve que sa théorie n’est la théorie d’aucun modele continu.
Il en résulte une grande simplification technique.

Qu’en est-il des modeles stables 7 Le principal résultat de ce chapitre est I'incomplétude
de cette classe de modeles. Mais il nous faut préciser ce que nous entendons par “la
classe des modeles stables”.

Les différentes c.c.c. de la sémantique stable ont été examinées par Amadio dans [3].
Dans la structure la plus générale (C'PO,), la stabilité est définie par la propriété de com-
mutation aux infs finis d’éléments compatibles, mais elle n’est plus équivalente a la défi-
nition intuitive de la stabilité donnée par Berry, voir [14] ou la page 12 de I'introduction.
Pour avoir cette équivalence, il faut ajouter aux axiomes définissant la structure une
propriété de finitude : la non existence d’une chaine infinie décroissante d’éléments com-
pacts. On est alors amené a considérer des structures comme les DI-domaines, les do-
maines stables bi-finis d’Amadio, etc..., dans lesquelles les fonctions stables peuvent étre
représentées par des traces stables. Si on s’intéresse a la modélisation de ’aspect opéra-
toire du A-calcul, la notion de stabilité n’a d’intérét que dans une c.c.c. ou la stabilité
(interne) correspond bien a la notion intuitive de stabilité ; notons (x) cette condition.
La classe de modeles stables considérée ici est celle des DI-domaines. Cependant, notre
démonstration n’utilise pas les propriétés spécifiques de ces derniers (distributivité et
existence d’un sup pour les sous-ensembles majorés), mais seulement le maniement des
traces stables ; elle reste donc valable, moyenant des adaptations de détail, dans toute
c.c.c. de la sémantique stable vérifiant la condition (x).

Notre démonstration est sémantique et est similaire a celle décrite ci-dessus pour le cas
continu : nous considérons un modele particulier dont nous prouvons que la théorie n’est
la théorie d’aucun modele stable. Ce modele est I’analogue fortement stable, Py, du
modele de Park. En outre, nous montrons que la théorie Th(Pys) de Py, n’est la théorie
d’aucun modele continu.

Nous renforcons ensuite ces résultats d’incomplétude en exhibant un ensemble fini, F,
tres simple, d’équations et d’inéquations, tel que :
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1. F est contenu dans Th(Py,) et dans T4y, la théorie contextuelle induite par I'ensemble
I
des termes essentiellement AI-clos (qui en fait contient Th(Ps) et Th(Pys)) ;

2. F n’a pas de modele stable, ni de modele continu.

Enfin, on peut se demander si 'incomplétude de la classe des modeles stables ne pourrait
pas étre prouvée a I'aide d’'un modele continu particulier, plutot que d’un modele forte-
ment stable. La démonstration dont nous venons d’expliquer le principe exploite le fait
que le modele fortement stable standard de PCF comporte moins de fonctions que son
analogue stable. Par contre, il y a des fonctionnelles continues qui n’existent pas dans
le cas stable, et cette propriété permet, dans le cas typé, de montrer que les modeles
standards, continu et stable, de PCF ont des théories incomparables. Malheureusement,
lorsqu’on cherche a construire des termes du A-calcul pur qui exploitent cette situation,
on tombe sur des problemes de définissabilité. Le chapitre suivant présente une alterna-
tive a cette idée. En exploitant la différence entre ’ordre extensionnel et 1’orde stable
on arrive a construire, en utilisant une technique de forcing dans les modeles continus,
un modele de segment initiaux dont la théorie n’est la théorie d’aucun modele stable et
d’aucun ¢-modele fortement stable.

3.1 Les modeles P

Soit Ps (resp. Pys) le modele de Park stable (resp. fortement stable) construit sur un
ensemble d’atomes réduit & un élément (voir page 67 pour la construction détaillée dans
le cadre fortement stable). Posons pg = A = {ap} (= Dy).

Noter cependant que tous les résultats qui suivent valent pour un modele construit sur
un ensemble d’atomes quelconque, moyennant certaines complications techniques dans
les démonstrations.

Dans tout le reste de ce chapitre, la lettre P désigne simultanément les deux
modeles, P, et Py,.

Les deux lemmes suivants énoncent les quelques propriétés de P (i.e. communes aux
deux modeles) dont nous aurons besoin pour montrer nos résultats d’incomplétude.

Noter que le théoreme 2.9.2 — qui précise comment se calcule 'interprétation d’un terme
dans un modele fortement stable construit a la Krivine — et le théoreme similaire qui
vaut dans le cas stable (cf. [47]), rendent les preuves de ces lemmes tres faciles.

Lemme 3.1.1 Soient ay, -+, a, € P. Alors :

st Y oa; 2
(po)al...an:poﬂalﬁ...ﬂan:{go Sinon‘l_po

Preuve L’assertion suit de (pp)a = {f ; Ih C a, i(h,B) € po}, et du fait qu'on a
i(h,B) € possi h={ap} et B = .
(I

Lemme 3.1.2 Les modeéles P vérifient :
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(1) " =po={a},

(ii) (Ax Q)" = {i(D, a0)},

(iii) Q2 et (A\x Q)* sont incompatibles,

(iv) (25)Q* = Q% () (A\x Q)* =0 et (Ax (Q)(Q)z)* = QF,

ou Q est le terme (A\x (x)x)\x ().
Preuve (i) Posons 0 = Az (z)z. On a
O = {3: 30 C &, i(h, ) € &) et

0" = {i(k,v) ;v € (k)k et k minimal pour cette propriété}.

Soit alors 3 € Q*. On a 8 € (h)h, avec h minimal pour cette propriété et h C 6*. On en
déduit qu’il existe b’ C h tel que i(h', 3) € h. On a donc i(h', §) € 6*, et la minimalité
de h impose h' = h, i.e. i(h,3) € h. Mais le seul élément de la trame de P qui vérifie
une telle propriété est i({ap}, ap) (€ {an}). Ceci établi que Q* C {ap}.

Pour avoir I'inclusion inverse, il suffit de montrer que i({ap}, ) € 0* et {ap} C §*. Le
deuxieéme point est conséquence du premier, puisque i({ag}, ag) = {ap} ; le premier suit
de ap € ({ap}){an} avec {ap} minimal pour cette propriété. Et ceci est assuré par le
lemme précédent.

(ii)) On a (Az Q)* = {i(h, B) ; B € Q* et h minimal pour cette propriété}. D’ou (Az Q)* =
{i(0, B) ; B € Q*}, et le résultat suit de (i).

(iii) On a ay = i({an}, ap), donc F(2*) = {({ao}, a0)} ; d’autre part F((Azx Q2)*) =
{(0,a0)}. Mais {({ao}, apn), (0,ap)} n’est pas une trace, d’apres le théoréme 1.5.2. Par
extensionalité, on en déduit que {ap} et {i((), )} sont incompatibles.

(iv) Les deux premieres égalités résultent immédiatement des points (i) et (ii) et du
lemme précédent. Quant a la troisieme, elle suit de

(Az (2)(Q)z)* = {i(h,a) ; a € (po)(po)h et h minimal}
et du lemme précédent.
O
3.2 Le théoreme d’incomplétude stable

Nous pouvons maintenant montrer que la classe des modeles stables est incomplete vis-
a-vis du A-calcul. Plus précisément, nous prouvons le :

Théoreme 3.2.1 La théorie de Py n'est la théorie d’aucun modele stable.

La preuve de ce théoreme consiste :
e 2 exhiber deux termes X et Z qui sont égalisés dans Py, et
e & montrer qu’il n’existe pas de modele stable D vérifiant

1. D est extensionnel,
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2. (NQ =p Q,
3. (W)Az Q #p Q,

et qui égalise X et Z.

En effet, le lemme 3.1.2 assure que Py, satisfait ces trois conditions.

L’idée qui permet de trouver les termes X et Z est la suivante : Berry [15] a montré que
tout modele stable de PCF contenait une fonction stable non séquentielle, gr (définie
dans 'exemple 2 de la section 2.3). Cette fonction n’est donc 'interprétation d’aucun
terme de PCF. Elle permet de construire des termes X', Z' de PCF qui sont distingués
par gr dans tout modele stable de PCF, alors qu’ils ne le sont par aucun terme de PCF.
Ceci implique qu’il n’existe pas de modele stable fully-abstract de PCF. Nous donnons
ci-dessous une variante non typée g de gr, a partir de laquelle nous définirons nos termes
X et Z, et qui les distinguera dans tout modele stable vérifiant les conditions (1), (2) et

(3)-

Soit D un DI-domaine, et a, Vrai, Faux des points de D vérifiant :
e Vrai et Faux sont incompatibles,
e a < Vrai.

Alors a #? Fauz et :

Proposition 3.2.2 I existe une fonction stable g de D* dans D qui vérifie :
(i) g(a,Vrai, Faux) = g(Fauz,a,Vrai) = g(Vrai, Faur,a) = Vrai ;
(i1) g(a, Fauzx, Vrai) = g(Vrai,a, Fauz) = g(Faux, Vrai,a) = L.

Preuve D étant algébrique, il existe des compacts v, f, incompatibles, tels que v < Vras
et f < Fauz (sans quoi 'ensemble A = {hV k; h < Vrai, k < Fauz} serait filtrant et
on aurait UA = Vrai V Fauz). Soit alors g la fonction de trace :

T?“(g) = U {((L,U,f), p)’ ((f,L,U), p): ((Uafa J—)a p)}

L<p<Vrai
p premier

Il est facile de vérifier que 1’ensemble ci-dessus est bien une trace (i.e. qu’il satisfait les
conditions de I’analogue du théoréme 1.5.2 pour les fonctions de plusieurs variables), et
que la fonction associée vérifie les égalités (i) et (ii).

(I

Proposition 3.2.3 Soit (D, F,G) un modéle stable vérifiant les conditions (1), (2) et
(3). Alors dans D on a :
o OF et Ax QF incompatibles.

e ()L < Q.
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Preuve
o F((\xQ)")Z F(Q):

En effet , supposons que F((Az Q)*) C F(Q*). Par (1) on a G o F = id, et donc
(Azx Q)* < Q*. D'ou:

Q= Az Q)*(Az Q)" < (29)(Az Q)" < (Q")Q" = Q" par (2),
et (Q) Az Q =p Q, ce qui contredit (3).
e O* et (Az 2)* sont incompatibles dans D :

En effet, si on suppose que Q* et (Ax )* sont compatibles dans D, on a aussi F(2*)
et F'((Az 2)*) compatibles (car F' est croissante), ce qui signifie qu’il y a une trace qui
contient simultanément F'(Q*) et F((Az ©)*).

Ona (Ax Q)* =G({(L,k); k£ <Q*}), et donc F((Azx Q)*) = {(L, k) ; k < Q*}, puisque
FoG =1d.

D’autre part, on a (Q*)Q* = U{k ; Ih < Q*, (h,k) € F(Q*)}, et par (2) :
E<Q = 3h <O (hk) € F(QY).

Le théoreme 1.5.2 impose alors h = L pour tout (h, k) € F(2*), par compatibilité de
F(Q*) et F((Azx Q)*). D’ou F((Az Q)*) C F(Q*), en contradiction avec le premier point.

o ()L <Q:
On sait déja que (%)L < Q* (par (2)). Supposons qu’il y ait égalité. Alors :
Q)L =U{k; (L k) e F(Q)} =Q".

Soit k < Q* ; il existe &' < (%)L tel que (L, k") € F(Q*) et K <k';on aalors (L, k) €
F (), par le théoreme 1.5.2. On en déduit F((Ax ©)*) C F(Q2*), en contradiction avec
le premier point.

O

Remarque : On peut en fait montrer que dans tout modele stable D extensionnel
satisfaisant (T)T =T et (I)Ax T # T pour T € A” on a T* et Az T™ incompatibles et
(T*)L < T*. Nous avons ici choisie de privilégier les termes et Az ) car on sait que
dans les modeles P on a (2)Q = Q et (Q)Ax Q # L

Counsidérons alors les termes :

X=A\r\z (Q)W1W2W3 et Z= \x )z (Q)W4W5W6, ou
Wy = () (Q)z Q AIyQ Wy = () )z AyQ Q
Wy = () \yQ ()z Q Wy = (x) Q@ (2)z \yQ
Wy = () Q AyQ (Q)z We = () Aoy Q ()=
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Intuitivement, ) correspond a Vrai, Ay Q correspond a Faux, et (Q2)z correspond a a,
une fois substitué L a z. Si l'on substitue g a x et L a z, on constate que le triplet
Wi, W,, W3 correspond au cycle sur lequel g vaut Vrai, tandis que Wy, Ws;, W;s
correspond au cycle sur lequel g vaut L.

Soit alors (D, F, G) un modele stable vérifiant les conditions (1), (2) et (3).

Nous venons de montrer que dans un tel modele D on a effectivement Q* et (Azx Q)*
incompatibles et (2*)L < Q*. II suffit alors de poser Vrai = Q*, Fauxr = (Ax Q)* et
a = ((Q2*)L1), et de considérer une fonction stable g de D? dans D vérifiant les conditions
de la proposition 3.2.2. Notons aussi g le code de cette fonction dans (D, F,G). On a
Wilg/z, L/z] =p Q, pour 1 < i < 3, et Wi[g/z,L/z] =p L, pour 4 < i < 6. D’ou
(X)gL=p(Q)QQQ=pQ et (Z)gL=p ()L LL<pQ Onen déduit que
(X) g L#p(2) gL

Revenons maintenant au modele de Park fortement stable, Py,. Pour établir le théoreme 3.2.1,
il suffit de montrer :

Proposition 3.2.4 X = 7 est une équation de Pr,.

Preuve Dans cette démonstration, nous abregeons (Ay Q)* en AyQ*.

Les termes X et Z sont égalisés dans Py, ssi (X*)fa = (Z*)fa pour tous a, f € Prys.
(Par extensionnalité de Py, ou encore parce que X et Z ont chacun deux A en téte.)
D’apres le lemme 3.1.1 on a :

(X*)fa = { {ap} sipour tout i € {1,2,3} ag € W;[f/x,a/z|*

0 sinon.
Bt (2°) fa = {ap} sipour tout i € {4,5,6} ag € W;[f/x,a/z]*
- 0 sinon.

Le modele étant extensionnel, tout point de Py, est le code d’une fonction fortement
stable de Pyy dans Py,. Ainsi, il existe une fonction fortement stable f de Pfsg dans Py,
telle que f(u,v,w) = (f)uvw, pour tout (u,v,w) € Pys°.

Supposons que (X*)fa = {ag}. Alors ap € F, My, (9)a) N F((2%)a, QF, AyQ*) N
F(AyQ*, (2%)a, Q2F).

Deux cas sont a distinguer :

L. ap € a. Alors (2%)a = Q* = {ap}. Ainsi :

ag € Wilf [z, a/z]" = f(Q, A, Q%) = Ws[f/x,a/2]".
ag € Walf/x,a/z]" = f(Q7, Q" \yQ") = Wilf [z, a/2]".
ag € Wa[f/z,a/z* = FyQ, QF, Q%) = We[f /2, a/2]".
Donc o € (Z*) fa, et ( *)fa—( ) fa.

2. ap ¢ a. Alors (2*)a = 0.
On a ag € f(, Ay, 0) N F(0, 0, \y*) 0 f( Ay, 0,Q%).
Or A = {(", \yQ*, 0), (0, %, Ady2*), Ay, 0, Q%) } est dans C(Py,*), car pour tout
i€{1,2,3}, (A); ={0,0*, \yQ"} € C(Pys).
La fonction f étant fortement stable, on a aq € f(( Ay, 0) N (0,98, Ayt N
Ay, 0,Q%)) = f(0,0,0). D’otr, par croissance de f :
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ap € Wylf/x,a/z]* " W5[f/x,a/z]* " Ws[f/z,a/z]*, et donc o € (Z7) fa.
On en déduit (X*)fa = (Z*) fa.

Un raisonnement analogue montre que si (Z*)fa = {ap}, alors (X*)fa = {ap}.
|

Noter que I'argument montrant que A est une partie cohérente est celui utilisé dans la
section 2.3, pour prouver que la fonction de Berry n’est pas fortement stable.

3.3 Cas des modeéles continus

Comme nous I'avons rappelé dans I'introduction, 'incomplétude de la classe des modeles
continus est un théoréme de Honsell et Ronchi [37]. Ces auteurs ont montré, a I’aide d’un
argument syntaxique non trivial, qu’aucun modele continu n’a Tz pour théorie (T est
la théorie contextuelle induite par ’ensemble des termes essentiellement clos).

Nous donnons ci-dessous une démonstration sémantique de I'incomplétude de la classe
des modeles continus, en montrant le :

Théoréme 3.3.1 La théorie de P n’est la théorie d’aucun modéle continu.
Rappelons que P désigne simultanément Py et Py,. Le théoreme 3.2.1 donne le :

Corollaire 3.3.2 La théorie du modéle de Park fortement stable n’est la théorie d’aucun
modele continu, ni d’aucun modeéle stable.

Notre preuve utilise les mémes termes U et V que ceux considérés par Honsell et
Ronchi [37] :
U= M\zx\z (Q) U1 UQ,

oulU; = (z) (Q)z Qet Uy =(z) 2 (Q)z. Et
V= XxAz (Q) Vg,

ou Vp = (z) (Q)z (2)=.
Lemme 3.3.3 Soit D un modéle continu vérifiant :

1. D est extensionnel,

2. () =p Q,

3. Az (2)(Q)x =p £,

4. Q #p Ax Q.

Alors, les termes U et V' sont distingués dans D.
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Preuve Rappelons que dans la sémantique continue, ’ordre sur les fonctions est 'ordre
extensionnel. Soit D un modele continu vérifiant les quatre hypotheses. La condition (3)
implique (3") : (2)(2)e =p ()¢, pour tout ¢ € D. Il s’agit de trouver des points a et
[ de D tels que (U*)fa # (V*)fa. Nous reprenons les contre-exemples construits par
Honsell et Ronchi, pour montrer que U et V sont distingués dans un modele continu
ayant T pour théorie [37]. Deux cas sont a distinguer :

L. (2%)e < Q pour tout ¢ € D. Alors Q* < (Azx Q)* et (%)L < Q* (par (1) et (4)).
Prendre a = L et f (le code de) la fonction définie par :
Az Q) stz £ ()L
jg = { G =)

O sinon.

Il est facile de vérifier que la fonction f est continue, et qu’on a (U*)fL = Q* et
(V*)fL = (@)L (par (2) et (3)).

2. 1l existe ay € D tel que (Q2*)ag £ Q. Alors (%)L < (2%)ap (sans quoi on aurait
(Q*)ap < QF, par (2)). Prendre a = ag et f (le code de) la fonction définie par :

f(z):{Q* si z £ QF

1 sinon.

Il est facile de vérifier que la fonction f est est continue, et qu’on a (U*) fay = ()L
et (V*)fap = (*)ap (par (3%)).

O

Lemme 3.3.4
(i) Les modeéles P vérifient les quatre conditions du lemme précédent.
(ii) Les termes U et V' sont égalisés dans P.

Preuve (i) Suit immédiatement du lemme 3.1.2.

(ii) Les termes U et V sont égalés dans P ssi (U*)fa = (V*) fa, pour tous a, f € P. Les
modeles P étant extensionnels, il existe une fonction stable f de P? dans P telle que
f(u,v) = (f)uv, pour tout (u,v) € P2 Le lemme 3.1.1 nous donne :

(U fa=poNUL[f/z,a/z]" "U[f[z,a/z]" et (V*)fa =poNVo|f/x,a/z]".

Or Uy[f/x,a/z]* = f((2)a, Q%) et Us[f/x,a/z]* = F(QF, (Q%)a). Comme (Q2")a C
pour tout a € P, d’apres le lemme 3.1.1, on peut employer la stabilité de f :

FIQ)a, ) 0 f(Q7, (Q)a) = F((2)a, (2)a) = Vilf /x,a/2]".

Donc (U*)fa = (V*) fa, pour tous a, f € P.
O

Cela établit le théoreme 3.3.1, et termine notre preuve sémantique de I'incomplétude de
la classe des modeles continus.
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Proposition 3.3.5 La théorie du modéle de Park continu est incomparable avec celle
de son analogue stable et avec celle de son analogue fortement stable.

Preuve Notons P, le modele de Park continu. On a Th(P) € Th(P,) par ce qui précede
(il suffit de considérer U et V'). Le résultat inverse suit de ce que P, égalise tous les
termes non résolubles clos d’ordre zero [37], alors que P distingue, par exemple, € et
(Q)Az Q (lemme 3.1.2).

|

3.4 Renforcement des résultats d’incomplétude

Dans cette section, nous montrons que I'incomplétude de la classe des modeles stables et
celle de la classe des modeles continus sont dues a un ensemble fini tres simple d’équations
et d’inéquations entre termes du A-calcul pur.

Définition 3.4.1 Etant donné un ensemble F fini d’équations et d’inéquations, nous
dirons qu’une \-théorie T contient F si :

1. les équations de F appartiennent a T,
2. u = v nappartient pas a T si u # v appartient a F.

Nous dirons que F est consistant s’il existe une A-théorie qui le contient, et que Fest
équivalent a F' si F et F' sont contenus dans les mémes \-théories.

Noter que si T est une A-théorie contenant F et si 7' C F, alors 1" contient F'.
Soient € = AyAz (y)x et I = Az z. Posons :
Fi={e=1, (9)Q=0Q, X =2, () x Q #Q},
Fo={e=1I1, (=0, \x (Q)(Q)zx=Q, U=V, Az Q#Q}, et
F={e=1I1, (D)Q2=0, Mz (Q)(Qx=Q, X=2,U=V, (QAz Q+#Q}.
Proposition 3.4.2 F est consistant mais n’a ni modele continu ni modele stable.

Preuve Remarquons F est équivalent a F; U F.

D’apres les lemmes 3.1.2 et 3.3.4 et la proposition 3.2.4 on a F C th(Py).

Le travail effectué dans la section précédente assure que F; n’a pas de modele continu,
et celui effectué en section 3.2 assure que F; n’a pas de modele stable.

0.

Proposition 3.4.3 Th(P) C T

T?;
théorie contextuelle induite par ’ensemble des termes essentiellement A -clos.

ou P désigne simultanément Py et Pyy et Tio est la

Il est immédiat que Q et (Q2) Az Q sont distingués dans TE ; pour montrer que F est inclu
dans T@, il suffit donc de prouver que la partie équationnelle de F est contenue dans
T/T?' La preuve de cette proposition étant assez longue et technique, nous lui consacrons
la section suivante. Cependant, prouver directement que 755 contient J supposerait

notamment de montrer que X = Z est une équation de Ty, ce qui conduirait a une

T?)
démonstration syntaxique nettement plus compliquée. Par ailleurs la proposition est

intéressante en soi puisqu’elle donne un sens opérationnel a I’égalité dans P.
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I

3.5 La théorie de P; et celle de Py, sont incluses dans

T'w
AI

Pour prouver cette assertion, nous utilisons une notion d’approximation que 1’on donne
en annexe, page 117.

Rappelons qu'un modele D satisfait la propriété d’approximation si on peut y in-
terpréter ¢y par py < (Az z)* de telle sorte que AF,,(¢); . est filtrant et ¢[a/z]" =
UAF,,(t); 5 pour tout ¢[7] et tout @ € DU@),

Revenons maintenant a P (rappelons que P désigne simultanément P et Py, ), et posons
po = {ap}. On apy C (Ax x)* car ap = i({aw}, ).

Proposition 3.5.1 Si on interpréete la constante ¢y par po, alors P satisfait la propriété
d’approximation.

Nous donnons en annexe, page 117, la preuve que tout modele régulier contenant une
suite croissante de projections (p,), de sup 'identité, satisfait la propriété d’approximation.
C’est le cas de P : prendre p, = {i({a},a) ;a € D, }.

La preuve de cette proposition étant longue et sans difficulté particuliere, nous ’'omettrons
ici.

Nous pouvons maintenant passer a la preuve de la proposition 3.4.3 proprement dite.

La notion de AI-terme (clos) s’étend a A(cp) en considérant ¢ comme un AI-terme (clos).
Nous désignons par AY (resp. A%p)) 'ensemble des termes essentiellement AI-clos de
A (resp. de A(cy)), c’est-a-dire 'ensemble des termes qui se f-réduisent & un A/-terme

clos.

Commencons par montrer que dans P, 'interprétation d’'un A\I-terme clos contient tou-
jours py (= {ap})-

Lemme 3.5.2 Soit u = ulz,z1,---,x,] € A tel que v € Vi(u).
Alors Po Z U[@/x,po/xl, Tt 7p0/xn]*-

Preuve Par induction sur u. On abrege [0/, po/x1,+ "+, po/xn] en [].
e Siu=uz,onaul]*=0.
e Siu=Ayv,onavic/yl > (Ay v)cy = (u)c.
Par hypothese d’induction on a py Z v[co/y][]*, puisque v]cy/y] est B-normal et que
x € Vi(vieo/y]). Mais vico/y][]* = ((u)co)[]* = (u[]*)po- Si on avait py C ul]*, on
aurait v[co/y[]* 2 (po)po = po, contradiction.

e Siu=(&)uy- - uy, ou & désigne une variable ou bien ¢ :

— & = x donne uf]* = (D)ur[]* - - un[]* = 0.
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— & =y # v ou & = ¢ implique ul]* = (po)ur[]* -+ - um[|*. Mais x € Vi(u) ;
il existe donc un j tel que x € Vi(u;). L’hypothese d’induction donne p, €
u;[]* 5 on en déduit u[]* = 0, d’apres le lemme 3.1.1.

O

Proposition 3.5.3 Supposons que u € A%(cy) est 3-normal. Alors u* D py.
Si de plus u est de la forme (co)uy - - - ug, alors u* = p,.

Preuve La premiere partie se montre par induction sur u :
e (Cest évident pour u = cy.

e Si u = (v)w, alors v et w satisfont les hypotheéses de la proposition et on a py C
*

v*, w*, par hypothése d’induction. D’ou (py)po = po C u*.

e Siu= A\ywv,alors Vi(v) = {y}, puisque u est clos, et v[cy/y] satisfait les hypotheses
de la proposition. D’ot, par hypothese d’induction, py C (v[po/y])* = ((Ay v)*)po =
(u*)po-

Or u* = {i(k,) ; B € v[k/y]*, k minimal pour cette propriété}. On en déduit
que, ou bien (0, g) € u*, ou bien i({ap}, ) = v € u*.

En appliquant le lemme précédent a v, on obtient oy ¢ v[d/y]* (car py = {ap}).
On a donc pg C u*.

Pour la deuxieme assertion, il suffit de remarquer qu’on a u! O p, pour tout ¢, puisque
les u; sont S-normaux et dans A%cp) ; on en déduit u* = py, par le lemme 3.1.1.
O

Corollaire 3.5.4 Soit t € AU. Alors :
(Z) t* 2 Po
(i1) si t est (non résoluble) d’ordre 0, on a t* = py.

Preuve (i) Si t se f-réduit a un AI-terme clos ¢, il est clair que "approximant direct ¢
de t' est un Al-terme clos de A(cy). Mais ¢, € A, donc on a ()" D (t,)* 2 po, par la
proposition précédente.

(ii) Si ¢ est d’ordre de fonctionnalité 0, il se -réduit a un A/-terme clos #', qui est aussi
d’ordre 0, et donc non réoluble. Tout élément u de AF(t') est de la forme (co)u - - - U,
ou les u; sont aussi des AI-terme clos. La proposition précédente nous donne u* = py ;
on en déduit t* = " = py, par la propriété d’approximation.

(I

Lemme 3.5.5 Soit w € A, un terme clos qui n’est pas essentiellement un Al -terme.

Alors py = {an} € w*.

Preuyve Par induction sur la longueur de w. Noter que I’hypothése équivaut a w ¢ Ay,
puisque w est F-normal.
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e Si w ne commence pas par A, il est de la forme (¢p)w, - - - w,, avec wy, - -+, w, clos
et w; ¢ A; pour un certain j. On a alors py £ wj par hypothese d’induction, et
donc w* = 0, d’apres le lemme 3.1.1.

e Si w = Az s, nous distinguons deux cas :

— 2 ¢ Vi(s). Alors s est clos et on a w* = {i(, 3) ; B € s*}; don ap ¢ w*.

— x € VI(s). Dans ce cas s[cy/z] est clos et n’appartient pas a A;. On a donc
ap ¢ s[{ao}/x]*, par hypothese d’induction.
D’autre part on a w* = {i(k,3) ; B € s[k/x]*, k minimal}. Il est alors clair
que la condition ap € w* équivaut a ay € s[{ap}/x]*, ce qui termine la preuve.

O

Pour établir que Th(P) C T, il suffit de montrer que P n’égalise jamais un terme
I

essentiellement AI-clos a un terme qui ne ’est pas. En effet, supposons que P satisfait

cette propriété et prenons u,v tels que u =p v. On a alors Cu] =p Clv] pour tout

contexte C[ ], et donc C[u] € AY ssi Clv] € AY.
Soit donc u € A_‘} et v & A_‘}. On a u* D py, d’apres le corollaire 3.5.4.

Notons qu'un terme essentiellement A/-clos est un terme qui est essentiellement clos et
essentiellement un A/-terme, et distinguons deux cas :

Si v n’est pas essentiellement clos, il existe une variable libre x de v qui figure dans
tous les éléments de AF(v). Soit alors [] une interprétation des variables libres de v
dans laquelle z est interprétée par () et les autres variables sont interprétées par py. On
a pp € wl]*, pour tout w € AF(v) (lemme 3.5.2) ; donc py € v[|* par la propriété
d’approximation, et u #p v.

Si v est essentiellement clos mais n’est pas essentiellement un A/-terme, alors v se (-
réduit a un terme clos v qui n’est pas essentiellement un Al-terme. Montrons que
po € v = v*. Tout élément de AF(v') est clos et n’est pas un A\l-terme ; d’apres la
propriété d’approximation, il nous suffit d’établir que py € w* pour tout w € AF(v').
Ceci est assuré par le lemme précédent.

Cela établi la proposition 3.4.3, et prouve que T35 contient F.
I
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L’incomplétude de la sémantique stable



Chapter 4

Forcing et résultats d’incomplétude

Nous montrons dans ce chapitre deux choses :

e l'incomplétude stable en utilisant un modele continu, c’est a dire cette fois sans
utiliser la notion de forte stabilité;

e l'incomplétude de la classe des i-modeles fortement stables en utilisant ce méme
modele continu.

L’idée est d’utiliser la différence existant au niveau fonctionnel entre ’ordre des modeles
continus d’une part, et celui des modeles stables et fortement stables, de 'autre. Dans
le cas continu il sagit de I'ordre extensionnel et dans les cas stables et fortement stables
il sagit de 'ordre stable.

L’incomplétude stable

La premiere idée suggérée par les résultats du chapitre précédent, est la suivante :
Construire un modele continu extensionnel D; satisfaisant Q<p Az 2 et un ensemble
d’équations et d’inéquations F' alors que dans tout modele stable satisfaisant F' on a 2
et Az  incompatibles (nous choisissons d’utiliser les termes Q et Az €2 tout d’abord par
référence au chapitre précédent, on verra qu’en fait ce choix s’avere étre adéquat). Ainsi
dans tout ces modeles stables nous aurons 'existence d’une fonction g (stable) telle que
g(Az Q%) = L et g(2*) = Q.

Evidemment cette fonction n’existe pas dans D; car elle n’y serait pas croissante. On
peut alors espérer trouver deux termes 7 et 15 égalisés dans le modele continu et dis-
tingués par la fonction g dans tout modele stable qui satisfait F.

On a montré dans le chapitre précédent que dans tout modele stable satisfaisant I’ensemble
F={(Q)2=Q, (DAzr Q # Q} on a Q* et Az Q" incompatibles. Toutefois on verra
page 99 que dans tout modele monotone satisfaisant F' les interprétations de ) et Az
sont incomparables.

Cet ensemble F' ne nous permet donc pas d’atteindre la situation décrite dans le para-
graphe précédent.
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Cependant on va réussir a construire dans ce chapitre, en utilisant une technique de
forcing, un modele de segments initiaux D; qui :

e satisfait un ensemble F, fini, simple, et contenant F', d’équations et d’inéquations
et;

e égalise des termes 1) et T simples.

Puis nous montrerons que dans tout modele stable (DI-domaine réflexif) satisfaisant 7,
les termes T} et T5 sont différenciés par des fonctions stables (qui n’existent pas dans D;).

L’incomplétude fortement stable

Une des fonctions stables utilisées pour distinguer 7} et T, n’est pas forcément fortement
stable, c’est a dire qu’on ne peut pas garantir sa forte stabilité dans le cadre général des
DIC réflexifs (voir I'exemple page 52. Ceci empéche d’utiliser le modele D; et les termes
Ti et Ty pour montrer 'incomplétude de la classe de tous les modeles fortement stables.
En revanche on peut, en utilisant D; et les termes T}, T, montrer I'incomplétude de la
classe des i-modeles fortement stables.

La forte stabilité dépend de la cohérence que ’on se donne sur un DI-domaine. Dans
le cadre tres général des DIC réflexifs on ne peut pas dire grand chose sur la cohérence
sinon que celle-ci est acceptable (voir la définition 2.3.3). Les seules fonctions dont on
est sur qu’elles soient toujours fortement stables, sont les fonctions en estrade (page 42).

Supposons maintenant que nous nous restreignons a la classe des i-modeles fortement
stables que nous avons définie dans le deuxieme chapitre, c’est a dire la classe des modeles
fortement stables engendrés par une hypercohérence H et un isomorphisme de H <+ H
vers H (voir page 65). Dans ces modeles, la cohérence est fortement liée au domaine ce
qui permet d’avoir un controle beaucoup plus grand sur celle-ci. En particulier dans
ce cadre les fonctions utilisées pour établir 'incomplétude stable sont toutes fortement
stables (et on en déduira I'incomplétude de la classe des i-modeles fortement stables).

Fixons quelques points de terminologies.

Dans un modele D on désigne par t* 'interprétation d’'un terme clos ¢ dans D. On
désigne par < l'ordre de D, par = I’égalité induite et L désigne le plus petit élément du
modele.

L’ordre, <, et I’égalité, =, du modele D, induisent les deux relations suivantes sur
I’ensemble des A-termes :

Lh<p ity & t" < 17

ti=p ta & 11" = ty".

On note Az - -+ Az, T* l'interprétation du terme Az - -+ Az, 1T dans le modele D.
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Dans le paragraphe suivant nous tentons de donner les intuitions et les
schemas des idées et techniques utilisées dans ce chapitre.

On veut exploiter la différence d’ordre existant entre les modeles continus d’une part
(ordre extensionnel) et les modeles stables et fortement stables d’autre part (ordre sta-
ble). Pour cela on se sert de fonction test qui nous indiquent ou l'on se situe dans
le modele ceci relativement a certains points particuliers. Ce type de fonctions nous
intéresse directement car ces fonctions dépendent directement de 'ordre du modele.
Une fonction test pour les points aq,- - -, a, d’'un modele continu D est la fonction f de
D vers D définie par :

cL T >a
flz)=9 - :
Cn T > ap
d sinon
Pour qu’une telle fonction soit continue il faut que les points a4, - - -, a, soient des com-

pacts de D et que ¢ > ---¢, > d.

Ce qui nous intéresse est d’avoir un modele D dans lequel on a ce type de fonction
représenté par un terme. De plus il est également intéressant de disposer de fonctions
test relativement a certaines interprétations de termes. Ceci se traduit par le fait que
I’'on veut un modele D et des termes T,7y,---,T,, Uy, -, U,, U € A" tels que :

e INV* > ...>T, " >U*et U >--->U,".
Tl* ZUZUl*
e Pour tout x € D (T*)z =

T, z>U,”
U* sinon

Le terme 1" représente alors une fonction test dans D relativement aux termes Uy, - -+, U,.

De plus on peut alors donner de nombreuses équations et inéquations satisfaites dans le
modele D. Par exemple (T)U; =T et (T)U; # (T)Us.

L’inconvénient d’un tel terme 7" est qu’essentiellement il ne teste qu’un argument. Si on
considére (T*)zy avec x > U," alors (T*)zy = (11")y. Pour pouvoir de nouveau tester y
il faut que le terme 77 soit lui méme un terme représentant une fonction test. Suivant
le nombre d’arguments que l'on veut pouvoir tester avec 7' il nous faut s’assurer que
les résultats obtenus a chaque test soient toujours des fonctions test. Pour cela on va
introduire des fonctions auto-test qui sont des fonctions inductivement de test. Une
fonction auto-test est une fonction test qui rend pour valeur des fonctions auto-test.
Afin de pouvoir tester un nombre quelconque (fini) d’arguments on a besoin de définition
récursive de fonctions auto-test. C’est a dire de fonctions f telles que, pour tout z € D,
f(z) est une fonction auto-test (la valeur de f(x) étant déterminée par la position de x
par rapport a certains points) et il existe y € D tel que f(y) = f. De telles fonctions
sont décrites par un systeme de tests.
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Nous nous contentons de donner un exemple d'un tel systeme; on va décrire celui dont
nous nous servons dans la suite de ce chapitre pour établir les résultats d’incomplétude.

Soit D un modele continu et Wy, Wy, Wo, W5, w, v, u € A avec:

° Wg* < Wl* < WQ* < Wg* < W4* et w* < v* < u*.

Ws* x> u*
Wy* v <z <u* Ws" w >t
e =9y e pcy  CR)T=q W' " <o <u
W(l]* singn W1*  sinon
W3* x> u* Ws* o >u*
* (W57 = { Wg* sinon o (Wo")z =< W' v* <a<u
2

Wo*  sinon
On a ainsi un systeme de tests récursif de fonctions auto test, représentées par les termes
Wy, Wy, W3 et Wy, qui testent leurs arguments relativement aux termes u, v, w.
Insistons sur le fait que ceci n’est qu'un exemple particulier de tels systemes. C’est ex-
actement ce systeme, ou les termes seront instanciés par des termes particuliers, que ’on
utilise dans la suite de ce chapitre (voir le lemme 4.2.6).

Si on a un tel modele D on peut alors dire beaucoup de choses sur la théorie de celui-ci :

e On peut, comme on I’a déja explicité précédement, dégager tres facilement de nom-
breux ensembles F d’équations et d’inéquations satisfaits dans D.

e On peut facilement trouver de nouvelles équations satisfaites dans ce modele, ceci
en utilisant ’ordre induit par D.

Donnons un exemple, qui est celui utilisé dans la suite de ce chapitre (voir le lemme
4.2.11). Considérons les termes :

Ty = Az (Wy)(2)Uy(x)Uy et Ty = Az (Wy)(2)Uy ou Uy et Uy sont deux termes clos tels
que U* < Uy".

Alors on montre facilement que T; = Ty est satisfaite dans D.

Remarquons que pour tout z € D tel que v* < x (Wi")x = (Wy")x = (W3")x.

Soit f € D alors (Tl*)f = (WQ*)(f)Ul*(f)UQ* et (TQ*)f = (Wl*)(f)UQ*

o v* L (/)Ui". Alors (I1") f = (Wi")(f)U2" = (Ix") f.

e Sinon v* < (f)U;" et par croissance v* < (f)Uy" puisque U;* < Us™.
Ainsi dans ce cas (T1°)f = (W5™)(f)Us™ ou (Wy")(f)Us" ce qui est égal a
(W) (U™ = (Tx") f.
On peut ainsi jouer avec les termes Wi, W, et W5 pour égaliser certains termes, ceci de

fagon étroitement liée & 'ordre du modele (dans I’exemple donné ci dessus on utilise ex-
plicitement le fait que U;* < Uy*). On peut évidemment trouver d’autres termes égalisés
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dans D, toujours en utilisant le systeme donné en exemple.
Les termes T; et Ty décrits dépendent du choix des termes U; et Us qui est arbitraire
sous réserve que U;* < Uy*.

Supposons maintenant que ’on a un modele continu D tel que le systeme de tests donné
en exemple soit satisfait dans ce modele (on montre dans ce chapitre qu’il existe une
solution concrete a ce probleme).

On veut dégager du systeme un ensemble F d’équations et d’inéquations tel que dans
tout modele stable (et fortement stable) Dy satisfaisant F les interprétations de U; et
U, soient incomparables ou mieux incompatibles. Ceci nous permettra de montrer que
dans tous ces modeles stables (et fortement stables) on peut séparer les termes 17 et T5.
On obtient ainsi le résultat d’incomplétude voulu. Bien str il faut s’assurer que de tels
termes U; et U, existent.

Supposons que l’on est bien dans ce cas, c’est a dire que dans le modele continu D con-
sidéré on peut trouver :

e U; et Uy deux termes tels que U™ < Uy™.

e Un ensemble d’équations et d’'inéquations Fjycomp satisfaites dans D, tel que dans tout
modele stable Dy = Fincomp alors U™ et Uy™ sont incompatibles dans D;.

Puisque 'on a supposé que D satisfait le systeme donné il est clair que également D | Fy
ou Fy = {Wy # Ws, (Wo)u = Wy, (Ws)w = Wy, (Wy)u = W3} (cet ensemble est directe-
ment donné par la lecture du systeme). Ainsi D = F ot F = Fipeomp U Fo.

Considérons un modele stable D; satisfaisant F. Alors dans D les interprétations de
U, et Uy sont incompatibles. Alors il existe une fonction stable g de D, dans D; telle
que g(U;") = u* et g(Us*) = w*. Une telle fonction f continue de D dans D n’existe
pas car alors elle ne serait pas croissante puisque dans le modele D U;* < U™ et w* < u*.

On montre maintenant que dans tout modele stable D, les termes 77 et T, sont distingués.
Appelons ¢ le code de la fonction g. Alors, puisque D, satisfait Fj :

o (I")g = (W) (9)Ur"(9)Uy" = (W )urw* = (Ws™)w* = Wy,

o (Iy")g = (Wi")(g)Us" = (W1 )u* = W3,

L4 WQ* 7é Wg*.

On réussit a montrer que F U {1} = Tp} € th(D) et pour tout modele stable D;
FU{T\ =T} ¢ th(Ds) ce qui est un résultat d’incomplétude.

On a décrit de facon relativement générale les techniques que 1’on utilise dans la suite.
On construit un modele extensionnel continuD; dans lequel on a la satisfaction d’une
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instance de ’exemple du systeme que ’on a donné.
Plus précisemment dans ce modele les termes utilisés sont les suivant :

e () pour w et Wi.
e ()Az Q pour Uy, v et Wh.
e (V)AzxAy Q pour w et Ws.

e \x (2 pour U;.

Le lemme 4.2.6 décrit exactement le systeme de tests que I’on a donné en effectuant les
instances ci-dessus. Remarquons toutefois que le terme W, est instancié par un point de
D; que 'on note d que I’on ne donne pas comme l'interprétation d’un terme particulier.
On remarque que tous les termes que l'on utilise dépendent exclusivenement du terme
2. Donc la seule chose a faire pour construire le modele voulu (qui est un modele de
segments initiaux) est de faire en sorte que 'interprétation de 2 soit telle que le modele
satisfasse le systeme. Pour cela on utilise une technique de forcing qui est décrite page
100. Du fait que l'on est amené a utiliser le forcing, le choix du terme €2 s’est tres na-
turellement imposé.

Terminons par les résultats d’incomplétude. Pour les établir on procéde exactement
comme dans I’exemple donné. On dégage un ensemble F; d’équations et d’inéquations
satisfaites dans D; (cet ensemble se déduisant directement du lemme 4.2.6). Puis on
montre que dans tous les modeles stables satisfaisant F; les termes (Q2)Az Q et Az Q
sont incompatibles ou incomparables (voir la démonstration du théoreme 4.3.1) et on
déduit 'existence de fonctions stables séparant les termes T} et T5.

De méme on montre que dans tous les i-modeles fortement stables satisfaisant F; les
termes (Q2)Az Q et Az Q sont incompatibles (voir la démonstration du théoréme 4.4.2)
et on déduit 'existence d’une fonction fortement stable séparant les termes 17 et 15.

4.1 La construction du modele D;

Nous voulons construire un modele de segment initiaux D; qui satisfait ’ensemble F;
suivant :

Fr={e=1,(0)Q2 =Q, (Q)Ax Q)2 =Q, ()(Q)Az Q = (Q)Az Q,

(DAz Q)(D) Az 2 = () Az Q, ((Q)Ax Q)Ax Ay 2 = (Q) Az Ay Q,

(DAz Ay Q)Q = (D) Az 2, (Q)Ax Q # Q}.

Ce modele satisfera de plus :

Q, Az Q <p,(Q) Az Q (ou <p, est I'ordre strict associé a <p,);

Az Ay Q, (D) z Q <p,(Q) Az Ay Q;

et égalise deux termes 77 et T qui seront distingués dans tout modele stable satisfaisant
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Fi.

Nous appelleront fragment fondamental de F; ’ensemble :
F ={(2)Q2=Q,(Q)\z Q # Q}.

Regardons ce que ’on peut dire sur les interprétations de €2 et Az {2 dans un modele de
segment initiaux satisfaisant F'.

Lemme 4.1.1 Dans tout modéle monotone D satisfaisant F', Q* et Ax Q° sont incom-
parables et * # L.

Preuve : Puisque D satisfait (Q2) Az Q # Q il est clair que Q* # L.

e Si Az Q<pQ alors Q =p (Az Q)Az Q<p(Q)Ar Q<H(2)Q2 =p Q. On a donc
(Q) Az Q2 =p Q ce qui est une contradiction.

e si Q<pAzr Q alors Q =p (2)Q<p () Az Q<p(Az Q) Az Q =p Q ce qui est une
contradiction.

4.2 L’interprétation du terme () dans un i-modele
continu extensionnel

Nous avons rappelé dans le premier chapitre page 32 la construction de modele continus
extensionnels dans le cadre des espaces de segments initiaux.

Nous nous contentons ici de fixer quelques points de terminologie concernant ces modeles
et de faire quelques rappels.

Un modele de segment initiaux extensionnel D; est un triplet (S(D), F, G) engendré par
une paire (D, i) ou D, la trame du modele, est un ensemble préordonné par un préordre
<; et ¢ est une bijection de D; x D dans D. Rappelons que :

i(a,@)<; i(b, B) & s(b) C s(a) et a<; 3

ou s(u) désigne le segment initial engendré par la partie finie u de D.
Le domaine S(D) est 'espace des segment initiaux de la trame D et est ordonné par
Iinclusion.

Insistons sur le fait que <p, désigne I'ordre du modele D; et que <; désigne le préordre
de la trame D de ce modele.

On note a&;T', pour a € D et T € A, le fait que a € T .
Et on note uC,;T, pour u un sous-ensemble fini de D, le fait que u C T .
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Insistons sur l'interpretation de certains types de termes dans un modele D;.

Soient T, Ti, T5 trois termes clos. Alors :

Az T* = {i(a,0); 0€;T};

Remarquons que si a€; T, pour 7" un terme clos, alors i(a, a)€; Az T' pour tout aC ;D et
i(a,@)<;i(0, ). Ainsi Az T* = s{i(0, «); ag;T}.

Enfin une derniere petite remarque tres utile. L’interpétation d’un terme 7" dans un
modele D; est un segment initial. Ainsi, si I’on montre que uC;T, avec v C D, alors
evidemment s(u)C,T.

Dans un modele de segments initiaux D; , de trame D, on a une condition néces-
saire et une condition suffisante tres simple d’appartenance, pour un élément de D,
a I'interprétation de €2 dans D;. C’est pourquoi le choix du terme €2 c¢’est imposé.

Le résultat suivant est extrait de [40] page 84.

Lemme 4.2.1 1. Pour tout o, € D, i({8},a) = [ implique D; = o€}

2. Si D; = ag) il ezviste deur suites (u)n>0 €t (ay)n>0 0U o € D et a, € Dy
telles que a = <, - <;0, <+, Az (2)x" D s(ag) 2 -+ D s(an) 2 -+, et
i(Gpi1, Oni1) € apn pour tout n € IN.

Preuve :

1. Onai({8},a) € {B}, ainsi a € (s{B})s{F} et ceci entraine que i({ 3}, a)€; Az (x)z.
D'ou {i({8}, ) }CiAx (x)x et donc a€g;.

2. Le fait que a€;Q entraine qu’il existe ayC; Az (x)z tel que i(ap, @)€; Az (x)z. On en
déduit que a € (s(ag))s(ap) d’out existence de byCss(ag) tel que i(by, ) € s(ayg).
Ainsi i(by, &) minore un élément de aq et la surjectivité de i nous assure que l'on a
i(by, @) <ji(ai, 1) € ap et donc s(by) 2 s(ay) et ay = a<;aq. Du fait que s(by) C
s(ap), on a s(ag) 2 s(ay) et puisque i(ay, 1) € apCAx (x)z on a oy € (s(ay))s(ay).
Et on réitére I’'opération.

O

Forcing extensionnel sur les :-modeles continus

Définition 4.2.2 Une condition de forcing est une injection partielle de Dy x D dans
D.

Soit D un ensemble dénombrable et «, § deux éléments de D. On dit que la condition
de forcing p force extensionnellement o < 3, en abrégé p I a < 3, si pour toute
bijection ¢ de Dy x D prolongeant p on a a<;[3.

On note p Ik « € s(u), ot u C D, le fait que p Ik o < 8 pour un élément 3 € u.
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On se donne un ensemble D dénombrable. On fixe une énumération de D, c’est a dire
une bijection de IN sur D, et une énumération de Dy x D. Le rang d’un élément 6 de D
(resp. d’un élément (c,?) de Dy x D) est son rang dans I’énumération de D (resp. de
Df X D)

On se donne également h C D et py une injection partielle de Dy x D dans D telle
que :

1. D\ Im(py) est infini.
2. Dom(py) ne contient qu'un nombre fini de couples (¢, ¥) tels que ¢ est un singleton.

On va construire par forcing une suite (p,,),>0 et une suite (6,,),>0 d’éléments de DU {x}
telle que :

e Le premier élément de la suite (p,),>0 est l'injection partielle py.

e Vm € IN p,, = py, Upy avec py, une injection partielle finie de Dy x D dans D.

Vm €N 0, € D= p, 0, € s(h).

Les 0,, différents de * sont distincts deux a deux.

° | = Upn est une bijection de Dy x D sur D.

n>0

Supposons que p,, et 6y, - -, 0,1 soient construit.
On définit alors p,,11 en plusieurs étapes.

1. S’il n’existe pas de 0 # 6y, - - -, 0,1, tel que py, IF 6 € s(h). Alors on pose pl, = pp,
et 6, = *.

2. S’ existe un tel 0, alors on prend pour #,, celui de rang minimum.
On considere alors le premier élément de D, que l'on appelera (3,,, tel que :

L4 ﬁm ¢ Im(pm)
o ({Bm},0m) ¢ Dom(pm)

L’existence d’'un tel [, est assuré par les deux hypotheses que satisfait py et par
le fait que p,, et de ce fait p,, = p,, U po sont finies.

On pose pl, = pp U{(({Bn}, 0m), Bm)}-

3. Soit (¢, 1) le premier élément de Dy x D tel que (c,v) ¢ Dom(P,) et n le premier
élément de D tel que :

o 1 ¢ Im(p;,)
e rg(n) > rg(t) pour tout ¢ € c.

On pose alors py1 = pl, U{((c,¥),n)}.
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La suite (p,)n>0 est évidemment croissante.

On considére maintenant 1’application ¢ = U pn de Dy x D vers D. Il est clair que par
n>0

construction ¢ est définie partout et injective. Cette injection est de plus surjective car,

pour tout v, i((,y) € Dom(i) : en effet, soit (0,v) € Dom(po), soit i(D,~) est défini a

une étape trois.

On obtient un modele extensionnel (S(D), F,G) que I'on notera dorénavant D;.

Lemme 4.2.3 Dans ce modéle Q* = s(h).

Preuve :

1. Montrons que s(h) C Q*.
Pour tout 6 € h on a deux situations possibles.

(a) Il existe 0" € D tel que (({d'},6),d") € py et donc § € Q*.

(b) Sinon on a construit a une étape deux une condition de forcing p, telle que
(({0'},0),0") € py, pour un ¢’ € D.

2. Montrons que Q* C s(h). Soit 5 € Q*.
Le lemme 4.2.1 nous assure ’existence de deux suites :
B=0o<ih<i- - <ihi<;-- - avec, pour tout n € IN, 3, € D.
(Az (x)x)* 2 s(bp) 2 -+ 2 s(b,) D -+ avec, pour tout n € IN, b, € Dy.
Ces deux suites sont telles que, pour tout n € IN, i(b,41, Bn11) € b,. Choisissons n
tel que le rang de i(by, (3,,) soit minimum.

On a i(byt1, But1) € by et 7g(i(bn, Bn)) < 71g(i(bpy1, Bri1)). Il en résulte que
i(by, B,) n'est pas obtenu a une étape trois. Sinon rg(i(b,, £,)) > rg(b,) ce qui

implique que Tg(l(bm 6n)) > Tg(i(anrla 6n+1))'
Donc i(by, (,) est défini a une étape deux, ce qui entraine que [, = «,, pour un
certain entier m. On a 3<;3, = a,, et D; E ay, € s(h) donc 3 € s(h).

a
Le bon choix de h et py.

Considérons I’ensemble suivant H = {o, B, €, Yn>0, On>0}-

Soit py l'injection partielle de Hy x H dans H définie par :

Do = {(({a}7 a)a a)a ((@a a)a B)? (({:8}, B)? '70)a ((@a 'Yn)a '7n+1)n205
((0, B)’ 6)? (({6}7 e), 60)a ((0, 6n)v 6n+1)n20}-

On fixe un ensemble D dénombrable tel que D D H et tel que D \ I'm(pg) est infini et
on pose b = {a&, Yn>0y On>0}-

Remarquons que :
po satisfait les conditions voulues.
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Yo = Z({Z(@, Oz)},i(@, a)) =i({8},8) et &y = Z({Z(@,Z(@,O&))},Z(@,Z(@, a))) =i({e}, €).

On se place dorénavant dans le modele D; construit par le forcing précédent
a partir de h et po.

Lemme 4.2.4 1. a« € Q" = s(h).
2. a<;f<e.
Preuve :

1. La construction par forcing de D; nous donne que s(h) = Q* (lemme 4.2.3), donc
a€ Q.

2. a=i({a},a)et f=1i(0,a). Onad C {a} et a<;a donc a<;3. De plus € = i((, )
et puisque a<;3 on a <;e.

.

Posons d = s{Yn>0,0n>0}, b =dU s(3) et e = d U s(e).
Notons que d C Q* C b C e, car a<;4<;e.

On a dans ainsi D; la situation suivante :

e c=dU s(e)

oh=dUs(f)

e

e O =dUs(a)

/

o d
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Les inclusions du lemme suivant seront tres bientot remplacées par des égalités (lemme
4.2.6) qui nous permettrons de montrer que D; satisfait Fj,... et beaucoup d’autres
équations et inéquations.

Lemme 4.2.5 Soit u € D;.

e SLEEU

b sifeu e St €EEU
Ona: (u2 . ,Dud¢ b  sifeu

Q* sia€cu . .

. Q*  sinon
d sinon
e SieEEU

t D) .
et (e)u 2 { b sinon

Preuve : Rappelons que (Q*)u = {v; 3cCu i(c,v)€;Q}.

Pour tout u € D; ) C u et pour tout n € IN (0, v,) = Vni1€:Q et i(D,8,) = 6,16
Ainsi, dans tous les cas, d C (Q*)u.

Il reste a voir que, suivant les cas, € et/ou (3 et/ou « sont également dans (2)u.

1. Supposons que € € wu.
Montrons que € € (Q2*)u.
En effet {e} C u et i({e},€) = dp&; 2.
Donc € € (2%)u.

2. Supposons que [ € u.
Montrons que § € (Q)u.
En effet {8} Cu et i({5}, ) = € Q. Donc € (Q%)u.

3. Supposons que « € u.
Montrons que a € (Q)u.
En effet {a} Cueti({a},a)=a € Q*. Donc a € (2*)u.

Par croissance on sait que, pour tout u € D;, (b)u 2 (Q*)u et (e)u O (b)u. Les seuls
points qui restent a vérifier sont :

a € (b)u et B € (e)u ceci pour tout u € D;.

Ces deux points découlent immédiatement du fait que 5 =i(D, ) € b et e = i(D, 5) € e.
O

Lemme 4.2.6 Soit u € D;.

¢ siecu e 51 €€ U
o )b sifcueted¢u _ .
On a (Q*)u = O siaEuetﬁgéu’(b)u_ b* sz.ﬁEuetegéu
Q" sinon

d sinon

e Slecu
et (e)u-{b sinon
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Remarque : pour suivre I'intuition donnée par les systeme de tests introduits au début
de ce chapitre page 96 on peut vérifier qu’en plus des égalités du lemme on a :

e siecu
(du=< b sifcuetedu

d sinon
C’est un exercice facile (et partiellement résolu dans la démonstration du lemme). On
ne démontre pas ce fait ici car il est inutile dans la suite.

Preuve du lemme : 1l suffit de montrer les points suivants :
(e)u Cesieé€uy;

(b)u Cbsif€uetedu;

QYN C Y siacuet f¢u;

(Q)u Cdsiaéu.

Toutes les autres inclusions se déduisent alors en utilisant la croissance et le lemme précé-
dent.

1. Supposons que € € u. Montrons que (e)u C e.
Soit v € (e)u, on a cCu tel que i(c,v) € e.
(a) i(e,v)<;e = i(0, B). Alors v<;5<;e donc v € e.
(b) i(e,v)<;vo = ({8}, ). Alors v<;5<;e donc v € e.
(c) i(c,v)<;00 = i({€},€). Alors v<;e donc v € e.
) ilc,v)
) ile,v)

(e, v
c, v
<Yns1 = 1(0,v,). Alors v<;y, donc v € e.

i(c,v

(d
(e

2. Supposons que 3 € u et € ¢ u.
Montrons que (b)u C b.
Soit v € (b)u, on a cCsu tel que i(c,v) € b.

i(c,v)<i0ps1 = i(0,0,). Alors v<;d, donc v € e.

i(c,v)<;a =i({a}, ). Alors v<;a<; donc v € b.

A

(a
(b

) ilc,v)
) (e, v)<;v. Alors v<;3 donc v € b.
c) i(c,v)<;00. Alors s{e} C s(c) ce qui est impossible car ceci entraine que € € u.
) ilc,v)
) ile, V)<

(e, v

(
(d

(e) i(e,v

IN

1(c, V) <iVYns1. Alors v<;y, donc v € b.

Ontr1. Alors v<;0, donc v € b.

3. Supposons que « € u et 3 ¢ u.
Montrons que (2*)u C Q*.
Soit v € (2*)u, on a cCsu tel que i(c, v) €.

(a) i(c,v)<;a. Alors s{a} C s(c) et v<;a donc veE;€.
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(b) i(e,v)<;v. Alors s{#} C s(c) ce qui est impossible car ceci entraine que
B € u.

(c) i(e,v)<;00. Alors s{e} C s(c) ce qui est impossible car ceci entraine que € € u.
(d) i(e, v)<ivni1. Alors v<;v, donc ve;.

(e) i(c,v)<;0ps1. Alors v<;d, donc ve; .

4. Enfin montrons que si « ¢ u alors (2*)u C d.

Soit v € (Q*)u, on a cCu tel que i(c,v)€;£2. Dans ce cas on ne peut pas avoir
{a} inclus dans u et donc i(c, a) ne peut étre plus petit que les éléments «, v, et

do. Donc forcément i(c, ) est plus petit que 7,41 ou d,.1, pour un certain entier
n, ce qui entraine que v est plus petit que v, ou d,.

O
De ce lemme on déduit immédiatement les trois corollaires suivants :

Corollaire 4.2.7 Si 3 € u alors (Q*)u = (b)u = (e)u.

Corollaire 4.2.8 () x Q)* =b et (Q)Azx My Q)* =e

Posons b = (2)Azx Q et e = (Q)Ax Ay Q (ainsi b = b* et e = €).

Corollaire 4.2.9 D; = F, a savoir :
{e=1I1, (QQ=0, B)Q =0, (Q)b=>b, (b)b=>b, (b)Az Ay Q = e,
(€)= b, b #£ Q).

Il nous reste maintenant a donner deux termes 7} et 75 qui sont égalisés dans D; et qui
seront, distingués dans tous les modeles stables satisfaisant J;.
Pratiquement on ce sert du fait que I'on a :

QA Q" Cbh
Ceci découle du lemme suivant et du fait que Q* et Az 2* sont incomparables dans D;.

Lemme 4.2.10 On a dans D; Ax 2* C b.

Preuve On a Az Q* = {i(a,0); 0 € Q*}. Or i(a,0)<;(0,0) ceci pour tout §# € D. Donc
Ar 0 = s({i(0.0); 0 € Q) = s({f, Yuer, nea }. En effet si on a o = i({3}, 5)<si(0,0)
avec § € Q* alors <;f ce qui entraine que 3 € Q* ce qui est faux (idem pour dy).
Et on vérifie facilement que 3, v,.1 et d,41 sont dans Az Q*. Ainsi Az Q* C b. O

Considérons les deux termes suivants :
T, = Az (b)(x)Az © (x)b
T, = Az (2)(x)b.
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Lemme 4.2.11 Dz ): T1 = TQ.

Preuve : Montrons que pour tout g € D; (11")g = (13")g.

(T1")g = (b)(g) Az Q*(g)b et (T57)g = (€27)(9)d-
Du fait que Az Q* C b on a (g)A\z Q" C (g)b.
On utilise dans la suite cette derniere remarque et le lemme 4.2.6.

Si B¢ (g)\x QF alors (b)(g)\x Q@ = Q*. Ainsi dans ce cas on a :
(Ti%)g = (0)(9)Az " (9)b = () (9)b = (T2")g-

Si B € (g)A\x Q alors d’'une part 3 € (g)b et d’autre part (b)(g) Az Q* =b ou e.

Alors (T1%)g = (b)(g)A\x Q* (g)b = (b)(g)b ou (e)g(b) ce qui est égal & (2*)(g)b d’apres le
corollaire 4.2.7.

Ainsi (T17)g = (2*)(9)b = (1%")g.

O

On dispose maintenant de ce qu’il faut pour montrer les théoreme d’incomplétude.
Pour préciser un peu ce qui ce passe dans D;, il est facile de voir que dans ce modele on
a la situation suivante :

o Az QF Az Ay QF

4.3 L’incomplétude stable
Ce paragraphe est constitué uniquement de la démonstration du théoreme suivant :
Théoréeme 4.3.1 Aucun modéle stable ne satisfait F, U {1y = Ty }.

Preuve : Soit D un DI-domaine réflexif qui satisfait F; (ou F est défini comme en 4.1).
Nous montrons que D | T} # Ts.

Posons, comme dans la section 4.2, b = ((2) Az Q)*.
Les deux cas suivants sont possibles a priori et nous les distinguons :

1. Supposons que Az QF et b sont incompatibles dans D.
Alors il existe deux compacts incompatibles k1, ko de D tels que : k1 <b, ko<Az Q*.
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La fonction g; de D dans D définie par :

Az Ay QO six > ko
gi(z) =4¢ QF siz >k
1 sinon

est stable.

Soit g1 le code de la fonction g; dans D.

Alors ((T1)d1)" = (b)g1( Az Q%) g1(b) = ((b) Az Ay Q7)Q* = (e)b=b.
Bt ((T3)g1)" = (@)g1(b) = ()" = Q"

Puisque D modélise F; on a b#Q* et donc D = Ty # Ts.

Supposons que Ax Q° et b sont compatibles dans D.

Commencons par remarquer que (%)L < QF car cette propriété est vraie dans
tout modele stable extensionnel satisfaisant (Q2)Q = Q # (Q) Az Q (voir la démon-
stration page 84 du théoreme 3.2.1).

Le fait que Az Q" et b soient compatibles signifie I'existence d’un élément u de D
tel que Az Q°, b <u. On en déduit que F'(b)<,F'(u) et puisque L < Q* on a :
()L =F(b)(L) =F(u)(L) AF(b)Q* = (u)L A (D).

Or Az 2 < u entraine que Q* < (u)L et puisque D satisfait F; on a (b)Q2 = et
donc :

()L = #£ (%)L (1).

Remarquons que I'on ne peut pas avoir Az Q<pb. En effet cette inégalité entraine
que Q=p(Ax Q)b<p(b)b=pb. Ainsi on obtiendrait que Q, \x Q<pb contrairement
au fait que et Az €2 ont des interprétations incompatibles dans D.

De plus, du fait que (b)b=pb et b#pS2, on déduit que \x Q#pbd.

Ainsi il existe un compact k de D tel que : k<Az Q et k£b.
Considérons la fonction stable go de D dans D définie par :

b six >k
92(‘7"): L

sinon

Soit g le code de la fonction g dans D.

Alors ((T1)g2)" = (b)ga( Az Q%) g2(b) = (b)bL = (b)L.
Et ((T2)g2)" = (27)g2(b) = (©27) L.

Dong, en utilisant (1), D | T # Ts.

Remarque : Il est facile de montrer que si D est un ¢-modele stable, c’est a dire un
modele engendré par un ensemble cohérent (D, T) et un isomorphisme d’espace cohérent
i de D, x D dans D, alors on est toujours dans le premier cas (celui ou Az Q* et b sont
incompatibles).
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4.4 L’incomplétude fortement stable

Le cadre le plus général dans lequel est défini la forte stabilité est celui des DI-domaines
avec cohérence (voir page 41).

On travaille maintenant avec un DIC réflexif (D, C).

Pour adapter la démonstration du théoreme 4.3.1 de la section précédente dans le cadre
des DIC réflexifs il suffit de montrer que les fonctions g; et g, sont fortement stables.
La fonction gy l'est car ¢’est une fonction en estrade (voir le premier exemple de la page
42).

Un probleme apparait pour la fonction ¢;.

En effet g; peut envoyer A € C sur {Q*, Az Ay Q*} ou {L*, Q" Az Ay Q*} qui ne sont
pas forcément dans C.

Evidemment ceci ne constitue pas une impossibilité de démontrer 'incomplétude forte-
ment stable dans le cadre général des DIC réflexifs. Cela suggére le fait qu’il vaudrait
mieux employer des fonctions en estrade, dont on sait qu’elles sont fortement stables
dans tous les DIC. C’est une restiction forte qui ne laisse qu'une marge de manceuvre
tres restreintre. Ce travail reste a faire.

On a vu dans 'exemple 2.6.6 que si on considére des hypercohérences H; et H, et des
compacts h, k de D(Hy) tels que {h,k} ¢ C(H,) et ¢,d € D(H;) alors la fonction g de
D(H,) dans D(H,) définie par :

¢ sixz>h,
glx) =< d siz>k,

() sinon.
est fortement stable.

On peut montrer que, dans tout :-modele fortement stable satisfaisant Ji, on a :
{Az Q% () Az Q)*} hors de la cohérence.
Ceci nous permettra de montrer que dans ce cadre la fonction g, est fortement stable.

Commencons par donner un lemme, valable pour tout DIC.

Lemme 4.4.1 Soient (D,C) un DIC et u,v € D.
Si {u,v} ¢ C alors :

e u et v sont incompatibles.

e il existe dans D deux compacts ky et ky tels que ky < u, ky < v et {ki,ko} ¢ C.
Preuve :

e siu,v < walors {u,v} C {w} € C ce qui entraine que {u,v} € C.

e Rappelons que K (u) désigne I’ensemble des compacts inférieurs a u.
On est dans un domaine algébrique donc, u = | | K (u), v = | | K (v) et K(u), K(v)
sont des ensembles filtrants dans D.
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Si, pour tout couple (ky, k) € K(u) x K(v), on a {ki,ky} € C alors, d’apres la
définition d’une cohérence acceptable, {u,v} € C contrairement a I’hypothese.

4.

Le reste de cette section est la démonstration du théoreme suivant :
Théoréme 4.4.2 Aucun i-modéle fortement stable ne satisfait F; U {1y = T»}.

Preuve Nous montrons que si un i-modele fortement stable ((D(H),C(H)),i), que l'on
note D, satisfait F; alors D | T # T,. Remarquons que si D satisfait F alors ce modeéle
est extensionnel donc ¢ est un isomorphisme.

Montrons que {b, \x Qp} ¢ C(H) ou b= ((Q) Az Q)*.

Rappelons que pour tout 6€,Q, i(0, 0)e; Az Q.

De plus, puisque (b)2 =p € on a, pour tout 6€;Q, lexistence d'un hC;Q tel que
Il existe un 6y€;Q tel que on ait hoC,;Q, ho # 0 et i(hg, 0y)€;b. Sinon, pour tout H€;,
on a i(0,0)€;b et donc Az Q<pb ce qui est contradictoire avec le fait que D satisfasse F;
(voir la démonstration du théoréme de la section précédente).

Ainsi 'ensemble u = {i(0, 6y),i(h,0)} < {\z Q},b}.

Et u = i*(v) avec v = {(0,6y), (h,6p)}.

On a (v); = {0,he} T {ho} donc (v); € C7'(H) et (v) = {6} ¢ ,”'. Donc
v ¢ ,(H <> H) et comme i est un isomorphisme d’hypercohérence, i*(v) = u & , .
On a exhibé une multisection finie et non vide de {b, Az Q}} qui n’est pas dans la pré-
cohérence de H, on en déduit que {b, \x Qp} ¢ C(H).

Le lemme 4.4.1 nous dit alors qu’il existe deux compacts ki et ko tels que k1<b, ko <Az Q*

et {kl, kg} §é C.
Il en résulte que la fonction g; définie par :

Az Ay Q° six > ko
gi(z)=4¢ QF six >k
1 sinon
est fortement stable (voir 'exemple 2.6.6).

De plus cette fonction sépare les termes 17 et T5.
O

Noter que l'on a utilisé le fait que D est un ¢ modele pour montrer que :

1. La fonction ¢, est fortement stable;

2. et {b,\x Q"} ¢ C(H).
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Cette these est une contribution a I’étude des A-théories atteintes par trois classes de
modeles du A-calculs : les modeles continus, stables et fortement stables. Plus précisé-
ment on établit I'incomplétude de la classe des modeles continus (resp. stables) et de la
classe des i-modeles fortement stables en montrant que ces trois classes sont incompara-
bles au niveau des théories équationnelles.

Le probléeme de I’incomparabilité de théories

Dans le cadre de P.C.F. on est confronté a un probleme d’incomparabilité équationnelle
de trois modeles particuliers (les modeles standards de P.C.F. continu, stable et forte-
ment stable), ce qui ne nécessite pas de donner un caractére uniforme aux raisonnements
donnés, il suffit de trouver une équation satisfaite dans chacun de ces modeles et fausse
dans les deux autres.

L’analogue de ces résultats d’incomparabilité dans le cadre des modeles du A-calcul non
typé est le probleme de la comparaison des théories d’'un modele continu et de ses ana-
logues stable et fortement stable. Par exemple le modele D, de Scott et ses analogues
stable et fortement stable ont la méme théorie, résultat établi par Gouy dans [33]. Ce
résultat confirme une conjecture de Honsell et Ronchi ennoncée dans [36] et confirme
également la radicale distinction qui existe entre le cas typé et le cas non typé.

On montre dans cette these que la théorie du modele de Park continu ( P,) est incom-
parable avec la théorie de ses analogues stable (Ps) et fortement stable ( Pyy). Quelle
relation existe-t-il entre la théorie de Py et celle de Py, 7 Il n’est pas exclu que la théorie
du premier soit strictement incluse dans celle du second. En effet, I’argument permet-
tant de montrer que la théorie du modele de Park continu n’est pas incluse dans celle
de son analogue stable (resp. fortement stable) repose sur la nature différente des ordres
considérés sur les fonctions (ordre extensionnel dans le cas continu, ordre de Berry dans
le cas stable et fortement stable), 'ordre de Berry étant plus contraignant que 'ordre
extensionnel. Il en résulte notamment que Q* < (Azx Q)* dans le modele continu, alors
que Q* et (Az Q)* sont incomparables dans le modele stable. Or une telle différence
n’existe pas entre le modele stable et le modele fortement stable.

Les résultats des sections 3.4 et 3.5 donnent le corollaire suivant : il n’existe aucun modele
stable, ni aucun modele continu, dont la théorie est comprise entre JF, un ensemble
fini d’équations et d’inéquations, et T[T?, ou entre Th(Pys) et T[T?. Il est naturel de se
demander si ces deux dernieres théories sont les mémes ou pas.
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D’autre part, Honsell et Ronchi ont montré dans [37] que la théorie du modele de Park
continu, P,, est strictement incluse dans T5g.

Le tableau suivant résume tout cela (le symbole < signifie que les théories correspon-
dantes sont incomparables) :

Th(P.) | Th(Ps) | Th(Pys) | Tio Ty

F Z Z G Z G

Th(P.) = = C =

Th(P,) FP =] ¢
Th(P;) S

Tro =

Le probléeme de I'incomplétude de classes de modeles

Etablir I'incomplétude d’une classe C' de modeles revient a exhiber une A-théorie 1" ou
un modele D tel qu’on puisse extraire de 7" ou de Th(D) un ensemble F', le plus simple
possible, d’équations et d’inéquations tel que aucun modele de C' ne satisfait F'.

Toute la difficulté réside dans le fait que 'on doit donner des raisonnements valables
pour toute la classe de modeles étudiée.

Il est a noter que les méthodes que nous employons relient le probleme de I'incomplétude
a celui de I'incomparabilité au niveau des théories (ce que ’on appelle I'incomparabilité
équationnelle) des classes étudiées.

Honsell et Ronchi ont montré dans [37] que la classe des modeles continus (cpo réflexifs)
est incomplete en exhibant une théorie contextuelle particuliere, 15z, qui n’est la théorie
d’aucun modele continu. Ce résultat constitue une approche syntaxique de ce probleme.

Nous présentons ici une preuve de I'incomplétude de la classe des modeles stables (DI-
domaines réflexifs), voir le théoreme 3.2.1. Ceci constitue un résultat nouveau et la
méthode employée pour y répondre est originale. On montre que la théorie du modele
de Park fortement stable n’est la théorie d’aucun modele stable et d’aucun modele con-
tinu (théoreme 3.3.1) ce qui nous permet d’établir sémantiquement I'incomplétude des
sémantiques stable et continue, et donne de plus une distinction équationnelle entre ces
classes de modeles.

Dans les sections 3.4 et 3.5 on renforce ces résultats d’incomplétude en exhibant une \-

théorie particuliere 755, qui a un sens opérationnel précis, et qui n’est la théorie d’aucun
I

modele continu et stable. Pour établir ce résultat on utilise une extension du théoreme

d’approximation de Honsell et Ronchi aux cadres stable et fortement stable (voir I'annexe
A).

Dans le deuxieme chapitre on introduit une classe intéressante de modeles du A-calcul :
les i-modeles fortement stables. On dispose dorénavant d’un cadre relativement maniable
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pour parler de modeles fortement stables du A-calcul. Plusieurs questions naturelles se
posent des lors :

e Cette nouvelle classe de modeles est elle incompléte?
e List elle équationnellement incomparable avec les classes stable et continue?

On montre dans le quatrieme chapitre que la classe des i-modeles fortement stables est
incompléte (théoreme 4.4.2). Pour montrer ceci on exhibe un modeéle continu dont la
théorie n’est la théorie d’aucun i-modele fortement stable.

Ce modele continu permet de plus d’établir I'incomplétude de la classe des modeles sta-
bles sans utiliser la forte stabilité.

Les résultats de ce dernier chapitre, combinés a ceux du troisieme chapitre, permettent
d’établir que la classe des modeles continus est incomparable équationnellement avec la
classe stable et la classe des i-modeles fortement stables.

Des questions naturelles restent ouvertes :

1. Peut on trouver un modele stable dont la théorie n’est la théorie d’aucun modele
fortement stable? Ceci permettrait de montrer I'incomparabilité équationnelle des
classes stable et fortement stable.

2. La classe des DIC réflexifs est elle incomplete?

On résume tous les résultats obtenus ainsi que ces dernieres questions a l’aide d’un
tableau.

Appelons 7. (resp. T;.) ’ensemble des théories des modeles continus (resp. des i-modeéles
continus). De méme nous notons respectivement 7, T, Trs et Tips les ensembles des
théories des modeles stables, des i-modeles stables, des modeles fortement stables et des
i-modeles fortement stables. Enfin on note par 7 I’ensemble des A-théories.

Le symbole < signifie que les classes de théories correspondantes sont équationellement
incomparables (pour I'inclusion).

L 7T T | Ty | T | T |
T 22 7A [ 2 [ 2 [ 2
T. = | #[7 ] = D [7 # =
7, #[7x]| #[7 =] = 2 [7 #
Trs o [P A FIrx] | #17x]
Tirs = # [7 <]
’7;0 x

Le mode de lecture de ce tableau est le suivant : 7, ; T.

On a également inclus dans ce tableau les questions concernant la comparaison, au niveau
équationnel, entre tous les modeles d’une classe et les i-modeles de cette méme classe.
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Il existe, et ce pour les classes continue, stable et fortement stable, des modeles qui ne
sont pas des i-modeles. On peut dire que d’un point de vue structurel, la classe des
i-modeles est moins riche que la classe la plus générale. Par exemple tous les i-modeles
continus sont des treillis ce qui est loin d’étre le cas pour tous les CPO réflexifs. Mais on
ne sait pas si la classe des théories des cpo réflexifs est strictement plus grande que celle
des -modeles continus. On a les mémes questions pour les modeles stables et fortement
stables.

[ls serait intéressant de savoir, dans le cas ou 1’on s’interesse aux théories, s’il est vrai-
ment utile de travailler en toute généralité, c’est a dire en considérant les classes les plus
générales, ou s’il suffit de ne considérer que des classes “plus petites” et surtout ne con-
tenant que des objets “simples”. Il est a remarquer que tous les résultats d’incomplétude
et de comparaison obtenus dans cette these 'ont été en utilisant exclusivement des i-
modeles (une raison essentielle a cela est que ces modeles sont de loin les plus faciles a
manipuler).

Le probléme des comparaisons structurelles

On entend par propriétés structurelles d’une classe de modeles les propriétés liées a la
structure des domaines des modeles de la classe considérée.

Jiang a montré que la sémantique continue (ici les domaines de Scott réflexifs) est in-
compatible avec 'existence d'une rétraction universelle [38]. Ceci provient de 'existence
d’une chaine infinie dense dans les modeles de Scott réflexifs. Par contre tout DI-domaine
réflexif satisfait ’existence d’une infinité de rétractions universelles, et on montre dans
la derniere section du second chapitre qu’il en est de méme pour tous les i-modeles forte-
ment stables. Il serait intéressant de généraliser ce résultat a tous les DIC réflexifs. La
démonstration donnée dans le cadre des i-modeles fortement stables utilise fortement
les propriétés structurelle de ces modeles (entre autre que ce sont des domaine qualitat-
ifs). Une premiere étape naturelle serait de montrer que tout domaine qualitatif avec
cohérence réflexif admet une infinité de rétractions universelles.

Enfin on donne dans I’annexe B un critere d’isomorphisme applicatif entre ¢-modeles
fortement stables. On montre que si deux paires hypercohérentes sont :H-isomorphes
alors les modeles engendrés sont fortement isomorphes, ce qui est a priori plus fort que
simplement applicativement isomorphes.

Dans le cas des i-modeles stables les notions d’isomorphisme fort (c’est a dire ici un
isomorphisme applicatif qui est stable et dont I'inverse est stable) et d’isomorphisme
applicatif sont équivalentes. Ceci vient du fait que 'on peut exprimer dans la logique
du premier ordre sur le langage L = {e} (ou e représente I'application) le fait que deux
éléments sont compatibles.

On ne sait pas si dans le cadre des i-modeles fortement stables il existe, pour tout entier
n, une formule (du premier ordre sur L) exprimant le fait que n éléments sont dans la
cohérence. Ceci parait difficile car on a une relative liberté sur le choix de la cohérence,
notamment il y a des ensembles non majorés qui sont dans la cohérence.

De ceci découlent deux questions qui sont actuellement ouvertes :

1. Peut on trouver un isomorphisme applicatif © entre deux -modeles fortement sta-
bles tel que © ne soit pas fortement stable? Ceci impliquerait la non définissabilité
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au premier ordre sur L de appartenance a la cohérence.

2. Peut on adapter au cadre fortement stable les preuve données par Kerth dans [42]
de l'existence de 2%° modeles de graphes et de 2% j-modeles stables non équation-
nellement équivalents?
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Appendix A

La propriété d’approximation

On étend l'utilisation du théoreme d’approximation de Honsell et Ronchi a une large
classe de modeles. Ceci nous permettra d’utiliser un théoreme d’approximation dans les
cadres stable et fortement stable.

La notion d’approximation que nous présentons ci-dessous a été introduite par Honsell
et Ronchi [37] dans le cadre de la sémantique continue, mais s’étend naturellement & une
c.c.c. réguliere quelconque. Elle convient a une classe tres large de modeles, en partic-
ulier & des modeles non sensibles (comme le modele de Park), pour lesquels le théoreme
d’approximation standard de Wadsworth [69, 70] n’est pas utilisable.

Nous présentons ici la relecture de cette notion donnée dans [32].

Ajoutons une constante ¢y au langage du A-calcul et considérons le calcul induit par la
f-réduction sur A(cp). L’ensemble A des termes f-normaux de A(cy) est défini induc-
tivement par les clauses suivantes :

e cpEA;
erzc A pour toute variable z ;
e siup, --,u, €A alors Azy - Ay (T)ug - ug € A,

et Ay - Az, (co)ug - - ug € A.

Nous appellerons ces termes des approrimants.

Soit maintenant t € A. L’approzimant direct de t est le terme ty de A obtenu en
remplagant dans ¢ chaque redex (Ax ¢)r par ((co) Az ¢)r. Il permet de voir canoniquement
t comme un terme normal.

L’ensemble des formes normales approchées de ¢, noté AF(t), est I'ensemble des approx-
imants directs de t et de ses B-réduits :

AF(t)={thy ; t Bt}

Soit D un modele régulier. Pour déterminer U'interprétation des éléments de A dans D,
il suffit de fixer l'interprétation py de ¢y dans D. On pose alors AF, (t): = {u} ; u €
AF(t)}, pour t € Aet & D VI(t). En particuliersi t € A%, AF, ()* = {u* ; u € AF(t)}.
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Définition A.0.3 Un modéle D satisfait la propriété d’approximation si on peut y inter-
préter ¢y par po < Az x de telle sorte que AF,(1); . est filtrant et t[a/z]" = LAF,(t);

a/z’
pour tout t[Z] et tout a € D'@.

Nous présentons maintenant une classe de modeles réguliers qui satisfont la propriété
d’approximation : les modeles stratifiés.

Définition A.0.4 Soit D un modéle régulier.

(i) Une projection de D sur D est un élément m de D = D tel quemor =7 et w < id ;
en particulier (L) = L.

(ii) Une projection de D est un élément p de D tel que p <p A\x x et pop=p, ot aob
est par définition Az (a)(b)z.

Il est facile de vérifier que les projections de D sont exactement les éléments de D de
la forme G(), ou 7 est une projection de D sur D (p étant donné, 7 est 'application
x ~> (p)x). Noter que p =p Az (p)z et que (p)L =p L.

Définition A.0.5 Un modéle régulier (D, F,G) est stratifié, s’il existe une suite de pro-
jections (pp)new de D, vérifiant :

® Dn <p Pnt1, pour tout n ;
® Lpy =p Az x ,
* ((Pnr1)a)b = (pn)(a)(pn)b.

Pour montrer que tout modele stratifié satisfait la propriété d’approximation, nous util-
isons un A-calcul étendu, le A-calcul étiqueté, défini comme suit :

On se donne un ensemble de constantes C' = {c, }nen, les étiquettes. L’ensemble A,
des termes étiquetés est le sous-ensemble de A(C') défini par induction de la maniere
suivante :

x € A, pour toute variable z,

u,v € Ne = (cn)u, (cp) Az u et (u)v € A.

Remarques

1. A, ne contient aucun ¢, ni aucun terme commencant par A.

2. Tout terme étiqueté est G-normal.

3. A, est clos par substitution d’'un terme de A, a une variable libre.

Définition A.0.6

(i) Un y-redex est un terme de la forme ((cpi1) Az w)v, son réduit étant (c,)ul(c,)v/x] ;
(it) Un e-redex est un terme de la forme (c,)(cm)u, son réduit étant (c,)u, ot p =
min(n,m).

Il est facile de vérifier que A, est clos par - et e-réductions. On appelle A-calcul étiqueté
le calcul sur A, engendré par les - et e-réductions.
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Théoreme A.0.7 Le A-calcul étiqueté est fortement normalisable et Church-Rosser.

Un théoréme analogue est démontré dans [8] ch. 14 pour une extension de ce calcul.
Mais il est immédiat de vérifier que le calcul étiqueté défini ci-dessus y est stable, ce qui
assure le résultat.

A chaque terme ¢ de A,, on peut associer un terme ¢ de A en “oubliant” les étiquettes ;
plus précisement, on définit par induction sur les termes étiquetés, une surjection o de
A, dans A a l'aide des clauses suivantes :

o(zr) =z pour chaque variable z,

o((cn)u) =

o((u)v) = ( )5,

o((cp) Az u) = Az @.

Réciproquement, a chaque terme ¢ de A on peut associer I’ensemble E(t) des termes

u € A, e-normaux, tels que @ =¢. On a donc E(t) = {u € A, u e-normal, u = t}, et il
est facile de vérifier que :

{(w)s, (cn)(w)s ; w € E(u), s € E(v)}; et

Soit maintenant (D, p,) un modele stratifié. L’interprétation canonique des ¢, dans D
consiste a prendre ¢, = p,. Dans la suite, nous supposerons toujours que les ¢, sont
interprétés de cette facon. On abrege alors la notation AF, (t)% en AF(t)%, et on pose
E(t): ={u: ;u € E(t)}, pour tout t € A et & D VI(¢).

*
z)

Proposition A.0.8 Soit (D, p,) un modéle stratifié. Alors :
(i) D est un modéle du \-calcul étiqueté, c’est-a-dire qu’il écrase la y- et la e-réduction.
(i3) E(t) est filtrant pour <p ettt = UE(t)%: dans D@ = D (pour ¥ D VI(t) quelconque).

Preuve (i) C’est une conséquence immédiate de la stratification.

(ii) La croissance de la suite (p,) et le fait que la relation <p passe au contexte assurent

que pour tout ¢t € A, ’ensemble E(t) est filtrant pour <p.

Montrons, par induction sur ¢[Z], que pour tout @ € D@ t[a/z]* = U{ula/7]* ; u €
E(t)}. Nous noterons E(t); . ce dernier ensemble et nous abrégerons parfois t[a/z]" en
t[]*. Rappelons d’autre part que (a)b est une abréviation pour (F(a))(b).

L. t=u; Ona E(t) = {(cn)z;} et E(); )z = {(pn)ai}-
D’ou UE(t); ), = U(pa)a; = (Upp)a; = a; (car F est continue et Lp, = id).

2. t=(u)v Alors E(t) = {(w)s
E(t)3/z = {(w[])s[]*
De plus UE(t):,. = (U
comme on a u[]* = UE(u);
déduit t[]* = LUE(?); ;-

(cn)(w)s; we E(u), s € E(v)} et
)s[]* 5 we E(u), s€ E(v)}.

az  (car I est continue et Lip, = id) ;
t v[]* = UE(v); ; par hypothese d’induction, on en
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3. t= Xz u Alors E(t) ={(c,)A\x w; we E(u)} et
E(t);,; = {(pa)G(b~ w[b/y,a/z]" ; we E(u)}.
Comme F, G sont continues, et que Lp, = id, on a I_IE(t)z/i = G(UA,), ou Ag est
{b~ wlb/y,a/z]" ; we E(u)}.
De plus Aj; est filtrant dans D = D. En effet, E(u) est filtrant pour <p, ce qui
signifie que {(b,a) ~ w[b/y,a/z]* ; w € E(u)} est filtrant dans D" = D ; il
en est de méme pour Az qui s’obtient a partir de ’ensemble précédent en fixant
a. Mais, le sup de A; est le sup extensionnel puisqu’on travaille dans une c.c.c.
réguliere. Ce sup est donc b ~ U{w[b/y,a/z]* ; w € E(u)}. Or, par hypothese
d’induction W{w[b/y,a/z]* ; w € E(u)} = u[b/y,a/z]* ; on en déduit ¢[}* =

LE(t); )5
O
Lemme A.0.9

(1) ((co) Az w)v <p (co)ul(co)v/x] <p u[(co)v/z], pour tous u,v dans A(D U {cp}).
(ii) Soient t,s € A tels que t By s. Alors ty <p so, ot ty et sy sont les approximants
directs de t et s.

Preuve (i) On a ((co) Az u)v <p ((c1) \x u)v =p (co)ul(co)v/z] <p ul(co)v/x], par
stratification.
(ii) Il existe un contexte C[ | et des termes ¢, r tels que :

t=Cl(\x q)r] et s=Clq[r/z]].
De plus ty = Co[((co) Az go)ro]. Notons ¢ 'approximant direct de ¢[r/x].
e Sir n’est pas une abstraction on a ¢ = qo[ro/z].

e Sinon, ¢ = qo[(co)ro/x”, ro/x%], out 2/ désigne les occurrences fonctionnelles de x
dans ¢ (i.e. celles précédées de “(”), et z® les autres.

Dans les deux cas on a qg[(co)ro/z] <p qj. D’autre part on a Cylgy] = so, si ¢[r/z] ne
crée pas de redex dans s, et Cyl(co)g)] = so sinon. Comme ty = Cy[((co) AT qo)70] <p

Col(co)qo[(co)ro/x])] <p Colaol(co)ro/x]] (d’apres (i), on en déduit ty <p so.
0

:_';/j: est filtrant, pour tout
t € Aeta € D@, De plus il est clair que UAF(t); /7 <p t[a/z]", puisque ty <p ¢ quelque

soit t.

La propriété de Church-Rosser implique que 1’ensemble AF'(¢)

Proposition A.0.10 Tout modéle stratifié satisfait la propriété d’approrimation.

Preuve On a t[a/z]" = UE(t); , ; d’aprés ce qui précede, il suffit donc de montrer que
LB(1);, <o UAF (1))

Soit donc u € E(t) et v sa ye-forme normale. Si ¢, figure dans un sous-terme de v
de la forme ((c,)A\x q)r, nécessairement n = 0 puisque v est normal. Soit v’ le terme
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obtenu en supprimant dans v toutes les étiquettes différentes de ces ¢q. Il est clair que
u=p v <pv;deplusv € AF(t). En effet la y-réduction de u & v dans A, se mime en
une f-réduction de ¢t a t' dans A ; il est alors clair que (t')y = v'.

(I

Il est facile de vérifier que les modeles P et Py, utilisés dans le troisieme chapitre sont
stratifiés : il suffit de prendre p, = {i({a},a); a € D,}.
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Appendix B

Isomorphismes entre :-modeles
fortement stables

Schellinx a montré dans [60] que deux modeles de graphes D(p, ;) et D(p,,,) sont ap-
plicativement isomorphes si et seulement si les paires (Dy, i1), (Ds, i3) sont i-isomorphes.
Précisons que (Dy,i1), (Ds, i) sont i-isomorphes s'il existe # une bijection de D; dans
D telle que : 0iy(a, ) = i2(0°(a), 0(a)).

Et rappelons que deux i-modeles, (Dy, Fy,G1) et (Day, Fy, Gs), sont applicativement iso-
morphes s’il existe une bijection © de D, vers D, telle que O(F) (u)(v)) = F»(0O(u))(©(v))
pour tous u,v € D;.

Pour établir ce résultat on utilise le fait que I'ordre des modeles de graphes est définissable
par une formule de la logique du premier ordre a partir de I’application, résultat montré
par Betke.

Plotkin [57] a montré que dans tout C' PO réflexif, I'ordre est définissable par une formule
de la logique du premier ordre a partir de ’application. La démonstration utilise les
propriétés de la topologie de Scott et le fait que I'ordre de ces modeles est extensionnel. Ce
résultat tres général ne s’adapte pas au cadre des DI-domaines réflexifs car les fonctions
utilisées ne sont pas stables. On trouve dans [39] le fait que, dans la classe des analogues
stables des modeles de Scott et d’Engeler, 'ordre est également définissable et l'auteur
en déduit un critere d’isomorphisme pour ces modeles.

Dans [44] la définissabilité de 'ordre est étendu a la classe de tous les DI-domaines
réfléxifs et un critere d’isomorphisme pour les i-modeles stables, ’analogue stable du
critere de Schellinx, en est déduit.

Nous montrons ici ’analogue de ces résultats pour la classe des i-modeles fortement
stables.

B.1 Définissabilité de 1’ordre dans les DIC

On dit que l'ordre est définissable a partir de I'application quand ’ordre de chaque mod-
ele de la classe de modeles considérée est définissable, et ce de facon uniforme, dans la
logique du premier ordre sur le langage L = {e} qui ne comporte qu'un symbole de
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fonction binaire.

Kerth a donné une démonstration de la définissabilité de 'ordre dans les domaines de
Scott réflexifs. Ceci est un résultat moins général que celui de Plotkin mais sa démon-
stration s’adapte tres facilement au cadre des DI-domaines réflexifs. En fait on remarque
ici que nous pouvons également adapter cette démonstration aux DI-domaines avec co-
hérence réflexifs. Nous renvoyons a [44] pour les démonstrations manquantes.

Théoréme B.1.1 I existe une formule LESS(x,y) de la logique du premier ordre et
du langage L = {®} ne comportant qu’un symbole de fonction binaire, telle que dans tout
DI-domaine avec cohérence réflexif D # {L} :

D = Less(u,v) < u < v.

Preuve : La démonstration donnée dans [44] p. 37-38 est valable sans aucune modifica-
tion dans le cadre des DIC et nous I’esquissons plus bas. La seule chose a vérifier en plus
est la forte stabilité des fonctions utilisées dans cette preuve .

Rappelons d’abord la formule LESS(z,y). On note s;<;s9 la relation i @ s; ® s = 51 ol
¢ est une variable et si, so des termes.

LESS(z,y) := Ji(¢(i) Nz<;y) ot ¢ est la conjonctions des formules ¢1, ¢o, 3 suivantes :
G1(i) :=Vr,y(zQz Niezey=ieyex)

$2(1) 1=V, y, 2(zdiy = (2 0 2)J;(2 0 y))

b3(2) := Fb(Vr bz AVzItVr (2,2 = tex =) A (:rﬂzz =tex =2z))).

Donnons une idée de la preuve :

(=) On consideére pour i le code de la fonction Inf de D? vers D qui & deux éléments
a, b associe leur inf a A b. 1l est clair que 7 satisfait ¢; et ¢ par monotonicité.

Pour montrer que i satisfait ¢3 on considere b = L. Alors u < v < D = Less(u, v).

(<) Le but est de montrer que la relation définit par la formule LESS ne peut étre que
< ou > et a éliminer ce dernier cas. Dans cette partie de la démonstration les seules
fonctions utilisées sont, en plus de la fonction inf, des fonctions en estrade, f; ), w,-

Vérifions que toutes les fonctions utilisées sont bien fortement stables.

Soit (D,C) un DI-domaine avec cohérence.

1. La fonction Inf de D? vers D est définie par A(z,y) = x A y. Il est bien connu
que cette fonction est stable.
Soit A = {ay,---a,} € C% Pour tout i < n, a; € D? et on identifie a; avec (b;, ¢;)
ou b;,¢; € D.
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Alors inf*(A) = {bi Acy,---by Ay} T {by,---b,} = (A); € C par définition de la
cohérence produit.
Et il est évident que Inf(MA) = NInf*(A).

2. Soient ¢ € D, et wy, wy € D tels que w; < wy. On définit la fonction f. ), w, de D
vers D par :
_fw sictrw,
Jean o (@) = we  sinon.
Cette fonction est continue car ¢ est compact.
Soit A = {ay,---,a,} € C. 1l est clair que €.,°(A) ne peut étre que {w;} ou
{wy,we} ou {wy}. Dans les trois cas on a €.,,°(A) C {wy} € C par définition de la
cohérence.
Montrons maintenant que fe w, w, (MA) = Mfewyw, (A).

® Si feuwiw(MA) =w; alors ¢ £ MA donc il existe un i < n tel que ¢ £ ;. On
a alors soit Mfe w w, " (A) = M{wy, wa} = wy s0it Mfewyw," (A) = M w} = wy.

® si fouw, w, (MA) = wy alors, pour tout ¢ < n, ¢ < a; ce qui entraine que ¢ C MA.
Ainsi Mfew, w, " (A) = M{ws} = wo.

Corollaire B.1.2 [] existe des formules de la logique du premier ordre et du langage
{e}, BOT(x), SUP(z,y,2), Inf(z,y,2), COMPACT (x) et PRIME(x) telles que
pour tout DI-domaine avec cohérence D # {1},

1. DEBOT(u)& u=1,

2. DESUP(u,v,w) < uVuv=uw,

3. DEInf(u,v,w) & uAv=uw,

4. DECOMPACT (u) & u est compact

5. DE PRIME(z) & u est premier .

Preuve :[44] Pour les trois premieres formules la traduction de ces notions en formule
de la logique du premier ordre utilisant LESS(z,y) est triviale. Pour la quatrieme noter
que u est compact si et seulement si €,, est continue ce qui est équivalent a dire que
€y, st représentable. Il suffit donc d’exprimer qu’il existe un élément e € D qui code
€u- Enfin le lemme 1.3.1 nous dit que u est premier si et seulement si u est compact et
u<cVey= (u<e Au<c), avec ¢ et ¢ des éléments compacts quelconques. O

Enfin, rappelons que dans les i-modeles fortement stables les éléments compacts sont
les éléments finis et que les éléments premiers sont les singletons. On a donc dans ces
modeles des formules de la logique du premier ordre et du langage {e} définissant les
éléments finis et les singletons de ces modeles.
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B.2 Un critéere d’isomorphisme applicatif

On se place maintenant dans le cadre des i-modeles fortement stables.

Définition B.2.1 Soient (H, = (D, , 1),41), (H2 = (Da,, 2),i2) deuzx paires hyperco-
hérentes totales.
Les paires (Hy,11) et (Ha, i) sont t H-isomorphes si il existe un isomorphisme d’hypercohérence

6 de Hy vers Hy tel que, pour tout (d,0) € (Dy), x Dy on a 0(i1(d,0)) = i2(8°(d), 0(5)).

Cette définition est I’analogue, pour les paires hypercohérentes, de la notion d’i-isomor-
-phisme rappelée dans l'introduction de ce chapitre. On rajoute ici une contrainte sur 6
en demandant que cette application soit un isomorphisme d’hypercohérence.

Définition B.2.2 Deux i-modéles fortement stables (D(H,), F1,G1) et (D(Hs), Fy, G3)
sont fortement isomorphes s’il existe un isomorphisme applicatif © de D(H;) wvers
D(Hy) tel que © et O~ soient fortement stables.

Nous pouvons maintenant énoncer un critere de d’isomorphisme.

Théoréeme B.2.3 Soient (Hy,i1) et (Hs,is) deux paires hypercohérentes totales. Les
i-modéles fortement stables, (D(H,), Fi,G1) et (D(H,), F», G3), engendrés par ces deux
paires sont fortement isomorphes si et seulement si les deux paires hypercohérentes sont
1H-isomorphes.

Preuve :(=) Appelons © I'isomorphisme applicatif fortement stable existant entre D(H;)

et D(HQ)

D’apres le corollaire B.1.2, © induit une bijection # entre les singletons et commute avec

tous les sups, filtrants ou non. Soit #(«) 'unique o' tel que O({a}) = {a'}. 1l est clair

que 7 est bien définie et est une bijection de D; vers Dy et que * commute également

avec tous les sups, filtrant ou non, donc * = ©.

Montrons que # est un isomorphisme d’hypercohérence.

Soit u = {ay, -, a,} € , (Hy). Alors U'ensemble A = {{a1}, -, {a,}} € C(H)) et

puisque © est fortement stable on a 6** = {{f(a1)},---,{0(w)}} € C(Hs) ce qui en-

traine que 0°(u) € , (Hy).

Soit v = {af, --,al} €, (Hy). L’application @ étant une bijection on a u = {ay,- - -, a,}

tel que 0°(u) = v.

L’ensemble B = {{a}},---,{a,}} € C(H;) et puisque ©! est fortement stable on a
*(B) = {{a1}, -, {an}} € C(Hy). Ainsi u € , (Hy).

Il reste a montrer que ¢ vérifie :

i(i1(d, 0)) = i2(i*(d),i(5)) pour tout (d,d) € D(H;), x D;.

6’ € Dy; 3d' Ci*(d) iz(d',d") € {i(i1(d,0))}}.
Fi({i1(d,d)})(d)) car i® est un isomorphisme applicatif
*{0} par définition de F}

0)}

On a F5(i*{i1(d, 0)}) (i*(d)) =
Et, Fy(i*{ir(d,0)})(i*(d)) =

A/—"—\/_\r—"—\

{i
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II vient que {i(0)} = {0 € Dy; Id' C i*(d) is(d',d") € {i(i1(d,0))}}, c'est a dire
i(i1(d, 0)) = is(d',i(5)), pour un d' C i*(d). Or d C i*(d) n’est pas possible car un
tel d’ satisfait d' = i*(dy) pour un dy C d. Et on obtient la contradiction :
{1(0)} = R({ia(d',1(0))(d') = F2({i(ir(d, 6)) }(d')

= F5(i*{ir(do, 6)}) (i(do))

= i*(F1(ir(d, 6))(do))

=*(0) =0
(<) Le lemme 2.8.4 nous affirme que i* est un isomorphisme fortement stable. Il reste
a montrer que ¢* est un isomorphisme applicatif.
Soient u,v € D(H,).
On a i*(Fi(u)(v)) =i*{6 € Dy; Id C v i1(d,0) € u}

{1(0); Fi*(d) € *(v) i(ir(d, 9)) € 1*(u)}

{1(6); Fi*(d) S i*(v) ix(i*(d), i *
Fy(i* () (i*(v))

O

Kerth a montré que si on a deux paires totales cohérentes (D, T, 1) et (Do, T, 4p) ic-
isomorphes, c’est a dire qu'’il existe # un i-isomorphisme qui est en plus un morphisme
d’espace cohérent entre ces deux paires, alors les -modeles stables D; et Dy engendrés
par ces deux paires sont applicativement isomorphes, voir [44]. Dans le cadre des i-
modeles stables on a pas besoin de rajouter en hypothese que I'isomorphisme applicatif
et son inverse sont stables car il existe une formule COHERENT(z,y) de la logique du
premier ordre et du langage L = {e} telle que :

pour tout D i-modele stable, D = COHERENT(u, v) ssi u = {a}, v = {3} et aTp.

Grace a ce critere Kerth donne une démonstration sémantique de I’existence de 2% mod-
eles stables non applicativement isomorphes, et, en affinant le critere d’isomorphisme, il
arrive également & montrer qu’il existe 2% modeles stables non équationnellement équiv-
alants.

Pour pouvoir remplacer la notion d’isomorphisme fort dans le théoreme B.2.3 par la
notion d’isomorphisme applicatif il nous faudrait trouver, pour tout entier n, une for-
mule HYPCOHERENT,,(z1, - - -, x,) telle que, pour tout (D, C) i-modele fortement stable,
D E HYPCOHERENT,, (a1, -, ay,) ssi {ai,---a,} € C.

On ne sais pas s’il existe une telle formule.

En utilisant le théoréme B.2.3 on peut toutefois montrer qu’il existe 2% modeles forte-
ment stables non fortement équivalent.

Il reste & affiner ce résultat en montrant :

1. Il existe 2% modeles fortement stables non applicativement isomorphes.

2. 11 existe 2% modeles fortement stables non équationnellement équivalants.

Ces questions sont actuellement ouvertes.
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Proposition B.2.4 Il existe 2%° modéles fortement stables non fortement équivalent.

Preuve : Pour tout X C IN on considere la paire hypercohérente partielle suivante :
(Hx, Ix) avec Hx = (IN, P;(IN)) et Ix de graphe {(({0,---,n},n),n); n € X}. Il est
facile de vérifier que Ix est bien un morphisme partiel d’hypercohérence.

Montrons que si X # X' alors les paires hypercohérentes totales (Hy,Ix) et (Hx:, Ix1),
qui sont respectivement les complétions canoniques (voir section 2.10.3) de (Hy, Ix) et
(Hx, Ix+), ne sont pas iH-isomorphes.

Rappelons que la complétion canonique d’une paire partielle ne rajoute pas de nouveaux
cycles (voir la définition 2.10.8 et [44]).

Soit, par exemple, ny € X \ X'.

Supposons que I'on a f un iH-isomorphisme de (Hy, I) vers (Hyr, Ix:). Alors :
Q(IX({Ov T n0}7 nO) = G(IX({Oa T n0}7 nU) = 9(%0) = ]X’({0(0)7 T e(no)}a e(no))

Et d’apres la définition de Ixs et puisque ng ¢ X', il est clair que I'on a pas d’éléments
du type ((d,n),n) dans le graphe de Ix: avec §d = ng+1 et n € d. Puisque la complétion
ne rajoute pas de cycles on obtient une contradiction.

O
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