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Avant propos

Cette th�ese est consacr�ee �a l'�etude de trois classes de mod�eles du �-calcul non typ�e : les
mod�eles continus [64], les mod�eles stables [15] et les mod�eles fortement stables [19].
Les mod�eles continus usuels, comme le mod�ele D1 de Scott, ou le mod�ele de Park, ont
des analogues stables (qui ont �et�e introduits par Honsell et Ronchi della Rocca [36]) ainsi
que des analogues fortement stables, que nous construisons dans cette th�ese.

Initialement la s�emantique d�enotationnelle du �-calcul s'inscrit dans un cadre cat�e-
gorique : la cat�egorie cart�esienne close (c.c.c.) des ordres partiels complets et des
fonctions continues. Ici la continuit�e est relative �a une topologie li�ee �a l'ordre partiel,
[64, 8, 67]. Pr�ecisons que cette cat�egorie est une c.c.c. avec assez de points et objets
r�e
exifs.

Les notions de stabilit�e et de forte stabilit�e proviennent de l'�etude de la s�equentialit�e
dans un lambda-calcul typ�e. Ces notions produisent de nouvelles cat�egories ad�equates et
donnent ainsi de nouvelles classes de mod�eles du �-calcul. Elles ont �et�e principalement
�etudi�ees dans le cadre de P.C.F. qui est un �-calcul typ�e.

On s'int�eresse ici aux mod�eles du �-calcul non typ�e. Par rapport au cas typ�e, l'�etude
de ces di��erentes classes de mod�eles est radicalement di��erente, et plus complexe dans
le cas non typ�e. Nous �etablissons le fait que les notions de continuit�e, stabilit�e et forte
stabilit�e donnent des classes de mod�eles vraiment di��erentes.

Une construction simple de mod�eles fortement stables est propos�ee. Elle produit une
large classe de mod�eles directement exploitables : les i-mod�eles fortement stables. Le
deuxi�eme chapitre est consacr�e �a cette construction ainsi qu'�a certaines applications.
Nous montrons en particulier que tout i-mod�ele fortement stable contient une in�nit�e de
r�etractions universelles.

Nous r�epondons ensuite �a des questions, qui nous ont paru int�eressantes et qu'il est
naturel de se poser, d'incompl�etude et de comparaison, au niveau �equationnel, des classes
de mod�eles.

Dans le troisi�eme chapitre nous montrons l'incompl�etude de la classe des mod�eles sta-
bles et ce en utilisant un i-mod�ele fortement stable particulier. Le fait d'utiliser un tel
i-mod�ele permet de donner une d�emonstration qui �evite d'utiliser des arguments syntax-
iques. On �etablit ainsi une m�ethode s�emantique permettant de construire des mod�eles
fortement stables dont la th�eorie n'est la th�eorie d'aucun mod�ele stable. Il est �a noter
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que montrer qu'une th�eorie donn�ee n'est la th�eorie d'aucun mod�ele stable est extrême-
ment di�cile, voire impossible, �a �etablir syntaxiquement, voir [32]. De plus cette m�eth-
ode s'applique �a la classe des mod�eles continus, fournissant une nouvelle d�emonstration
beaucoup moins technique de l'incompl�etude de cette classe, [9, 10].

Dans le quatri�eme chapitre on construit par forcing un mod�ele continu qui permet de
retrouver le r�esultat d'incompl�etude de la classe des mod�eles stables et qui donne aussi
l'incompl�etude de la classe des i-mod�eles fortement stables. Les techniques employ�ees
dans ce dernier chapitre sont di��erentes de celle utilis�ees dans le chapitre pr�ec�edent.



Contents

Introduction 7

1 Pr�eliminaires 23

1.1 Notations ensemblistes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.2 Notions de bases et terminologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.3 Pr�eliminaire en th�eorie des domaines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.4 Les �-mod�eles r�eguliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.5 Stabilit�e sur les DI-domaines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.6 Les i-mod�eles continus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.6.1 Les espaces de segments initiaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.6.2 Mod�eles construits sur un ensemble d'atomes . . . . . . . . . . . . 34

1.7 Les i-mod�eles stables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2 Mod�eles fortement stables 37

2.1 Notations et d�e�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.2 Mod�eles fonctionnels du �-calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.3 DI-domaines avec coh�erence et fonctions fortement stables . . . . . . . . 41

2.4 Traces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.5 Produits de QDC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.6 Hypercoh�erences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.6.1 D�e�nitions et propri�et�es fondamentales . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.6.2 Espaces de fonctions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.6.3 Produits d'hypercoh�erence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.6.4 La fonction ~Eval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.7 Sous structures et unions croissantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.8 Morphismes d'hypercoh�erences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.9 �-mod�eles et i-mod�eles fortement stables . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

2.10 Construction �el�ementaire de i-mod�eles fortement stables . . . . . . . . . 66
2.10.1 Les mod�eles D1 fortement stables . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.10.2 Les mod�eles de Park fortement stables . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.10.3 Paires hypercoh�erentes partielles et compl�etion hypercoh�erente . . 69

2.11 R�etractions universelles fortement stables et la th�eorie RU1 . . . . . . . 71

2.11.1 R�etractions universelles fortement stables . . . . . . . . . . . . . . 72

2.11.2 La th�eorie RU1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5



6 CONTENTS

3 L'incompl�etude de la s�emantique stable 79
3.1 Les mod�eles P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
3.2 Le th�eor�eme d'incompl�etude stable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.3 Cas des mod�eles continus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
3.4 Renforcement des r�esultats d'incompl�etude . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
3.5 La th�eorie de Ps et celle de Pfs sont incluses dans T�0

I

. . . . . . . . . . . 89

4 Forcing et r�esultats d'incompl�etude 93
4.1 La construction du mod�ele Di . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.2 L'interpr�etation du terme 
 dans un i-mod�ele continu extensionnel . . . 99
4.3 L'incompl�etude stable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
4.4 L'incompl�etude fortement stable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

Conclusion 111

A La propri�et�e d'approximation 117

B Isomorphismes entre i-mod�eles fortement stables 123
B.1 D�e�nissabilit�e de l'ordre dans les DIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
B.2 Un crit�ere d'isomorphisme applicatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

Bibliographie 129



Introduction

Les math�ematiques contemporaines ont adopt�e la notion ensembliste de fonction ; les
fonctions sont consid�er�ees comme des cas particuliers de relations, d�e�nies par leur
graphe. Mais rien n'est pr�ecis�e quant �a leur aspect op�eratoire.
Ce point de vue est inadapt�e �a l'informatique, o�u l'on requiert une pr�esentation des
fonctions de fa�con intensionnelle, c'est �a dire par des r�egles de calcul.

En math�ematiques une fonction est regard�ee comme une boite noire �a laquelle on donne
un argument et qui rend un r�esultat. Le domaine des arguments d'une fonction peut
être in�ni, ce qui est usuel en math�ematiques, et donne un caract�ere in�nitaire aux
fonctions. Un tel objet ne peut être repr�esent�e �a l'int�erieur d'une machine �nie par la
donn�ee explicite de son graphe, qui se trouve être un objet in�ni. D'o�u l'�echec de cette
vue des fonctions en informatique.

Le point de vue informatique sur les fonctions

La repr�esentation usuelle des fonctions, dans une machine donn�ee, est celle d'algorithme.
Intuitivement un algorithme correspond �a une fa�con de calculer une fonction.
Un algorithme ne permet pas la donn�ee explicite du graphe complet d'une fonction mais
permet de g�en�erer une partie �nie quelconque de son graphe. En donnant de plus en plus
d'arguments �a l'algorithme, on g�en�ere une approximation de plus en plus proche de la
fonction. La nature in�nie des fonctions oblige �a cette notion de repr�esentation approxi-
mative. Par exemple si f est une fonctionnelle d�ependant de la fonction g, on peut d�ecrire
l'algorithme de f en utilisant celui de g, �a condition qu'ils existent. L'approximation que
l'on obtient de f d�epend, entre autre, de celle que l'on obtient de g.
Cette notion d'approximation joue un rôle fondamental dans la s�emantique d�enotation-
nelle des calculs.

Le premier langage utilis�e pour parler de la th�eorie de la calculabilit�e est le �-calcul,
introduit par Church en 1932 [22]. Le but initial �etait d'apporter un nouveau fondement
des math�ematiques. Kleene et Rosser ont montr�e en 1937 l'inconsistance du syst�eme
initial [45], mais Church publia en 1941 [23] un autre syst�eme, plus faible, dont une
variante est le �-calcul actuel. On peut montrer la consistance de ce dernier de fa�con
syntaxique: c'est en e�et une cons�equence directe du th�eor�eme de Church-Rosser, voir
[8], p. 62.

Le �-calcul est un langage avec une syntaxe tr�es simple, compos�ee de deux r�egles de
formation des termes, appel�es �-termes, et essentiellement d'une r�egle de calcul, la �-
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r�eduction (si un terme T se �-r�eduit �a un autre terme U , on dit simplement que T se
r�eduit �a U). C'est une th�eorie qui �etudie les fonctions et leurs comportements applicatifs,
l'application �etant une op�eration primitive de cette th�eorie.
Nous renvoyons �a [8, 46, 47, 13] pour un expos�e complet sur la syntaxe de ce langage.
C'est �egalement une approche syntaxique de la th�eorie des fonctions : celles-ci sont
d�esign�ees par les �-termes. Si U est un �-terme, �x U(x) d�esigne la fonction qui �a x
associe U(x). Un terme de cette forme est appel�e une \abstraction".
Ce langage permet de repr�esenter toutes les fonctions r�ecursives partielles et de ce fait
donne un mod�ele simple des fonctions calculables. Pour un expos�e complet sur les
fonctions partiellement r�ecursives et les fonctions �-repr�esentable voir [53]. Ainsi une
fonction calculable est repr�esent�ee par une �-expression sugg�erant un algorithme possible
de cette fonction.

Les termes du �-calcul peuvent être vus comme des programmes, ou des proc�edures, pour
une machine particuli�ere qui est la donn�ee du �-calcul et d'une strat�egie de r�eduction
pour la �-r�eduction. Ainsi le �-calcul non typ�e peut être vu comme un langage de
programmation de bas niveau. Un langage de programmation est un outil qui permet
d'�ecrire un programme en langage machine de fa�con �a garder, autant que possible, le
contrôle sur ce qu'il fera au cours de son ex�ecution. Le rôle du langage machine est jou�e
par le lambda-calcul pur.
En ajoutant des types au �-calcul on augmente le niveau du langage, les types jouant
un rôle de commentaire \m�ecanique" du programme. Ces commentaires seront v�eri��es
et e�ac�es lors de la compilation.
On pourra se rapporter �a [58] pour une introduction d�etaill�ee sur les liens existant entre
le �-calcul et la programmation fonctionnelle.

La s�emantique d�enotationnelle

Une s�emantique d�enotationnelle pour un langage donn�e, est bas�ee sur le choix d'un
espace de valeurs, ou de d�enotations, dans lequel les termes du langage (ici les �-termes)
sont interpr�et�es de fa�con �a respecter le plus possible la syntaxe du langage. Choisir un
espace de valeurs ayant de bonnes propri�et�es math�ematiques peut aider �a prouver des
propri�et�es syntaxiques sur les termes. Se donner une s�emantique d�enotationnelle pour
le �-calcul revient �a se donner un objet dans lequel on peut interpr�eter les �-termes de
telle sorte que les termes �-�equivalents soient �egalis�es. Rappelons que deux termes U
et V sont �-�equivalents si et seulement si il existe une suite �nie de �-termes (Ti)1�i�n
avec, T1 = U , Tn = V et pour tout 1 � i � n, Ti se r�eduit �a Ti+1 ou Ti+1 se r�eduit �a Ti.
Il existe de telles s�emantiques dans lesquelles on donne un sens r�eellement fonctionnel aux
�-termes qui sont des abstractions, i.e. ceux-ci seront interpr�et�es par de vraies fonctions,
voir [67].

L'intêret de ces interpr�etations est de d�egager, en utilisant les propri�et�es du type de
mod�ele consid�er�e, certaines th�eories particuli�eres (l'ensemble d'�equations entre termes
v�eri��ees dans le mod�ele �etudi�e). Un des objectifs recherch�es est de trouver un mod�ele
rendant pleinement compte du comportement op�erationnel des termes.

La di�cult�e de cette d�emarche tient de la nature même des �-termes. Concr�etement tout
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�-terme peut être vu comme une fonction applicable �a tout autre terme et en particulier
�a lui même.
Trouver un mod�ele fonctionnel du �-calcul n�ecessite de trouver un ensemble de valeur
D, appel�e domaine, et une notion particuli�ere de fonction de ce domaine dans lui même
telle que l'ensemble de ces fonctions de D dans D puisse se plonger, en un certain sens,
dans D. Il est bien clair, pour des raisons de cardinalit�e, que l'on ne peut prendre toutes
les applications sur D (sauf si le domaine est r�eduit �a un point). On consid�ere des
domaines et des fonctions ayant certaines propri�et�es dict�ees par des intuitions li�ees �a la
calculabilit�e.
Le but est de rendre compte le mieux possible de la lecture fonction/programme qui est
sous-jacente �a cette approche.

De l'intuition algorithmique �a la topologie de Scott

Les domaines que l'on consid�ere sont des ensembles D dans lesquels on dispose d'une
notion d'approximation, ce qui se traduit par le fait que les ensembles D sont munis d'un
ordre partiel, not�e �D ou simplement �. Si x; y 2 D, le fait que x � y traduit la notion
intuitive \x contient moins d'informations que y". De plus D est dot�e d'un plus petit
�el�ement, not�e ?, correspondant �a l'information nulle.
Si on suit l'approche algorithmique, il est clair que si un argument x contient moins
d'informations qu'un argument y alors le r�esultat f(x) doit contenir moins d'informations
que f(y). Il est naturel de demander que les fonctions que l'on va consid�erer soient crois-
santes par rapport �a l'ordre partiel de D.
Il s'av�ere, toujours pour des raisons de cardinalit�e, que cette seule propri�et�e n'est pas su�-
isante pour pouvoir construire un espace de fonctions isomorphe �a l'ensemble des valeurs.

Si un programme rend une valeur il ne peut le faire qu'apr�es un calcul �ni. Si l'argument
d'une fonction est in�ni un tel calcul ne peut avoir utilis�e qu'une partie �nie de l'argument.
Cette intuition est formalis�ee par le th�eor�eme de continuit�e syntaxique, qui exprime le
fait que seule une approximation �nie, en un certain sens syntaxique, d'un terme M
est n�ecessaire pour calculer une approximation �nie de C[M ], o�u C[] est un contexte
quelconque, voir [50, 69, 71, 14].
Cette intuition calculatoire se traduit par une restriction suppl�ementaire sur l'ensemble
D des valeurs et des arguments et sur la notion de fonction �a employer.
On demande que D v�eri�e certaines propri�et�es de clôture, plus pr�ecisemment, si X est
un sous ensemble �ltrant de D (i.e. si x; y 2 X il existe z 2 X tel que x; y � z), alors la
borne sup�erieure de X, not�ee tX, existe et appartient �a D. On dit alors que l'ensemble
ordonn�e partiellement D est complet (D est un CPO). On peut alors d�e�nir une notion
de continuit�e pour des fonctions de D vers D :
une fonction f est continue si et seulement si elle commute aux bornes sup�erieures
d'ensemble �ltrant.
Cette notion de continuit�e fait r�ef�erence �a une topologie, d�etermin�ee par l'ordre partiel,
que l'on peut d�e�nir sur les CPO : la topologie de Scott.
Les �el�ements compacts de cette topologie repr�esentent les �el�ements contenant une infor-
mation �nie. Les compacts se caract�erisent par le fait suivant :
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les �el�ements compacts d'un CPO D sont les �el�ements k tels que k � tX, pour X �ltrant
dans D, implique qu'il existe x 2 X tel que k � x.
Une autre contrainte demand�ee au CPO est l'alg�ebricit�e : tout �el�ement est la borne
sup�erieure des �el�ements compacts qui lui sont inf�erieurs.
Cette notion correspond �a l'id�ee intuitive d'information. Si on peut calculer toutes les
parties �nies du graphe d'une fonction, alors on la connait enti�erement.

Une fonction continue v�eri�e la propri�et�e intuitive suivante :
Soit f une fonction d'un CPO alg�ebrique D vers un CPO alg�ebrique E . Si on a une
information �nie k � f(x) alors k est contenu dans l'image par f d'une information �nie
h de x, i.e. k � f(h) avec h un compact inf�erieur �a x. Ceci traduit l'id�ee que si l'on
d�esire une sortie contenant une information �nie il su�t de donner �a un programme une
entr�ee �nie.

Intuitivement on d�esire que si une fonction f est plus petite qu'une fonction g cela signi�e
que, pour toute entr�ee x, f(x) est moins d�e�nie que g(x). Ceci entraine le fait que l'on
consid�ere sur les fonctions l'ordre extensionnel, not�e �ext, et d�e�nie par :
f�extg , 8x f(x) � g(x).
En cons�equence l'�egalit�e sur les fonctions est extensionnelle : 8x f(x) = g(x), f = g.

Toutes ces notions constituent la base de l'approche d�enotationnelle du �-calcul, et en
substance l'approche d�enotationnelle de tous les langages de programmation fonctionnels.
Nous renvoyons �a [67, 54] pour une introduction compl�ete et �a [61], [63] et [64] pour les
motivations originelles.

Cette notion de continuit�e rend compte de certains aspects de la calculabilit�e, mais elle
est loin de repr�esenter toutes les propri�et�es des fonctions calculables.
Il existe des fonctions continues non repr�esentables par un �-terme, par exemple toutes
les fonctions continues ayant un comportement \non s�equentiel". L'exemple le plus connu
d'une telle fonction est le ou-parall�ele introduite dans un cadre typ�e, [66, 56]. Noter que
[66] est la publication d'un papier non publi�e jusqu'alors de Scott datant de 1969.

Pour �eliminer ces fonctions on a essay�e de formaliser la notion de \s�equentialit�e".
Pour l'essentiel ces travaux ont �et�e pr�esent�es dans le cadre de P.C.F., un �-calcul typ�e.
Ce langage, introduit par Plotkin [56], est un �-calcul simplement typ�e, avec des types
de base correspondant aux entiers et aux bool�eens, quelques fonctions de base, comme
le successeur, le pr�ed�ecesseur, la conditionnelle, plus un op�erateur de point �xe �a chaque
type permettant de d�e�nir toutes les fonctions r�ecursives partielles. C'est un langage
fonctionnel tr�es int�eressant d'un point de vue th�eorique.

S�equentialit�e, stabilit�e, forte stabilit�e : L'exemple de P.C.F.

Un mod�ele de P.C.F. ayant les domaines plats des entiers et des bool�eens pour interpr�e-
tation des types de base est appel�e un \mod�ele standard" de P.C.F.
Dans ce cadre il existe une notion simple de s�equentialit�e,uniquement pour les fonctions
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sur les types de base, due ind�ependemment �a Vuillemin, [68], et �a Milner, [52].
Donnons ici cette d�e�nition, valable en fait pour toute fonction d�e�nie sur un produit de
domaines plats (c'est �a dire tout domaine D tel que, pour tout u 2 D, ? � u et, pour
tous u; v 2 D avec u; v 6= ?, u et v sont incomparables).

Soient D1; � � � ; Dn; D
0
1; � � � ; D

0
m des domaines plats. Les �el�ements de D1 � � � � � Dn

(resp. D0
1 � � � � � D0

m) sont des suites index�ees par l'ensemble fi; 0 � i < ng (resp.
fj; 0 � j < mg). Les produits de domaines plats sont ordonn�es par l'ordre produit, et
si � est dans le produit des Di on note (�)i la projection de � sur le domaine Di.

De fa�con intuitive une fonction est s�equentielle s'il existe au moins un argument qu'il
faut d'augmenter pour faire croitre l'information sur une composante du r�esultat.

Une fonction continue f de D1 � � � � � Dn dans D0
1 � � � � � D0

m est s�equentielle si et
seulement si f v�eri�e la condition suivante : pour tout � 2 D1 � � � � � Dn, pour tout
j < m, si (f(�))j = ? alors l'une des possibilit�es suivantes est v�eri��ee :

� pour tout � 2 D1 � � � � �Dn, � � �) (f(�))j = ?;

� il existe i tel que 0 � i < n et (�)i = ? et, pour tout � 2 D1 � � � � �Dn, si � � �
et f(�)j 6= ? alors (�)i 6= ?.

L'indice i est appell�e indice de s�equentialit�e de f pour j en �. Noter qu'un tel indice,
quand il existe, n'est g�en�eralement pas unique.

Cette notion de s�equentialit�e caract�erise compl�etement les objets d�e�nissables de P.C.F.
pour les fonctions aux types de base. Mais cette notion ne s'�etend pas aux objets de
type plus complexe. Plusieurs tentatives ont �et�e donn�ees pour construire un mod�ele
de P.C.F. dans lequel tous les �el�ements sont l'interpr�etation d'un terme, notamment en
essayant de trouver un mod�ele o�u toutes les fonctions sont s�equentielles. Cette recherche
est �etroitement li�ee �a la recherche d'un mod�ele compl�etement abstrait (fully abstract) de
P.C.F., voir [52] et [17].

Une mani�ere d'arriver �a ce but a �et�e propos�ee par Kahn et Plotkin [41]. Cette d�emarche
propose de modi�er la notion de domaine employ�e dans la s�emantique continue par des
objets rendant mieux compte des contraintes calculatoires, les \concrete data structures"
(CDS). Ceci permet de d�e�nir une notion de s�equentialit�e �a tous les types et cette notion
de s�equentialit�e est �equivalente �a celle propos�ee par Vuillemin-Milner aux types de base.
Mais Curien a remarqu�e que la cat�egorie de ces objets et des fonctions s�equentielles
n'est pas cart�esienne close, [25]. Pour rem�edier �a ce d�efaut, Berry et Curien [16] pro-
posent de garder les CDS pour objet et de prendre pour morphisme la notion abstraite
\d'algorithme s�equentiel", qui est une fa�con de consid�erer simultan�ement les fonctions
plus l'information sur la mani�ere de les calculer. On obtient ainsi un mod�ele de P.C.F.,
mais c'est un �echec du point de vue de la compl�ete ad�equation. De plus ce mod�ele s'�ecarte
du concept de lecture terme/fonction, puisque les termes ne sont plus interpr�et�es par des
fonctions mais par des objets ayant deux composantes, l'une comportant l'information
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extensionnelle (une fonction continue), l'autre comportant l'information intensionnelle
(l'algorithme).
Ceci rend un mod�ele tr�es proche de la syntaxe et ne donne plus un caract�ere purement
fonctionnel �a l'interpr�etation des termes de P.C.F.

Une autre d�emarche, qui nous int�eresse directement, car elle permet de construire des
mod�eles du �-calcul pur, est de garder les CPO pour objets et de prendre pour mor-
phismes des fonctions satisfaisant des conditions plus faibles que la s�equentialit�e. Il
s'agit des fonctions stables et fortement stables.

La stabilit�e

La premi�ere construction importante s'inscrivant dans cette d�emarche est l'introduction
de la notion de stabilit�e par Berry [15].
L'id�ee sous jacente �a la stabilit�e vient du fait qu'une fonction s�equentielle f est telle que,
si f(x) � c, pour c compact, alors il existe un c0 compact et minimum pour la propri�et�e
suivante : c0 � x et f(c0) � c.
Cette propri�et�e constitue la d�e�nition intuive de la stabilit�e, et est celle propos�ee par
Berry. Pour mettre en place un mod�ele de P.C.F. dans lequel toutes les fonctions sont
stables, il a fallu introduire une notion particuli�ere de CPO : les DI-domaines. Ces
domaines sont des CPO !-alg�ebriques (l'ensemble des compacts est d�enombrable), de
plus tout �el�ement compact n'a qu'un nombre �ni de minorants et tout sous ensemble
non vide admet une borne inf�erieure (on parlera d'inf).
De plus l'ordre que l'on impose sur les fonctions stables n'est plus l'ordre extensionnel
mais l'ordre stable, ou ordre de Berry, not�e �s. On dit que f�sg si et seulement si, pour
tout x � y, f(x) = g(x) ^ f(y) ( on note x ^ y la borne inf�erieur de x et de y).

Intuitivement f�sg signi�e non seulement que f est une approximation de g mais �egale-
ment que le calcul de f approxime celui de g : pour tout x; y tels que x � f(y), les
fonctions f et g n�ecessitent la même information sur x pour atteindre y (voir [14]).
Il est n�ecessaire de consid�erer l'ordre stable sur l'ensemble [D1 �! D2] des fonctions
stable d'un DI-domaine D1 dans un DI-domaine D2 si l'on garantir la stabilit�e de la
fonction d'�evualation eval de [D1 �! D2] � D1 vers D2 d�e�nie par eval(f; x) = f(x)
(cette fonction n'est pas stable si on consid�ere l'ordre extensionnel sur [D1 �! D2]), voir
[14].

On peut parler de \mod�ele standard stable de P.C.F." car les domaines plats des entiers
et des bool�eens sont des DI-domaines.

Dans les DI-domaines la d�e�nition intuitive de la stabilit�e est �equivalente �a la propri�et�e
de commutation aux infs compatibles, i.e. aux infs d'�el�ements admettant un majorant
commun :
une fonction continue f d'un DI-domaine dans un autre est stable si et seulement si,
pour tout x; y compatibles, f(x ^ y) = f(x) ^ f(y).

Ainsi toutes les fonctions s�equentielles sont stables, mais l'inverse est loin d'être vrai. Il
existe des fonctions stables qui ne sont pas s�equentielles et ceci même pour des fonctions
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d�e�nies sur les types de base. L'exemple le plus connu d'une telle fonction est la fonction
de Berry (voir plus loin). Mais cette notion permet d�ej�a d'�eliminer certaines fonctions
non s�equentielles aux types de base comme le ou-parall�ele.

R�ecemment Bucciarelli et Ehrhard ont donn�e une pr�esentation plus abstraite des al-
gorithmes s�equentiels [19, 20]. Ceci leur a permis de d�egager le fait que la notion de
s�equentialit�e introduite par Kahn et Plotkin peut être repr�esent�ee comme une condition
de pr�eservation analogue �a la stabilit�e, ce qui conduit �a s'int�eresser �a des fonctions qui
pr�eservent des infs plus g�en�eraux que les infs �nis d'�el�ements compatibles. Il s'agit des
fonctions fortement stables.

La forte stabilit�e

Les objets que l'on consid�ere dans ce cadre pour mod�eliser P.C.F., sont les DI-domaines
avec coh�erence, not�es DIC. Un DIC est un couple (D; C) o�u D est un DI-domaine et C
est un ensemble acceptable de parties �nies et non vide de D, appel�e la coh�erence.
Une fonction fortement stable de (D1; C1) vers (D2; C2) est une fonction continue pr�eser-
vant les coh�erences et qui commute aux infs des �el�ements de C1. Il est �a remarquer que la
notion de fonction fortement stable d�epend de la coh�erence choisie. On parle de fonction
fortement stable relativement �a un choix donn�e de coh�erence. On examinera dans les
chapitres de cette th�ese certaines cons�equences dûes �a cette libert�e.

Pour obtenir un mod�ele du �-calcul on doit munir les coh�erences de certaines propri�et�es
de clôture, on parle alors de coh�erence acceptable. Alors une fonction fortement stable
est stable mais l'inverse est faux. Notons toutefois que la notion de stabilit�e est un cas
particulier de la notion de forte stabilit�e, voir page 42.
Pour ordonner les fonctions fortement stables on est amen�e, pour les même raisons que
pr�ec�edemment, �a choisir l'ordre stable.

Le mod�ele standard fortement stable de P.C.F. est celui o�u les types de base sont inter-
pr�et�es par les DI-domaines plats des entiers et des bool�eens, munis d'une coh�erence bien
particuli�ere, voir [20, 18].

Un r�esultat r�ecent de Ehrhard [27] montre que toutes les fonctions du mod�ele standard
fortement stable de P.C.F. sont s�equentielles en un certain sens technique. En fait, la forte
stabilit�e traduit compl�etement la d�e�nissabilit�e aux types de base; toutes les fonctions
fortement stables aux types de bases sont s�equentielles au sens de Milner-Vuillemin. Mais
il existe des fonctionnelles fortement stables non d�e�nissables par des termes de P.C.F.,
voir [18].

Les mod�eles standards de P.C.F. continu, stable et fortement stable ont des
th�eories �equationnelle incomparables

Esquissons la d�emonstration de ce r�esultat (pour la d�emonstration compl�ete nous ren-
voyons �a [18]).

Le point clef est l'existence d'objets non d�e�nissables (qui ne sont pas l'interpr�etation
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d'un terme de P.C.F.) dans les trois mod�eles fonctionnels standards de P.C.F.
La m�ethode employ�ee est la suivante :
on exhibe, dans un des trois mod�eles, f une fonction ou une fonctionnelle n'existant pas
dans les deux autres mod�eles; on exhibe alors deux termes de P.C.F. distingu�es par f et
�egalis�es dans les mod�eles ne contenant pas f .

Rappelons que l'ensemble plat des bool�eens est l'ensemble B = f?; V; Fg avec V; F
incomparables.
Notons respectivement Tc, Ts et Tfs les th�eories �equationnelles des mod�eles standards de
P.C.F. continu, stable et fortement stable.

Donnons la d�e�nition des fonctions particuli�eres utilis�ees pour �etablir ce r�esultat, toutes
d�e�nies sur un produit de B et �a valeurs dans B.

Les fonctions OG (ou-gauche), OD (ou-droit) et OUP (ou-parall�ele) sont respectivement
les plus petites fonctions continues de B2 dans B v�eri�ant :

OG(V;?) = V , OG(F; F ) = F ,
OD(?; V ) = V , OD(F; F ) = F ,
OUP (V;?) = OUP (?; V ) = V et OUP (F; F ) = F .

La fonction gt (fonction de Berry) est la plus petite fonction continue de B3 dans B
v�eri�ant :
gT (?; V; F ) = gT (F;?; V ) = gT (V; F;?) = V et gT (F; F; F ) = F .

Notons que les fonctions OG et OD sont d�e�nissables et donc sont stables et fortement
stables; que la fonction OUP n'est pas stable (et donc pas fortement stable); et que la
fonction gt est stable mais pas fortement stable.
Il s'ensuit que OUP et gt ne sont pas d�e�nissables.

La fonction OUP permet de montrer que Ts * Tc et Tfs * Tc.
La fonction gt permet de montrer que Tfs * Tc et Tfs * Ts.

Pour montrer qu'il existe des termes qui sont di��erenci�es dans le mod�ele stable et le
mod�ele fortement stable, mais sont �egalis�es dans le mod�ele continu on utilise le fait qu'il
existe des fonctionnelles stables et fortement stables qui n'existent pas dans le mod�ele
continu, par exemple le \s�eparateur de ou".
On peut d�e�nir dans le mod�ele stable et le mod�ele fortement stable une fonctionnelle
qui s�epare OG et OD. Cette fonctionnelle est appel�ee un s�eparateur de ou et est not�ee
SEP et est d�e�nie par :
SEP (OD) = V et SEP (OG) = F .
Les fonctions OG et OD sont major�ees dans le mod�ele continue par la fonction OUP et
�evidemment SEP n'existe pas dans le mod�ele continu car alors on aurait SEP (OUP ) �
V; F , qui sont incompatibles.
Cette fonctionnelle permet d'�etablir que Tc * Ts et que Tc * Tfs.
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On utilise de même le fait qu'il y a des fonctionnelles fortement stables qui n'existent pas
dans le mod�eles continu et le mod�ele stable, toujours pour les mêmes raisons li�ees �a la
s�eparabilit�e, pour exhiber des termes di��erenci�es dans le cas fortement stable et �egalis�es
dans les cas continu et stable.
On utilise, de fa�con analogue �a l'exemple pr�ec�edent, un s�eparateur de deux fonctions
d�e�nissables particuli�eres qui sont major�ees dans les mod�eles continu et stable par gt.
On montre ainsi que Tc * Tfs et que Ts * Tfs.

Les mod�eles du lambda-calcul pur

Un panorama vari�e

D'une fa�con g�en�erale un mod�ele du �-calcul pur est un objet r�e
exif d'une cat�egorie
cart�esienne close (c.c.c.) avec assez de points, ceci permettant d'interpr�eter de fa�con
ad�equate les �-termes. Pour un expos�e complet sur les mod�eles on se rapportera �a deux
livres [8, 35] et aux articles suivants [6, 34, 49, 51, 59].

Nous disposons dor�enavant de trois classes de mod�eles du �-calcul non typ�e : les mod�eles
continus, stables et fortement stables.

La s�emantique continue s'inscrit dans la cat�egorie des CPO et des fonctions continues.
Le premier mod�ele construit par Scott en 1969, [61, 64], est donn�e dans ce cadre.
Tous les mod�eles continus que nous consid�ererons seront des CPO munis de propri�et�es
suppl�ementaires comme l'alg�ebricit�e ou la distributivit�e.

Pour la s�emantique stable le cadre le plus couramment utilis�e, qui est �egalement le cadre
original, est celui des DI-domaines, qui englobe les domaines qualitatifs et les espaces
coh�erents ([30]).
Ce n'est pas le seul cadre dans lequel la s�emantique stable a un sens. On trouve dans
[3] une �etude des di��erentes c.c.c. de la s�emantique stable. Dans la structure la plus
g�en�erale la stabilit�e est d�e�nie par la propri�et�e de commutation aux infs �nis d'�el�ements
compatibles, mais elle n'est plus �equivalente �a la d�e�nition intuitive donn�ee par Berry.
Si l'on s'int�eresse �a la mod�elisation de l'aspect op�eratoire du �-calcul, la notion de sta-
bilit�e n'a d'int�erêt que sur une c.c.c. o�u la stabilit�e (interne) correspond �a la d�e�nition
introduite par Berry. De plus dans une telle c.c.c. les fonctions stables peuvent être
repr�esent�ees par des traces stables, voir [30]. Pour garder la correspondance des deux
d�e�nitions on doit consid�erer des structures comme les DI-domaines ou les domaines sta-
bles bi�nis d'Amadio. On donne plus de d�etails sur ces consid�erations dans l'introduction
du troisi�eme chapitre.

On peut construire des mod�eles du �-calcul pur dans le cadre fourni par les DI-domaines
avec coh�erence, qui est actuellement le cadre le plus g�en�eral dans lequel la forte stabilit�e
est d�e�nie.

Rappelons que les notions de stabilit�e et de forte stabilit�e proviennent de l'�etude de la
s�equentialit�e dans le �-calcul typ�e. Les notions de s�equentialit�e existantes n'ont plus de
sens dans le cadre des mod�eles du �-calcul pur. De plus les probl�emes de d�e�nissabilit�e
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et de compl�ete ad�equation de ces mod�eles par rapport �a des s�emantiques op�erationnelles
particuli�eres sont peu connus et souvent beaucoup plus complexes que dans le cas typ�e.

Les questions naturelles que l'on peut se poser sont :

Ces trois classes de mod�eles sont-elles compl�etes vis �a vis des th�eories consistantes du
�-calcul?

Ces classes sont-elles �equationnellement di��erentes? Ou plus pr�ecisement le spectre des
th�eories atteintes par les mod�eles d'une de ces classes est-il le même que celui atteint par
les deux autres?

En marge �a ces questions se pose �egalement le probl�eme de comparer les mod�eles d'une
même classe et de comparer des mod�eles analogues de di��erentes classes.

Pour �etudier ces propri�et�es, la premi�ere exigence que l'on se �xe est de se donner, et ce
de fa�con interne �a ces trois s�emantiques, des classes de mod�eles simples qui soient les
plus g�en�erales possibles.
La notion de simplicit�e que nous consid�erons pour une classe de mod�ele est la conjonction
des deux exigences suivantes :

� avoir une construction �el�ementaire, i.e. n'utilisant pas les limites inverses, et rela-
tivement uniforme pour ces trois s�emantiques;

� obtenir des mod�eles dans lesquels les interpr�etations des �-termes soient ais�ees et
manipulables directement.

Les r�eponses apport�ees �a ces questions

Une des questions pos�ees est de se demander si ces classes de mod�eles sont compl�etes,
c'est-�a-dire si elles contiennent toutes les �-th�eories. Cette question a �et�e soulev�ee par
Honsell et Ronchi pour la classe des mod�eles continus (CPO r�e
exifs), et ces auteurs y
ont r�epondu n�egativement [37]. Plus pr�ecis�ement, ils ont montr�e qu'il n'existe pas de
mod�ele continu dont la th�eorie est T�0 , la th�eorie contextuelle induite par l'ensemble des
termes essentiellement clos.

Le principal r�esultat �enonc�e dans le troisi�eme chapitre, �etabli en collaboration avec Gouy,
voir [9, 10], est l'incompl�etude de la classe des mod�eles stables (DI-domaines r�e
exifs).
On montre que la th�eorie de l'analogue fortement stable du mod�ele de Park n'est la
th�eorie d'aucun mod�ele stable. Notre d�emonstration di��ere fortement de celle propos�ee
par Honsell et Ronchi par le fait que nos arguments sont purement s�emantiques. En fait,
on extrait un ensemble tr�es simple, F1, d'�equations et d'in�equations, qui est mod�elis�e
par le mod�ele de Park fortement stable et qui n'est mod�elis�e par aucun mod�ele stable.
La m�ethode propos�ee ici peut, de plus, s'adapter aux mod�eles continus : on exhibe un
autre ensemble tr�es simple, F2, d'�equations et d'in�equations, qui est mod�elis�e par les
analogues stables et fortement stables du mod�ele de Park et par aucun mod�ele continu.
On en d�eduit que l'ensemble F1[F2 est mod�elis�e par le mod�ele de Park fortement stable
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et par aucun mod�ele stable ni aucun mod�ele continu. On montre de plus que les mod�eles
de Park continu et stable ont des th�eories incomparables ce qui in�rme une conjecture de
Honsell et Ronchi qui a�rmait que la th�eorie du mod�ele de Park stable est strictement
incluse dans celle du mod�ele de Park continu [36].
En�n, en �etendant l'utilisation du th�eor�eme d'approximation de Honsell et Ronchi [37],
qui est rappel�e en annexe, aux cadres stable et fortement stable, on montre que T

�0
I

, la

th�eorie contextuelle induite par l'ensemble des termes essentiellement �I-clos, n'est la
th�eorie d'aucun mod�ele stable.

Il est �a remarquer que pour �etablir le r�esultat de l'incompl�etude de la classe stable on
s'inspire de la m�ethode utilis�ee pour montrer l'incomparabilit�e des th�eories des mod�eles
standards de P.C.F.
On arrive �a donner, sous forme d'un ensemble d'�equations et d'in�equations, not�e F ,
des conditions su�santes permettant de d�e�nir une version non typ�ee de la fonction de
Berry [15] dans un mod�ele stable. On montre ensuite que dans tous les mod�eles stables
satisfaisant F , cette fonction permet de distinguer deux termes X et Z �egalis�es dans un
mod�ele fortement stable particulier, ici l'analogue fortement stable du mod�ele de Park,
satisfaisant F .

Nous avons ainsi �elabor�e une technique permettant d'utiliser la vari�et�e des mod�eles dont
on dispose pour obtenir un r�esultat d'incompl�etude. Cela repond en plus �a la question
de savoir si les classes de mod�eles propos�ees sont �equationnellement distinctes. De plus
on utilise r�eellement le fait d'avoir �a notre disposition les classes de mod�eles simples que
constituent les i-mod�eles (voir plus loin).

Dans le quatri�eme chapitre de cette th�ese nous revisitons l'incompl�etude des mod�eles
stable en exhibant un i-mod�ele continu dont la th�eorie n'est la th�eorie d'aucun mod�ele
stable et d'aucun i-mod�eles fortement stable. Nous expliquons en d�etail pourquoi on est
oblig�e de se restreindre aux i-mod�eles dans le cas fortement stable, pr�ecisons simplement
que cela est li�e �a la grande di�cult�e de donner des raisonnements valables dans tous les
DIC, du fait que dans ce cadre g�en�eral on ne peut s'assurer de la forte stabilit�e que de
fonctions tr�es simples comme les fonctions en estrades, voir 42, ce qui est une restriction
forte et ne nous permet pas, dans l'�etat actuel de nos connaissances, d'�etablir ce r�esultat
d'incompl�etude pour toute la classe des DI-domaines r�e
exifs.

On a rappel�e dans cette introduction comment on montre que la th�eorie �equationnelle
du mod�ele continu standard de P.C.F. n'est pas incluse dans celle du mod�ele standard
stable. Pour montrer cela on utilise l'existence d'une fonctionnelle, SEP , s�eparant deux
fonctions d�e�nissables, OG et OD, major�ees dans le mod�ele continu par OUP et non
major�ees dans le mod�ele stable.

Le probl�eme majeur auquel on est confront�e quand on veut adapter ce même proc�ed�e
aux mod�eles du �-calcul non typ�e est la d�e�nissabilit�e des fonctions utilis�ees. On est
plus confront�e �a des probl�emes d'incomparabilit�e de th�eories de quelques mod�eles �x�es
mais �a des probl�emes d'incompl�etude, c'est �a dire concernant une large classe de mod�ele.
On a pas de terme d�e�nissant des fonctions mimant OD et OG de fa�con uniforme pour
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tous les mod�eles d'une classe donn�ee. Dans le cadre de P.C.F. ces fonctions vont d'un
domaine �ni (B2) dans un domaine �ni (B), et donc il est facile de trouver des termes de
P.C.F. d�ecrivant compl�etement ces fonctions pout les trois mod�eles standards. Ce n'est
�evidemment plus le cas dans les mod�eles du �-calcul non typ�e et nous n'avons pas r�eussi
�a y transposer cette m�ethode.

Nous avons �evit�e ces probl�emes en utilisant une d�emarche di��erente. L'id�ee est d'utiliser
la di��erence existant au niveau fonctionnel entre l'ordre des mod�eles continus d'une part,
et celui des mod�eles stables et fortement stables, de l'autre. Dans le cas continu il s'agit
de l'ordre extensionnel et dans les cas stables et fortement stables il s'agit de l'ordre
stable.

Des mod�eles simples : les i-mod�eles

Le point de vue que nous adoptons pour r�epondre �a ces exigences est celui donn�e par
Krivine pour la s�emantique continue et stable dans [47] et par Honsell et Ronchi dans
[36] pour le cas stable : les i-mod�eles continus et stables.
Ce sont des classes de mod�eles, dans lesquelles on peut repr�esenter les mod�eles usuels
comme le mod�ele de Scott, le mod�ele de Park, le mod�ele d'Engeler,..., mais dans lesquelles
on peut �eviter constructions par limites inverses.

On se donne un ensemble D muni d'un pr�eordre � (resp. d'une relation de coh�erence
à ). On consid�ere ensuite Df � D, o�u Df est l'ensemble des parties �nies de D, que
l'on muni d'un pr�eordre �p d�eduit de � (resp. Dc�D, o�u Dc est l'ensemble des parties

coh�erentes de D, que l'on �equippe d'une relation de coh�erence à
p
d�eduite de à ).

Soit i une injection de Df �D dans D (resp. de Dc �D dans D) respectant certaines
propri�et�es vis �a vis des pr�eordres (resp. des relations de coh�erence). Noter que les ensem-
bles Df�D (resp. Dc�D) sont les trames des espaces des traces des fonctions continues
(resp. stables) de D dans D. Une des raisons de la maniabilit�e des interpr�etations des
termes dans ces mod�eles est que l'on code les traces des fonctions plutôt que les fonctions
elles mêmes.
Alors la paire (D; i) engendre un triplet (D; F; G) qui constitue un mod�ele du �-calcul
o�u le domaine D est dans le cas continu l'espace des segments initiaux de D et dans
le cas stable l'espace des parties coh�erentes de D. On note simplement D(D;i) le triplet
(D; F; G).
Les constructions cat�egoriques sont remplac�ees par des constructions ensemblistes �el�e-
mentaires sur les trames.
L'interpr�etation des termes d�epend de l'injection i, qui constitue le param�etre int�eressant
de cette construction. On a une grande libert�e de choix pour i ( avec quelques contraintes
�a respecter par rapport au pr�eordre ou �a la relation de coh�erence). Ce choix autorise la
construction de nombreux mod�eles tr�es di��erents.

La forte stabilit�e, du fait de la complexit�e des objets �a employer, produit, dans le cadre
tr�es g�en�eral des DIC, des mod�eles inexploitables pratiquement. C'est pourquoi nous con-
sacrerons le deuxi�eme chapitre �a la construction d'une classe de mod�eles, similaire pour
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la forte stabilit�e �a ce que sont les i-mod�eles pour la continuit�e et la stabilit�e. On obtient
la classe des i-mod�eles fortement stables. Ceci nous permet dor�enavant de construire et
de manipuler de fa�con relativement ais�ee des mod�eles fortement stables du �-calcul pur.
Le cadre dans lequel peut s'e�ectuer cette construction est donn�ee par les hyperco-
h�erences, notion introduite par Ehrhard, [26]. On trouve dans l'introduction du deux-
i�eme chapitre une motivation �a l'introduction de cette notion. Pr�ecisons simplement que
les hypercoh�erences permettent de reli�ees �etroitement coh�erence et DI-domaine en les
d�e�nissant �a partir d'une trame commune.

Il existe une classe un peu plus g�en�erale de mod�eles construits �a partir de trame �a savoir
les mod�eles de �ltre, donn�ee initialement pour la s�emantique continue dans [24, 7].
Nous n'avons pas choisi de consid�erer cette approche tout d'abord parce que la classe
des i-mod�eles su�t pour r�epondre aux questions pos�ees. De plus l'adaptation de cette
construction au cas stable est plus di�cile et donne des mod�eles moins maniables. Il
semble que l'adaptation de cette construction au cadre fortement stable n'est pas aussi
ais�ee que celle donn�ee pour la construction de Krivine.

Plan de la th�ese

Chapitre 1 : C'est un chapitre de pr�eliminaires.
Une rapide pr�esentation est donn�ee des CPO, DI-domaines, domaines qualitatifs et es-
paces coh�erents. On rappelle les notions de continuit�e et de stabilit�e.
Les cat�egories r�eguli�eres, introduites dans [32], contiennent manifestement \toutes" les
s�emantiques fonctionnelles et en particulier les trois qui sont �etudi�ees ici. Cette notion
est rappel�ee dans ce chapitre.
Nous donnons une pr�esentation d�etaill�ee des i-mod�eles continus ainsi que des i-mod�eles
stables.

Chapitre 2 : Ce chapitre est consacr�e �a la forte stabilit�e. Nous donnons une pr�esentation
d�etaill�ee de cette notion dans le cadre le plus g�en�eral, celui des DIC (section 2.3).
Nous avons choisi de donner une construction de mod�ele fortement stable sans mention
cat�egorique. On �xe le cadre dans lequel on se place : celui des domaines qualitatifs avec
coh�erence (QDC). On montre que l'on peut d�e�nir dans ce cadre des mod�eles fonctionnels
(notion que l'on rappelle dans la section 2.2 en suivant la pr�esentation de [46]). Pour
cela on a besoin de d�e�nir avec soin ce qu'est le produit de deux QDC et la notion de
fonction fortement stable �a plusieurs variables. C'est ce qui est fait dans les section 2.4
et 2.5.
Ensuite on introduit en d�etail les hypercoh�erences, section 2.6, et les sections 2.7 et 2.8
sont consacr�ees �a l'�etude de certaines de leurs propri�et�es n�ecessaires �a la construction de
i-mod�eles fortement stables et aux morphismes d'hypercoh�erences.
Nous donnons dans la section 2.9 la d�e�nition des i-mod�eles fortement stables et dans
la section 2.10 on construit deux exemples importants de i-mod�eles fortement stables :
les analogues fortement stables des mod�eles D1 de Scott et les mod�eles de Park.
En�n dans la section 2.11 on montre que tout i-mod�ele fortement stable satisfait la
th�eorie RU1 introduite dans [31] qui exprime l'existence d'une in�nit�e de r�etractions
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universelles.

Chapitre 3 : Les r�esultats de ce chapitre on �et�e obtenus en collaboration avec Gouy.
Nous prouvons dans ce chapitre que la classe des mod�eles stables est incompl�ete vis a
vis du �-calcul pur. Plus pr�ecis�ement, nous montrons qu'il n'y a pas de mod�ele stable
ayant pour th�eorie celle du mod�ele de Park fortement stable. Nous obtenons ainsi une
d�emonstration s�emantique de ce r�esultat d'incompl�etude, qui peut être adapt�ee �a la
classe des mod�eles continus.
La section 3.1 donne quelques propri�et�es des i-mod�eles de Park stables et fortement
stables construits sur un ensemble d'atomes r�eduits �a un point. Le fait de travailler
avec les i-mod�eles permet de donner les propri�et�es sans l'introduction de d�emonstrations
syntaxiques, notamment en �evitant l'usage du th�eor�eme d'approximation.
Nous donnons dans la section 3.2 le r�esultat d'incompl�etude stable. On montre que la
th�eorie du i-mod�ele de Park fortement stable n'est la th�eorie d'aucun mod�ele stable.
Dans la section 3.3 nous adaptons ce r�esultat �a la classe des mod�eles continus.
Dans les sections 3.4 et 3.5 on renforce ces r�esultats en isolant une th�eorie contextuelle
particuli�ere qui a un sens op�erationnelle et qui n'est pas atteinte par les mod�eles stables.
On a besoin cette fois d'utiliser un th�eor�eme d'approximation que l'on donne en annexe.

Chapitre 4 : Nous donnons dans ce chapitre une nouvelle d�emonstration del'incompl�etude
stable, en utilisant cette fois un mod�ele continu que nous construisons dans la section 4.1.
Cette nouvelle preuve n'utilise pas la forte stabilit�e. De plus on montre l'incompl�etude
de la classe des i-mod�eles fortement stables en utilisant ce même mod�ele continu.
Pour se faire on exploite la di��erence existant au niveau fonctionnel entre l'ordre des
mod�eles continus d'une part, et celui des mod�eles stables et fortement stables, de l'autre.
La section 4.1 est consacr�ee �a la construction du mod�ele continu. On exploite la condi-
tion nec�essaire et la condition su�sante pour qu'un �el�ement � soit dans l'interpr�etation
du terme 
 dans un mod�ele de segments initiaux. Dans [5], une preuve s�emantique de la
facilit�e de 
 est donn�ee. Celle ci consiste �a construire par forcing une injection ad�equate
de INf � IN vers IN et ainsi de produire un mod�ele continu de LC + 
 = t, pour tout
terme clos t.
Dans [72] on trouve une construction par forcing dans le cadre des mod�eles de graphes.
En�n dans [40] est expos�e le même type de construction dans le cadre des segments
initiaux, produisant ainsi des mod�eles continus de LCE + 
 = t.
C'est cette derni�ere m�ethode de construction que nous allons employer pour produire un
mod�ele continu extensionnel dans lequel 
 sera interpr�et�e par un segment initial donn�e.
Dans la section 4.2 on montre que l'on peut alors d�eduire de nombreuses �equations et
in�equations satisfaites dans ce mod�ele. Cela nous permet d'en d�egager un ensemble par-
ticulier F1 et de trouver deux termes particuliers qui s'av�ereront �egaux dans ce mod�ele
du fait de l'ordre impos�e.
Nous montrons dans la section 4.3 que la th�eorie de ce mod�ele continu n'est la th�eorie
d'aucun DI-domaine r�e
exif.
En�n on montre dans la section 4.4 l'incompl�etude de la classe des i-mod�eles fortement
stables en utilisant ce même mod�ele continu.
Nous nous restreignons �a cette classe car l'une des fonctions employ�ees dans la section
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pr�ec�edente n'est pas forc�ement fortement stable dans le cadre g�en�eral des DIC r�e
exifs.
Par contre on peut montrer sa forte stablilit�e dans les i-mod�eles fortement stables.

L'annexe A est consacr�ee �a une extension du th�eor�eme d'approximation de Honsell
et Ronchi �a une large classe de mod�eles. Ceci nous permettra d'utiliser un th�eor�eme
d'approximation dans les cadres stables et fortement stables a�n de renforcer certains
r�esultats d'incompl�etude dans le troisi�eme chapitre.

L'annexe B est consacr�ee �a deux points int�eressants.
On montre la d�e�nissabilit�e uniforme de l'ordre par une formule de la logique du premier
ordre, �a partir de la seule application, dans tous les DIC r�e
exifs.
Puis on en d�eduit un crit�ere d'isomorphisme fort (l'existence d'un isomorphisme appli-
catif, fortement stable et dont l'inverse est fortement stable) pour la classe des i-mod�eles
fortement stables. On en d�eduit l'existence de 2@0 mod�eles fortement stables non forte-
ment �equivalent.
On expose ensuite les questions li�ees �a ces probl�emes d'isomorphismes qui restent ou-
vertes �a ce jour pour les mod�eles fortement stables; en particulier l'existence de 2@0

mod�eles fortement stables non �equationnellement �equivalents.
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Chapter 1

Pr�eliminaires

Nous donnons dans ce chapitre toutes les d�e�nitions et les propri�et�es n�ecessaires �a la
bonne compr�ehension de cette th�ese.
Nous commen�cons par rappeler quelques notions en th�eorie des domaines. Nous em-
ployons di��erentes s�emantiques fonctionnelles du lambda calcul ce qui requiert une ma-
nipulation de certains types d'ensembles partiellement ordonn�es sp�eci�ques �a ces s�eman-
tiques. On pr�esente de fa�con rapide ces objets ainsi que certaines de leurs propri�et�es.
Ensuite est donn�e un cadre qui contient toutes les s�emantiques utilis�ees ici, �a savoir celui
des cat�egories r�eguli�eres, introduites dans [32].
Puis un rapide rappel de la notion de stabilit�e, qui est un outil central dans cette th�ese,
est donn�e.
En�n, on pr�esente une large classe de mod�eles continus, les i-mod�eles continus, dus �a
Krivine [46], et qui poss�edent des analogues stables dans les espaces coh�erents, �a savoir
les i-mod�eles stables. Cette derni�ere classe de mod�eles �a �et�e introduite dans [46] et
ind�ependamment dans [36]. Nous donnons �a la �n de ce chapitre une pr�esentation suc-
cincte de ces mod�eles. On utilise les i-mod�eles pour leur grande souplesse d'utilisation.
Une partie du chapitre suivant sera consacr�e �a la construction de i-mod�eles fortement
stables.

1.1 Notations ensemblistes

Soit X un ensemble. On note Pf (X) l'ensemble des parties �nies de X, x 2 Pf(X) sera
not�e x �f X et P�f (X) l'ensemble des parties �nies non vides de X, x 2 P�f (X) sera
not�e x ��f X. On d�esignera aussi parfois les parties �nies d'un ensemble X par Xf . Si
Y � P(X), on note Y >1 l'ensemble des �el�ements de Y qui ont un cardinal strictement
sup�erieur �a 1. On d�esignera par ]x le cardinal de l'ensemble x.

Dans tout ce qui suit nous utiliserons tr�es souvent les abr�eviations suivantes :

1. Si a � X et f est une fonctions de X vers Y on note f(a) = ff(�)=� 2 ag. Dans
les cas o�u il pourrait y avoir une ambigu��t�e on notera f �(a).

2. De même si A � P(X) et f est une fonctions de X vers Y on note f(A) =
ff(a)=a 2 Ag. Dans les cas o�u il pourrait y avoir une ambigu��t�e on notera f ��(A) =
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ff �(a)=a 2 Ag.

3. Si x 2 X et F est un ensemble de fonctions de X vers Y on note :
F(x) = ff(x)=f 2 Fg.

4. Si A � X et F est un ensemble de fonction de X vers Y on note :
F(A) = ff(x)=(f; x) 2 F � Ag

1.2 Notions de bases et terminologie

On rappelle la syntaxe du �-calcul, introduit dans [23]. On trouvera toutes les d�emon-
strations, ainsi qu'une exposition beaucoup plus compl�ete de ces notions dans [8] ou [46].

Soit V un ensemble d�enombrable de variables, l'ensemble des termes du �-calcul est le
plus petit ensemble � satisfaisant :

� V � �

� Si t 2 �, alors �x t 2 �, pour toute variable x dans V.

� Si t; u 2 � alors (t)u 2 �.

Des exemples de termes sont donn�es par I= �x x; 
= (�x (x)x)�x (x)x et �x 
.

Pour tout ensemble de constantes C, l'ensemble �(C) des �C-termes est d�e�ni par in-
duction de la fa�con suivante :
les variables et les constantes sont des �C-termes,
si u; v sont des �C-termes et x est une variable, alors (u)v et �x u sont des �C-termes.

Fixons la terminologie et les notations employ�ees.

Dans la suite, les termes seront toujours consid�er�es �a �-�equivalence pr�es, c'est �a dire �a
renommage pr�es des variables li�ees.
Dor�enavant � d�esignera le quotient de l'ensemble des �-termes par la �-�equivalence, et
par �0 le sous-ensemble des termes clos.

Nous utiliserons la notation applicative de [47] : (u)v d�esigne l'application de u �a v.
Une expression de la forme (u)v1 � � � vn est une abr�eviation pour (� � � (u)v1)v2) � � �)vn.

Nous noterons V l(t) l'ensemble des variables libres du terme t et t[x1; � � � ; xn] signi-
�e que les variables libres de t se trouvent parmi x1; � � � ; xn. Nous abr�egerons parfois
(� � � (u)v1) � � �)vn en (u)v1 � � � vn, x1; � � � ; xn, ou plus g�en�eralement v1; � � �vn, en �x, ou �v, et
�x1 � � ��xn t en ��x t ; nous noterons l(�x) (pesp. l(�v)) la longueur de �x (resp. �v).
Un contexte C[ ] est un terme avec un ou plusieurs \trous". Plus formellement :

� Si x 2 V alors x est un contexte.

� [ ] est un contexte.
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� Si C1[ ] et C2[ ] sont des contextes alors (C1[ ])C2[ ] et �x C1[ ] sont des contextes.

Nous ne d�e�nissons pas en d�etail ici la notion de substitution de n �-termes �v �a n vari-
ables �x du �-terme u, ce qui ce note u[�v=�x]. Nous renvoyons le lecteur aux r�ef�erences
donn�ees. Disons qu'intuitivement le terme u[�v=�x] est le r�esultat de la substitution, pour
tout i � n, de vi �a toutes les occurrences libres de xi dans u, en prenant garde de ne pas
lier une variable libre de vi.

La th�eorie �equationnelle � est l'ensemble d'�equations M = N , o�u M;N 2 �, qui est
axiomatis�e par les axiomes et les r�egles d'inf�erences suivantes :

� (�x u)v = u[v=x] (si aucune variable libre de v n'est li�ee dans u),

� u = u,

� u = v ) v = u,

� u = v, v = w ) u = w,

� u = v ) (u)w = (v)w,

� u = v ) (w)u = (w)v,

� u = v ) �x u = �x v.

Le �-calcul extensionnel est obtenu en ajoutant �a � l'axiome d'extensionnalit�e :
Mx = Nx) M = N �a condition que la variable x ne soit pas libre dans M et N .

Le fait que ces th�eories soient consistantes (c'est �a dire ne contiennent pas toutes les
�equations, ou encore que le mod�ele des termes ne soit pas r�eduit �a un point) est une
cons�equence du th�eor�eme de Church-Rosser, voir [8].

Fait 1.2.1 �+extensionnalit�e �equivaut �a �+ � o�u � est l'axiome suivant :
�x (t)x = t pour tout t 2 � tel que la variable x n'apparaisse pas dans t.

On d�e�nie une relation binaire �!
�0

sur �� � par induction sur un terme t :

1. Si t 2 V, t�!
�0
t0 est faux pour tout t0.

2. Si t = �x u alors t�!
�0
t0 ssi t0 = �x u0 avec u�!

�0
u0.

3. Si t = (u)v alors t�!
�0
t0 ssi :

� t0 = (u)v0 avec v�!
�0
v0.

� t0 = (u0)v avec u�!
�0
u0.

� u = �x w et t0 = w[v=x]
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La �-r�eduction, not�ee �!
�

, est la plus petite relation binaire sur ���, r�e
exive, tran-

sitive et contenant �!
�0

. Et la �-�equivalence est la plus petite relation d'�equivalence
qui contient �!

�
.

De même on d�e�nie la relation binaire �!
�0

sur �� � par induction sur un terme t :

1. Si t 2 V, t�!
�0
t0 est faux pour tout t0.

2. Si t = �x u alors t�!
�0
t0 ssi :

� t0 = �x u0 avec u�!
�0
u0.

� u = (t0)x avec x non libre dans t0.

3. Si t = (u)v alors t�!
�0
t0 ssi :

� t0 = (u)v0 avec v�!
�0
v0.

� t0 = (u0)v avec u�!
�0
u0.

La ��-r�eduction, not�ee �!
��

, est la plus petite relation binaire sur �� �, r�e
exive,

transitive et contenant�!
��0

. Et la ��-�equivalence est la plus petite relation d'�equivalence
qui contient �!

��
.

Proposition 1.2.2 Soient deux termes de �.
M et N sont �-�equivalents ssi � `M = N .
M et N sont ��-�equivalents ssi �+ � `M = N

1.3 Pr�eliminaire en th�eorie des domaines

Le premier mod�ele de � (et de � + �) di��erent du mod�ele de terme a �et�e construit par
Scott dans le cadre de la cat�egorie des domaines de Scott, et des fonctions continues
[61, 62]. En fait la m�ethode propos�ee par Scott s'adapte �a toute cat�egorie cart�esienne
close munie d'un objet r�e
exif, [8] ou [48].
Les cat�egories dans lesquels on se place sont toutes cart�esiennes closes et ont pour ob-
jets des ordres partiels complets, auxquels, dans le cas fortement stable, on ajoute une
structure qui est un ensemble de parties de l'ordre partiel.
Le but de cette section est de rappeler les di��erentes sortes d'ordres partiels utilis�es ainsi
que certaines de leurs propri�et�es.
Nous renvoyons �a [29] pour de plus amples informations sur les ordres partiels.

Un domaine est un ensemble partiellement ordonn�e, (D;�), avec un plus petit �el�ement,
not�e ?. Deux �el�ements u,v de D sont dits compatibles s'ils ont un majorant dans D.
Nous noterons respectivement u _ v, u ^ v, tA et uA : le sup de u et v, l'inf de u et
v, le sup du sous-ensemble A de D, et l'inf de A, quand ils existent. Un sous-ensemble
A de D est �ltrant s'il est non vide et si deux �el�ements quelconques de A sont major�es
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par un �el�ement de A. Un domaine est un cpo, i.e. un ordre partiel complet, si tout
sous-ensemble �ltrant de D a une borne sup�erieure (on dira un sup).

La topologie de Scott, initialement introduite dans le cadre des treillis complets, [62],
se g�en�eralise sans di�cult�e aux cpo [8].
Soit (D;�) un cpo, la topologie de Scott sur D est d�e�nie par :

O � D est ouvert si : i) si x 2 O et x � y alors y 2 O

ii) tX 2 O; avec X � D �ltrant, alors X ^O 6= ;

Les fonctions continues pour cette topologie sont les fonctions croissantes f de D dans
E qui commutent aux sups �ltrants, i.e 8A � D; A �ltrant, f(tA) = tf �(A).
Si f et g sont deux fonctions continues d'un cpo D vers un cpo E , on dit que f est plus
petite extensionnellement que g, ce qui se note f�ext g, si et seulement si, pour tout
x 2 D, f(x) � g(x).

Un �el�ement u de D est compact pour la topologie de Scott, si pour tout sous-ensemble
�ltrant A de D on a : u � tA ) 9v 2 A; u � v. Un �el�ement u de D est premier
s'il v�eri�e la même propri�et�e pour tout A dont le sup existe. Noter que ? n'est pas
premier (car ? = t;). On notera Dc (resp. Dp) l'ensemble des �el�ements compacts
(resp. premiers) de D. Il est clair que tout �el�ement premier est compact.

Posons K(u) = fh ; h est compact et h � ug. On dit que D est alg�ebrique si, pour
tout u 2 D, K(u) est �ltrant et u = tK(u). Un domaine de Scott est un domaine
complet alg�ebrique D tel que tout sous ensemble major�e de D poss�ede un sup.

Le fait suivant se d�emontre facilement.

Fait 1.3.1 Soit D un domaine de Scott. Alors p est premier ssi p est compact et pour
tout c1 et c2 compacts nous avons : p � c1 _ c2 ssi p � c1 ou p � c2.

Dans la suite les lettres h; k; l d�esigneront exclusivement des �el�ements com-
pacts.

Le cadre des DI-domaines, qui sont des domaines de Scott munis de propri�et�es supl�e-
mentaires a �et�e introduit par Berry [15] et permet de construire des mod�eles stables du
�-calcul.

D�e�nition 1.3.2 Un DI-domaine est un domaine D tel que :
(i) tout sous-ensemble �trant de D admet une borne sup�erieure,
(ii) tout sous-ensemble major�e de D admet une borne sup�erieure,
(iii) D est alg�ebrique,
(iv) pour tout h 2 Dc, fu ; u � hg est �ni,
(v) D est distributif: pour tous u; v; w 2 D, si u; v sont compatibles, alors (u_ v)^w =
(u ^ w) _ (v ^ w).
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Les DI-domaines sont donc exactement les domaines de Scott qui v�eri�ent les deux
derniers points de la d�e�nition pr�ec�edente.
Remarques
1. Si h 2 Dc et u � h, alors u 2 Dc.
2. La condition (iii) implique : u � v , 8h (h � u) h � v).

Un exemple de DI-domaines particuliers est donn�e par les domaines qualitatifs (not�es
QD) introduit par Girard [30]. Ces domaines sont int�eressants car on peut travailler
uniquement avec leurs trames qui sont des objets plus simples �a manipuler.

Un domaine qualitatif est un ensemble de parties D non vide, clos par union �ltrante
et clos par sous ensemble. C'est un DI-domaine pour l'inclusion.
La trame de D est l'ensemble D =

S
D = fx=fxg 2 Dg.

Les �el�ements �nis de D sont exactement les �el�ements de D qui sont compacts pour la
topologie de Scott de (D;�) et les �el�ements premiers sont les singletons.

En�n les espaces coh�erents, ou domaines qualitatifs binaires, permettent de construire
de fa�con simple des mod�eles stables du �-calcul, dans lesquels on a une grande facilit�e
du maniement des interpr�etations des termes.

Un domaine qualitatif D de trame D est un espace coh�erent s'il v�eri�e :
Pour tout x � D, si 8�; �0 2 x, f�; �0g 2 D alors x 2 D.
Un espace coh�erent est donc enti�erement d�etermin�e par la donn�e d'une trame D et d'une
relation r�e
exive et sym�etrique sur D. Une telle relation est appel�e relation de coh�erence
et est not�ee à .

Dans la suite on d�esignera les �el�ements d'un domaine D par des lettres de
l'alphabet romain a; b; � � � et les �el�ements de sa trame D, dans le cas o�u D est
un domaine qualitatif, par des lettres de l'alphabet grec �; �; � � �. Pour tout
domaine D on d�esignera les parties de ce domaine par des lettres romaines
majuscules A;B; � � �.

1.4 Les �-mod�eles r�eguliers

Dans ce qui suit C est une cat�egorie cart�esienne close (c.c.c.) avec assez de points (cf.
[8] ch. 5.5). Ses objets sont d�esign�es par D; E ; � � � et l'ensemble des morphismes de D
dans E par D ) E .
Si D est un cpo, l'ordre de D est not�e �D (ou �) et son plus petit �el�ement ?D (ou ?).

Nous dirons que C est r�eguli�ere si de plus :

(i) les objets de C sont des cpo (�eventuellement munis d'une structure suppl�ementaire) ;

(ii) les �el�ements de D ) E sont des fonctions continues de D dans E ;
(iii) pour tous f; g 2 D ) E ; f �D)E g implique 8x 2 D f(x) �E g(x) ;
(iv) pour tout sous-ensemble �ltrant A de D ) E ; tA co��ncide avec le sup \point par
point" de A : 8x 2 D (tA)(x) = tff(x) ; f 2 Ag.
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Exemples Sont r�eguli�eres : toutes les c.c.c. usuelles des s�emantiques continue, stable
et fortement stable ; les objets �etant respectivement des cpo quelconques, des cpo par-
ticuliers (des DI-domaines), et des DI-domaines munis d'une coh�erence acceptable ; et
D ) E est respectivement l'ensemble des fonctions continues de D dans E , l'ensemble
des fonctions stables, et l'ensemble des fonctions fortement stables.

D�e�nition 1.4.1 Un �-mod�ele r�egulier est un objet r�e
exif d'une c.c.c. r�eguli�ere C ;
c'est-�a-dire un triplet (D; F; G), o�u :
D est un objet de C, F 2 D ) [D ) D] et G 2 [D ) D]) D sont des morphismes tels
que F �G = id ; si de plus G � F = id, on parlera de ��-mod�ele r�egulier, ou encore de
mod�ele extensionnel.

En particulier les applications F et G sont continues et G est injective et r�ealise un
isomorphisme entre les ensembles ordonn�es (D ) D; �D)D) et (G(D ) D);�D).
Plus g�en�eralement, on peut d�e�nir, pour tout n � 2, un morphisme Gn de Dn ) D dans
D, qui est de plus un isomorphisme entre les ensembles ordonn�es (Dn ) D;�Dn)D) et
(Gn(Dn ) D);�D) par G

n(f(x1; :::; xn)) = G(a; Gn�1(f(a; x2; :::; xn))).

En particulier tout mod�ele r�egulier (D; F; G) est un mod�ele monotone, c'est �a dire que :
pour tous u; v; w 2 D tels que u; v � w on a F (u)(v) � F (u)(w) et F (u)(v) � F (w)(v).

Rappelons maintenant comment d�e�nir l'interpr�etation des �-termes dans un �-mod�ele
r�egulier (D;F ;G). On d�esigne par �(D) l'ensemble des �-termes �a param�etres dans D
et par �0(D) le sous-ensemble des terme clos �a param�etres.

D�e�nition 1.4.2 On d�e�nit par induction sur t = t[�x] 2 � et pour tout �a 2 Dl(�x),
l'interpr�etation t[�a=�x]� dans D du terme t[�a=�x] de �0(D) par :

� si t est a, avec a 2 D, alors t[�a=�x]� = a ;

� si t est xi, alors t[�a=�x]
� = ai ;

� si t est (u[�x])v[�x], alors t[�a=�x]� = F (u[�a=�x]�)(v[�a=�x]�) ;

� si t est �x u[y; �x], alors t[�a=�x]� = G(b; u[b=y; �a=�x]�).

Il suit de ce que C est une c.c.c. que, pour tout u 2 �(D) et �x � V l(u), l'application
u��x : �a ; u[�a=�x]� est dans Dl(�x) ) D. Pour u 2 �0(D) on a u�; = u� (qui est un
�el�ement de D). Compte tenu des isomorphismes qui correspondent, dans la c.c.c. C,
aux op�erations de Curry�cation et de permutation des arguments des fonctions, et aux
ajouts d'arguments inessentiels, on a de plus :

Lemme 1.4.3 Pour tous u; v 2 �(D) et �x � V l(u)[V l(v), les deux assertions suivantes
sont �equivalentes :
(i) u��x � v��x, o�u � d�esigne l'ordre de Dl(�x) ) D ;
(ii) (��x u)� � (��x v)�, o�u � d�esigne l'ordre de D.
Et leur v�eracit�e est ind�ependante du choix de �x. Il en est de même avec l'�egalit�e.
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Nous noterons �D et =D les relations binaires induites sur �(D) par �.

La proposition suivante est standard et pr�ecise en quoi le �-calcul est mod�elis�e.
Rappelons qu'une relation binaire r, sur � ou �(C), passe au contexte si :
(u; v) 2 r ssi il existe un contexte C[] tel que u = C[u0]; v = C[v0] avec (u0; v0) 2 r.

Proposition 1.4.4
(i) La relation �D est un pr�eordre partiel sur �(D) qui �etend l'ordre de D, et =D est
la relation d'�equivalence associ�ee.
(ii) Les deux relations sont closes par passage au contexte et contiennent la �-�equivalence
(la ��-�equivalence dans le cas extentionnel).

Notons Eq l'ensemble des �equations formelles entre termes clos. Nous appellerons th�eorie
de D, not�ee Th(D), le sous-ensemble de Eq correspondant aux �equations satisfaites
dans D :

Th(D) = fu = v ; u; v 2 �0 et u =D vg:

Une �-congruence (resp. ��-congruence) est une relation d'�equivalence sur � qui contient
la �-�equivalence (resp. la ��-�equivalence), qui passe au contexte et qui n'est pas la
relation totale. A toute congruence �, on associe canoniquement un sous-ensemble E�
de Eq, en posant :

E� = fu = v ; u; v 2 �0 et u � vg:

Une �-th�eorie est un ensemble d'�equations de la forme E�. Si � est une ��-congruence,
on dit que la th�eorie associ�ee est extensionnelle.

Il est clair, d'apr�es la proposition pr�ec�edente, que la th�eorie d'un mod�ele est une �-th�eorie,
et que la th�eorie d'un mod�ele extensionnel est une �-th�eorie extensionnelle.

D'autre part, si A est un sous-ensemble strict et non vide de �, clos par �-�equivalence,
alors l'ensemble TA d'�equations suivant :

TA = fu = v ; u; v 2 �0 et 8C[ ]; (C[u] 2 A, C[v] 2 A)g;

constitue une �-th�eorie, qu'on appellera la �-th�eorie contextuelle induite par A.

1.5 Stabilit�e sur les DI-domaines

Nous nous contenterons de rappeler une s�erie de d�e�nitions et de faits biens connus
sur les DI-domaines et les fonctions stables. Pour les d�emonstrations nous renvoyons le
lecteur �a [11, 12], ou �a [30] qui traite le cas particulier des domaines qualitatifs.

D�e�nition 1.5.1 Soient D et E des DI-domaines et f une fonction continue de D dans
E. On dit que f est stable si elle commute aux infs �nis d'�el�ements compatibles,
i.e si 8u,v 2 D, (u,vcompatibles) f(u ^ v) = f(u) ^ f(v)).

Dans les DI-domaines, cette propri�et�e de commutation aux infs binaires d'�el�ements com-
patibles est �equivalente �a la d�e�nition originale de Berry :

y � f(x)) 9x0 � x tel que y � f(x0) et x0 minimum pour cette propri�et�e.
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Une fonction stable f de D1 �D2 dans E est une fonction continue en chaque argument
et qui v�eri�e :

f(a1 ^ b1; a2 ^ b2) = f(a1; a2) ^ f(b1; b2);

si a1; b1 sont compatibles et a2; b2 sont compatibles.

A toute fonction stable f de D dans E on associe sa trace, not�ee Tr(f) et d�e�nie par :

Tr(f) = f(h; p) 2 Dc � Ep ; p � f(h); h minimal pour cette propri�et�eg:

Cette trace est l'extension aux DI-domaines de celle d�e�nie par Girard dans le cadre des
domaines qualitatifs [30]. Elle a �et�e utilis�ee notamment par Bucciarelli et Ehrhard [21],
et est plus petite que celle de Berardi [11].

Th�eor�eme 1.5.2 Soit f une fonction stable de D dans E . Alors :
1. f est caract�eris�ee par sa trace et on a :

f(u) = tfp ; 9h � u; (h; p) 2 Tr(f)g:

2. Un sous-ensemble T � Dc � Ep est la trace d'une fonction stable fT ssi il v�eri�e :
(i) h1; : : : ; hn compatibles et (h1; p1); : : : ; (hn; pn) 2 T implique p1; : : : ; pn compatibles ;
(ii) (h; p) 2 T et p0 � p implique (h0; p0) 2 T pour un certain h0 � h ;
(iii) (h; p); (h0; p) 2 T et h; h0 compatibles implique h = h0.

Exemples 1. Tr(id) = f(p; p) ; p 2 Dpg.
2. Soit �h;k la fonction de D dans E d�e�nie par :

�h;k(x) =

�
k si x � h;
? sinon:

Alors, �h;k est stable et sa trace est : f(h; p0) 2 Dc � Ep ; p0 � kg.

On notera [D �! E] l'ensemble des fonctions stables de D dans E , etD ) E l'ensemble
des traces des fonctions stables de D dans E .

Th�eor�eme 1.5.3 Le domaine (D ) E ;�) est isomorphe, en tant que DI-domaine, �a
([D �! E ];�s), o�u �s d�esigne l'ordre de Berry qui est d�e�ni par :

f�sg ssi 8u; v 2 D; (u � v ) f(u) = f(v) ^ g(u)):

Th�eor�eme 1.5.4 La cat�egorie des DI-domaines et des fonctions stables est cart�esienne
close.

Un cas particulier important

Dans le cas o�u E est un domaine qualitatif de trame E, les �el�ements premiers p de E sont
de la forme p = f�g avec � 2 E. Rappelons que l'ordre sur E est l'inclusion. On utilise
alors pour trace l'ensemble :

tr(f) = f(h; �) 2 Dc � E; � 2 f(h) < et h minimal pour cette propri�et�eg

Dans ce cas l'ensemble des traces forme un QD de trame Dc � E. En particulier tout
sous ensemble d'une trace est une trace (la condition (ii) du th�eor�eme 1.5.2 est vide).
On a notamment le fait suivant :
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Fait 1.5.5 Soient F = ff1; � � � ; fng un ensemble de fonctions stables de D dans E. Alors
tr(f1) \ � � � \ tr(fn) est la trace de uF l'inf stable de f1; � � � ; fn.

1.6 Les i-mod�eles continus

La classe des i-mod�eles continus contient tous les mod�eles standards (mod�ele D1 de
Scott, mod�ele d'Engeler, ect � � �).
D'une fa�con g�en�erale nous appellerons i-mod�ele du �-calcul les mod�eles qui sont d�eter-
min�es par une trame et par une application i de la trame de l'espace des traces de
l'ensemble des fonctions repr�esentables (ici les fonctions continues) du mod�ele dans la
trame du mod�ele. Dans ces mod�eles on travaille avec les traces des fonctions au lieu des
fonctions elle même ce qui rend ais�e le calcul de l'interpr�etation des termes.
La construction des i-mod�eles continus a �et�e donn�ee par Krivine [47]. Le cadre des
i-mod�eles continus est celui des espaces de segments initiaux. Nous exposons dans la
section suivante la construction des i-mod�eles stables et nous donnerons dans le chapitre
suivant une construction de i-mod�eles fortement stables.

1.6.1 Les espaces de segments initiaux

Nous reprenons ici la pr�esentation de [46] et nous y renvoyons pour les d�emonstrations.
Soit D un ensemble pr�eordonn�e d�enombrable, le pr�eordre �etant not�e �. Un segment
initial de D est une partie S de D telle que : si � 2 S et � � � alors � 2 S. Pour
a � D on note s(a) le plus petit segment initial contenant a, c'est �a dire l'ensemble des
minorants de a. On d�esigne par D = S(D) l'ensemble des segments initiaux de D, qui
est un cpo pour l'inclusion. La trame de S(D) est D.
Soient D;E deux ensembles pr�eordonn�es d�enombrables. Si f 2 [D �! E ], on d�e�nit la
trace de f , not�e tr(f), par :

tr(f) = f(a; �) 2 Df � E; � 2 f(s(a))g

Une fonction f est enti�erement d�etermin�ee par sa trace :
f(u) = f� 2 E; 9b 2 Df a � u (b; �) 2 tr(f)g.
On a alors le fait que l'application tr est un isomorphisme de ([D �! E ];�ext) vers
(S(Df � E);�p) o�u �p est l'ordre suivant : (a; �)�p(b; �), (s(b) � s(a) ^ � � �).

La proposition suivante exprime comment on relie cette notion de trace �a la construction
d'un �-mod�ele r�egulier.
Soit D un ensemble pr�eordonn�e d�enombrable et i une application de Df � D dans D.
Posons :

F (a) = s(f(h; �); i(h; �) 2 ag) pour tout a 2 D

G(f) = s(fi(h; �); (h; �) 2 tr(f)g) pout toute f 2 [D �! D]

On note D(D;i) le triplet (D; F; G). La paire (D; i) constitu�ee de la trame D et de
l'application i est appel�ee la paire du mod�ele D(D;i). La trame de la paire (D; i) est D.
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Dans la suite nous parlerons de paire totale (D; i) lorsque i est une application totale
de Df �D vers D. Pour une paire (A; I) o�u A est un ensemble pr�eordonn�e donn�e et I
une application partielle de Af � A vers A, on parlera de paire partielle.

Proposition 1.6.1 D(D;i) est un �-mod�ele r�egulier ssi :

i(h; �) � i(k; �)) (h; �)�p(k; �) pour tous (h; �); (k; �) 2 Df �D.

D(D;i) est extensionnel ssi :

1. i(h; �) � i(k; �), (h; �)�p(k; �).

2. Pour tout 
 2 D, il existe (h; �) 2 Df �D tel que 
 � i(h; �) � 
.

Si le pr�eordre sur D v�eri�e la premi�ere condition on dit que D est muni d'un �-pr�eordre.
S'il v�eri�e les deux derni�eres conditions on dit que D est muni d'un pr�eordre exten-
sionnel. Si i est surjective la deuxi�eme condition pour que le pr�eordre de D soit un
pr�eordre extensionnel est satisfaite.

Dans un mod�ele D(D;i) extensionnel on a :

F (a)(b) = f�; 9h � b i(h; �) 2 ag a; b �etant des �el�ements de D

G(f) = fi(a; �);� 2 f(s(a))g f 2 [D �! D]

On note parfois F (a)(b) simplement par (a)b.

Dans [46],p.106, il est montr�e que si nous avons un ensemble pr�eordonn�e d�enombrable
et une bijection i de Df �D dans D on peut alors munir D d'un pr�eordre extensionnel.

Un cas particulier : Les mod�eles de graphes.
Cette classe de mod�ele ne contient que des mod�eles non extensionnels, comme le mod�ele
d'Engeler et le mod�ele Pw de Plotkin et Scott.
On consid�ere ici la trame D munie du pr�eordre trivial, not�e �. On a, pour �; � 2 D,
� � � ssi � = �. Le pr�eordre induit sur Df est a � b ssi a � b. Il en r�esulte que s(a) = a
pour tout a 2 Df et S(D) = P(D).
On consid�ere alors une injection quelconque i de Df �D vers D. Il est facile de v�eri�er
que la premi�ere condition de la proposition 1.6.1 est v�erif�ee et donc que D(D;i) est un
�-mod�ele. De plus on v�eri�e �egalement facilement que ce mod�ele n'est pas extensionnel.
Remarquons qu'ici on a :
F (a)(b) = f�; 9h � b i(h; �) 2 ag a; b �etant des �el�ements de D ;
Et G(f) = fi(a; �);� 2 f(a)g f 2 [D �! D] .
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1.6.2 Mod�eles construits sur un ensemble d'atomes

Nous exposons ici une g�en�eralisation de la construction de Krivine pr�esent�ee dans [44] o�u
l'on d�e�nit la notion de compl�etion d'une paire partielle (A; I). Le but de cette compl�e-
tion est d'�etendre une paire partielle (A; I) en une paire (D; i) telle que la paire partielle
(A; I) soit une restriction de la paire (D; i), dans le sens o�u A � D, i�1(A) � Af � A
et I = i=i�1(A)

.

Soit (A; I) une paire partielle telle que Im(I) ne contienne pas de couple. On appelle
l'ensemble A l'ensemble des atomes. La compl�etion de (A; I) est la paire (D; i) d�e�nie
par :

D0 = A; Dn+1 = Dn [ (Dnf �DnnDom(I)) ; D =
[
n�0

Dn.

Et l'injection i est d�e�nie par :

i(a; �) =

�
I(a; �) (a; �) =2 Dom(I) ;
(a; �) sinon:

La paire (D; i) est la compl�etion canonique de la paire partielle (A; I). On note par-
fois (A; I) = (A; I) la compl�etion canonique d'une paire partielle (A; I). La paire (A; I)
est aussi appel�ee l'extension de (A; I).

Exemples :

� le mod�ele d'Engeler construit sur l'ensemble A est le mod�ele engendr�e par la
paire (D; i) qui est la compl�etion canonique de la paire partielle (A; I) o�u I est
l'application vide.
On munit la trame D ainsi obtenu du pr�eordre trivial qui est un �-pr�eordre mais
pas un pr�eordre extensionnel. On obtient le mod�ele non extensionnel (P(D); F; G).

� Les mod�eles de Scott sont obtenus en prenant A quelconque muni d'un preordre
� et I donn�ee par I(;; �) = � pour tout � 2 A. Dans ce cas n'importe quel pr�eordre
de A peut s'�etendre en un pr�eordre extensionnel surD. On construit ce pr�eordre par
induction sur le rang : si �; � 2 A alors � � � est d�ej�a d�e�ni ; si rg(�)+ rg(�) � 1
on a � = h! �0 et � = k ! �0 et on pose � � � , (�0 � �0 ^ s(h) � s(k)).

� Les mod�ele de Park [55] sont obtenus de la même mani�ere que les mod�eles de
Scott mais en consid�erant maintenant l'injection partielle I donn�ee par I(f�g; �) =
� pour tout � 2 A. Dans ce cas on est oblig�e de consid�erer A muni du pr�eordre
trivial si l'on veut munir D d'un pr�eordre extensionnel �etendant celui de A.

Nous donnerons en d�etail dans le chapitre suivant les constructions des analogues forte-
ment stables des mod�eles de Scott et des mod�eles de Park. On verra que cette même
technique peut être employ�e dans le cadre des paires partielles hypercoh�erentes.
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1.7 Les i-mod�eles stables

Nous pr�esentons maintenant bri�evement la classe des i-mod�eles stables. La notion de
i-mod�ele stable �a �et�e introduite ind�ependamment par Krivine dans [46] et par Honsell
et Ronchi dans [36].
Nous renvoyons �egalement �a [32] et [44] pour tous les d�etails concernant la construction
des i-mod�ele stables.

Nous choisisons ici, pour des raisons d'analogie avec le cadre des hypercoh�erences, de
pr�esenter cette classe de mod�ele suivant le formalisme, introduit par Girard [30], des
espaces coh�erents.

Soit D un ensemble d�enombrable muni d'une relation binaire r�e
exive et sym�etrique,
not�e à , et appel�ee relation de coh�erence.
Une partie a de D est coh�erente si tous les �el�ements de a sont, deux �a deux, dans la
relation de coh�erence.
On note Dc l'ensemble des parties �nies et coh�erentes de D.
L'espace coh�erent D construit sur (D; à ) est l'espace des parties coh�erentes de D.
L'ensemble D est appel�e la trame de D.
On dit que deux �el�ements de D sont compatibles si l'ensemble constitu�e de ces deux
�el�ements est coh�erent.

D�e�nition 1.7.1 Soient D1 et D2 deux espaces coh�erents. Alors D1 ) D2 est un espace
coh�erent de trame D1c � D2 et ayant pour relation de coh�erence la relation à

p
d�e�nie

par :

(h; �)à
p
(k; �) si et seulement si

�
h; k compatibles ) �à�

h; k compatibles et distincts ) �à� ^ � 6= �

D�e�nition 1.7.2 Soient (D1; à 1
) et (D2; à 2

) deux espaces coh�erents. Une injection i de
D1 dans D2 est un morphisme d'espace coh�erent si et seulement si, pour �; � 2 D1,
i(�)à

2
i(�), �à

1
�.

Soient D un espace coh�erent engendr�e par (D; à ) et i un morphisme d'espace coh�erent

de Dc �D dans D, pour la relation de coh�erence à
p
donn�e pr�ec�edemment.

Posons :
F (a) = f(h; �); i(h; �) 2 ag pour tout a 2 D

G(f) = fi(h; �); (h; �) 2 tr(f)g pout toute f 2 [D �! D]

Alors le triplet (D; F; G) est un i-mod�ele stable, que l'on note D
(à ;i)

.

La paire ((D; à ); i) est appel�ee paire coh�erente.
Remarquons que D

(à ;i)
est extensionnel si et seulement si i est un isomorphisme d'espace

coh�erent.

Nous ne rappelons pas ici la construction de mod�ele stable construit sur un ensemble
d'atomes, nous renvoyons �a [47, 44] pour une construction de tels mod�eles utilisant la
notion d'antichaine et [39, 32] pour une pr�esentation utilisant la notion d'espace coh�erent.
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Chapter 2

Mod�eles fortement stables

Le but de ce chapitre est de pr�esenter la s�emantique fortement stable, motivations com-
prises, et de donner un cadre permettant de manipuler de fa�con relativement ais�ee cer-
tains mod�eles fortement stables du lambda-calcul pur.

La notion de forte stabilit�e a �et�e introduite par Bucciarelli et Ehrhard dans [19]. On
renvoie �a l'introduction et a [20, 18, 21, 27] pour les liens existant entre la notion de forte
stabilit�e et la s�equentialit�e.
Le cadre le plus g�en�eral dans lequel la forte stabilit�e a �et�e d�e�nie est celui des DI-domaines
avec coh�erence (DIC), voir [20]. On peut construire des mod�eles du lambda-calcul pur
dans ce cadre g�en�eral mais ils sont obtenus comme limite inverse et sont tr�es lourds �a
manipuler, notamment en ce qui concerne les interpr�etations de termes, et ceci même
pour les analogues fortement stables de mod�eles \simples" comme D1 ou le mod�ele de
Park.
De plus ce cadre g�en�eral comporte un important d�efaut : la coh�erence est tr�es peu
reli�ee au domaine. Pratiquement, il en r�esulte un manque d'information sur le type de
fonctions qui seront fortement stables.
Si on se donne un DI-domaine D, on peut le munir d'une coh�erence C, c'est �a dire d'un
ensemble de parties de D. Si on veut obtenir un objet r�e
exif, la coh�erence doit v�eri�er
certaines propri�et�es de clôtures, on dit alors que la coh�erence est acceptable.
Une fonction fortement stable de (D1; C1) vers (D2; C2) est une fonction continue qui
pr�eserve les coh�erences et qui commute aux infs de parties coh�erentes.
Quelles sont les fonctions qui sont fortement stables?
Imm�ediatement on remarque que se poser cette question revient �a se demander quelles
sont les coh�erences que l'on consid�ere. On a une libert�e assez grande sur les coh�erences
et cette libert�e peut s'av�erer n�egative.
Consid�erons un exemple particulier. Soit B = f?; V; Fg l'ensemble des Bool�eens. C'est
un DI-domaine que l'on peut munir de trois coh�erences acceptables :
C1 = P�f (B), C2 = P�f (B)nfV; Fg et C3 = P�f (B)nffV; Fg; f?; V; Fgg.
On obtient trois DIC :(B; C1); (B; C2); (B; C3).
Consid�erons la fonction de Berry gT de B3 dans B d�e�nie par :

gT (x; y; z) =

�
V si (x; y; z) � (?; V; F ) ou (F;?; V ) ou (V; F;?);
? sinon:
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Il est connu que cette fonction n'est pas s�equentielle et pourtant elle est fortement stable
si on consid�ere B muni de la coh�erence C3, voir l'exemple de la page 43.
Par contre la fonction de B dans B, d�e�nie par : f(x) = V ssi x = V ou x = F est
s�equentielle et n'est pas fortement stable si on consid�ere B muni de la coh�erence C1, voir
l'exemple de la page 43.

Le ph�enom�eme est grandement accentu�e dans le cadre des mod�eles du Lambda-calcul
pur, bien qu'ici la notion de s�equentialit�e n'a plus de sens. Si on se donne de fa�con
tr�es g�en�erale un objet r�e
exif (D; C) de la cat�egorie des DIC et des fonctions fortement
stables, quelles sont les fonctions fortement stables dans ce mod�ele?
Les seules fonctions dont on est sûr qu'elles soient fortement stables dans ce cadre sont
les fonctions constantes et les fonctions en estrade, c'est �a dire les fonctions du type

g(x) =

�
a si x � c
b sinon

avec c compact et b � a.

D�es que l'on consid�ere des fonctions plus compliqu�ees on ne peut plus rien dire, il faut
alors quitter le cadre g�en�eral et consid�erer des cas particuliers.
Ce manque d'information est un frein �a certains raisonnements que l'on voudrait faire de
fa�con g�en�erale (voir la section de ce chapitre sur les r�etractions universelle et le chapitre
quatre).

Bucciarelli dans [18], propose une notion plus restrictive de coh�erences. Il munit un DI-
domaine D d'une coh�erence acceptable et qui v�eri�e de plus certaines autres propri�et�es.
Ces coh�erences sont appel�ees des coh�erences \strong and prime algebraic". On obtient
ainsi une c.c.c.
On a alors des DIC o�u la coh�erence est compl�etement d�ecrite par sa restriction aux
�el�ements premiers des DI-domaines (la coh�erence est \prime algebraic") et de plus la
coh�erence est reli�ee �etroitement �a l'ordre du domaine qui lui est associ�e (la coh�erence est
\strong").
Avec ces objets on �elimine le ph�enom�ene d�ecrit dans le cas des Bool�eens. En e�et C1 et
C3 ne sont pas \strong and prime algebraic" alors que C2 l'est. Et toutes les fonctions de
(Bn; Cn2 ) vers (B; C2) fortement stables sont s�equentielles (voir [19]).
Le d�efaut de cette nouvelle classe d'objets est la lourdeur des contraintes impos�ees aux
coh�erences, il en r�esulte un manque de maniabilit�e �evident.

Ehrhard a donn�e un moyen �el�egant de palier �a ce d�efaut tout en conservant les bonnes
propri�et�es sur les coh�erences en introduisant une notion particuli�erement bien adapt�ee �a
la forte stablit�e : les hypercoh�erences [26].
Une hypercoh�erence H est un couple (D;�) o�u D est un ensemble et � est un ensemble
de parties �nies et non vides de D, avec une seule contrainte, celle de contenir tous les
singletons.
D'une hypercoh�erence H on d�eduit (D(H); C(H)) un DI-domaine avec coh�erence accept-
able \strong and prime algebraic". L'int�erêt des hypercoh�erences, qui sont des objets
plus simples �a manipuler, est qu'elles permettent de reconstruire l'empilement de struc-
tures que constitue un DIC uniquement �a partir d'une trame.
Dans [26] il est montr�e que la cat�egorie des hypercoh�erences et des fonctions fortement
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stables est une c.c.c.

En ce qui concerne le �-calcul non typ�e on se propose ici de construire des i-mod�eles
fortement stables dans le cadre des hypercoh�erences (section 2.6-2.8). On donne une
pr�esentation de cette classe de mod�ele qui �evite toute mention directe de notions cat�e-
goriques et qui les rend directement exploitables.

Les applications que l'on donne sont les suivantes :

1. On construit en d�etail dans ce cadre les analogues fortement stables de D1 et du
mod�ele de Park (section 2.10).

2. Nous montrons dans la sections 2.11 que tous les i-mod�eles fortement stables con-
tiennent une in�nit�e de r�etractions universelles. Autrement dit ils sont tous des
mod�eles de la th�eorie RU1 introduite dans [31].

3. Dans le chapitre suivant on montrera comment une bonne connaissance du mod�ele
de Park fortement stable permet de donner une d�emonstration purement s�eman-
tique de l'incompl�etude de la classe des mod�eles stables et de celle des mod�eles
continus. Il est �a remarquer que le fait de pouvoir utiliser les i-mod�eles fortement
stables joue un rôle important pour �etablir ces r�esultats d'incompl�etude de fa�con
s�emantique.

2.1 Notations et d�e�nitions

On �xe ici la terminologie et on donne quelques d�e�nitions ensemblistes.

� Soient A;B1; :::; Bn des ensembles. Si on a A � B1 � :::�Bn on notera, pour tout
i � n, (A)i la i�eme projection de A.Si X � P(B1 � � � � � Bn on note �egalement
(A)i l'ensemble f(a)i; a
inAg. On dit que A est un recouvrement de B1; :::; Bn si, pour tout i � n,
(A)i = Bi.

� Soient A1; :::; An des ensembles. On note A1 + ::: + An l'union disjointe de ces
ensembles : A1 + :::+ An = (A1 � f1g) [ (A2 � f2g) [ ::: [ (An � fng).

1. Si C � A1 + :::+ An on note, pour i � n, pi(C) = fa 2 Ai; (a; i) 2 Cg.

2. Si C � Ai, on note �i(C) = f(a; i); a 2 Cg.

� Soient (E;�) un ensemble ordonn�e, et A;B � E. Nous dirons que A est plus petit
que B pour l'ordre Egli-Milner, ce qui est not�e A v B, si :

1. 8a 2 A 9b 2 B a � b ;

2. 8b 2 B 9a 2 A a � b.

� Soit A un ensemble de parties. Nous dirons que u est une multisection de A,
not�e u� A, si :
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1. u � [A

2. 8a 2 A u \ a 6= ;

Noter qu'une multisection est toujours non vide. Nous �ecrirons u�fA pour indiquer
que u est une multisection �nie de A (ce qui ne peut se produire que si A est �ni).

� Y � P(X) est h�er�editaire s'il est clos par sous ensemble non vide :
8y 2 Y 8x � y (x 6= ; ) x 2 Y ).

� Y � P(X) est binaire si 8y � X(y 2 Y , 8x; x0 2 y fx; x0g 2 Y ).

2.2 Mod�eles fonctionnels du �-calcul

Nous rappelons la d�e�nition de �-mod�eles fonctionnels propos�ee dans [47].

Si D est un ensemble, F(D) d�esignera l'ensemble des applications de DIN dans D qui ne
d�ependent que d'un nombre �ni de coordonn�ees.

On d�esignera par ci la ieme fonction coordonn�ee, c'est �a dire la ieme projection de DIN

sur D; pour f 2 F(D), d 2 Dn, un entier i, fi;d d�esignera l'application de D dans D
d�e�nit par : x 7! f(d1; :::; di�1; x; di+1; :::).
On adoptera la même notation pour d 2 Dn et i � n si f ne d�epend que de ses n
premi�eres coordonn�ees, ou si f est une fonction de Dn dans D.

D�e�nition 2.2.1 1. Un mod�ele fonctionnel est la donn�ee de (D;F ;F1; �,	)
o�u :

(a) F � DD et F1 � F(D).

(b) � est une application de D �! F et 	 est une application de F �! D.

(c) F1 contient toutes les ci

(d) F contient toutes les fi;d, o�u f 2 F
1, i 2 N , d 2 DN .

(e) Pour tous f; g 2 F1, la fonction d 7! �(f(d); g(d)) est dans F1.

(f) Pour tous f 2 F1, i 2 N , la fonction d 7! 	(fi;d) est dans F
1.

2. Un �-mod�ele fonctionnel est un mod�ele fonctionnel tel que : � � 	 est l'identit�e
sur F .

3. un ��-mod�ele fonctionnel est un �-mod�ele fonctionnel tel que de plus 	 � � est
l'identit�e sur D.

Notations :

� Pour a; b 2 D (a)b = �(a)(b).

� Pour f; g 2 F1 (f)g est la fonction d�e�nie en (e).

� Pour f 2 F �xf(x) = 	(f).
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� Pour f 2 F1, i 2 N , �xif est la fonction d�e�nie en (f).

On d�e�nit une interpr�etation de l'ensemble des termes du lambda calcul dans F1; t�

est d�e�nie par induction sur la complexit�e du terme t. On suppose que les variables du
�-calcul sont x1; :::; xn; ::: :
Si t est la variable xi, alors t

� est la fonction coordonn�ee ci
Si t = (u)v alors t� = (u�)v�

Si t = �xi u alors t� = �xi u
�.

Si t; u sont deux termes �-�equivalents (resp. ��-�equivalents) alors t� = u� dans tout
�-mod�ele (resp. dans tout ��-mod�ele).(Voir [47])

2.3 DI-domaines avec coh�erence et fonctions forte-

ment stables

La stabilit�e forte, due �a Bucciarelli et Ehrhard, se d�e�nit dans le cadre des DI-domaines
par une propri�et�e de pr�eservation d'infs d'�el�ements non n�ecessairement major�es : les
infs de parties coh�erentes. Nous nous contenterons ici d'�enoncer les d�e�nitions et les
principaux r�esultats sans d�emonstrations (cf. [21], ou [19] qui traite le cas particulier des
domaines qualitatifs).

Une coh�erence sur un DI-domaine D est un sous-ensemble C de P�f (D), c'est-�a-dire
un ensemble non vide de parties �nies de D. La coh�erence canonique de D est
CD = fA ��

f
D ; tA existeg. Un DI-domaine avec coh�erence (DIC)est un couple

(D; C), o�u D est un DI-domaine et o�u C est une coh�erence sur D.

D�e�nition 2.3.1 Soient (D1; C1) et (D2; C2) deux DI-domaines avec coh�erence.
Une fonction continue f , de D1 dans D2, est fortement stable relativement �a C1 et
C2 si elle v�eri�e :
(i) 8A 2 C1 f �(A) 2 C2 ;
(ii) 8A 2 C1 f(uA) = uf �(A).

Remarque :
Comme toute fonction continue est croissante la troisi�eme condition est assur�ee d�es que
l'on a, pour tout A 2 C1, uf �(A) � f(uA).

La proposition suivante fait le lien entre les fonctions fortement stables et les fonctions
stables.

Proposition 2.3.2 Soient (D1; C1) et (D2; C2) deux DI-domaines avec coh�erences.

1. Si CD1 � C1 et si f de D1 vers D2 est fortement stable relativement �a C1 et C2 alors
elle est stable.

2. Si C1 = CD1 et CD2 � C2 alors f de D1 vers D2 est stable ssi f est fortement stable
relativement �a C1 et C2.
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Preuve

1. �Evident.

2. Soit A 2 CD1 alors tA existe dans D1 et f �etant monotone, pour tout a 2 A,
f(a) � f(tA). Ainsi l'ensemble f �(A) est major�e dans D2 par f(tA) et, puisque
D2 est un DI-domaine, tf �(A) existe dans D2, ce qui nous dit que f

�(A) 2 CD2 �
C2.
Par d�e�nition de la stabilit�e, si A 2 CD1 alors f(uA) = uf �(A).
L'autre sens est donn�e par le premier point.

2

Toutes les coh�erences consid�er�ees par la suite contiendront la coh�erence canonique, et
donc, toutes les fonctions fortement stables rencontr�ees seront stables. Par d�e�nition, la
trace d'une fonction fortement stable est alors sa trace en tant que fonction stable.

D�e�nition 2.3.3 Une coh�erence C sur un DI-domaine D est acceptable si elle v�eri�e :
(i) a 2 D implique fag 2 C ;
(ii) si A 2 C et B v A, alors B 2 C (v d�esigne l'ordre Egli-Milner) ;
(iii) si X1; � � � ; Xn des sous-ensembles �ltrants de D sont tels que, pour tout (a1; � � � ; an) 2
X1 � � � � �Xn, fa1; � � � ; ang 2 C, alors ftX1; � � � ;tXng 2 C.

Les coh�erences acceptables sur D constituent le plus grand ensemble de coh�erences qui
rend la fonction d'�evaluation fortement stable.
On montre facilement que la coh�erence canonique est la plus petite des coh�erences ac-
ceptables.

Th�eor�eme 2.3.4 [21] La cat�egorie des DI-domaines avec coh�erence acceptable et des
fonctions fortement stables est cart�esienne close.

Remarque Dans cette cat�egorie, le produit cart�esien de (D1; C(D1)) et (D2; C(D2)),
not�e (D1 �D2; C(D1 �D2)), est d�e�ni par :

{ D1 �D2 est le produit usuel,

{ C(D1 �D2) = fC � D1 �D2 ; (C)1 2 C(D1) et (C)2 2 C(D2)g.

En particulier le produit des coh�erences canoniques est la coh�erence canonique du pro-
duit.

Exemples 1. Soient (D1; C1) et (D2; C2) deux DI-domaines avec coh�erence acceptable
et a; b 2 D2 tels que b � a.
La fonction en estrade g de D1 dans D2 d�e�nie par :

g(x) =

�
a si x � h;
b sinon:

est fortement stable relativement �a C1 et C2.
En e�et, cette fonction est continue, puisque stable. Il reste �a v�eri�er que si on a
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A = fa1; � � � ; ang 2 C1, alors g
�(A) 2 C2 et ug

�(A) = g(uA).
Il y a trois valeurs possibles pour g�(A) : fbg, fb; ag ou fag. Ces trois ensembles sont
plus petits, pour l'ordre Egli-Milner, que fag. Comme C2 est acceptable, on en d�eduit
qu'ils sont dans C2.
Si ug�(A) = a, alors pour tout i � n, ai � h, et donc a1 ^ � � � ^ an � h, ce qui entraine
que g(uA) = a.
Si ug�(A) = b, alors il existe j � n tel que aj � h, et donc a1 ^ � � � ^ an � h, ce qui
entraine que g(uA) = b.

2. Soit B = f?; V; Fg le domaine plat des bool�eens. Ce DI-domaine admet trois
coh�erences acceptables : la coh�erence canonique, P�f (B), et la coh�erence C(B) constitu�ee
de toutes les parties non vides de B except�e fV; Fg. Consid�erons maintenant la fonction
de Berry gT de B3 dans B d�e�nie par :

gT (x; y; z) =

�
V si (x; y; z) � (?; V; F ) ou (F;?; V ) ou (V; F;?);
? sinon:

Il est bien connu que gT est stable. D'apr�es la proposition 2.3.2, elle est donc fortement
stable relativement �a la coh�erence canonique.
Par contre gT n'est pas fortement stable de (B3; C(B3)) vers (B; C(B)) :
L'ensemble A = f(?; V; F ); (F;?; V ); (V; F;?)g est dans C(B3) car, pour tout 1 � i � 3,
(A)i = f?; V; Fg 2 C(B). Or gT (uA) = gT (?;?;?) = ? 6= ug�T (A) = V .
Par le même argument, gT n'est pas fortement stable relativement �a P�f (B).

3. Soit f la fonction de B dans B d�e�nie par : f(x) = V ssi x = V ou x = F . Si
on prend P�f (B) comme coh�erence, la fonction f n'est pas fortement stable (car elle ne
pr�eserve pas l'inf de fV; Fg). Par contre, on montre facilement qu'elle l'est relativement
�a C(B).

La suite de ce chapitre se place dans le cadre plus restreint des domaines qualitatifs
avec coh�erence acceptable (QDC). Ce cadre, qui fournit encore une c.c.c., su�t pour
construire tous les mod�eles usuels et notamment les i-mod�eles fortement stables.

Notations :
Dans toute la suite de ce chapitre on ne consid�ere que des domaines qualitatifs
avec coh�erence acceptable. Les symboles D d�esigneront toujours un domaine
qualitatif avec coh�erence acceptable celles-ci �etant toujours d�esign�ees par les
symboles C.

2.4 Traces

La notion de trace �etant centrale on rappelle ici quelques d�e�nitions et propri�et�es �el�e-
mentaires les concernant.
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La d�e�nition de la trace d'une fonction fortement stable d'un QDC dans un autre est
exactement celle donn�ee par la trace d'une fonction stable d'un QDC dans un autre (on
rappelle que dans un QDC l'ordre est l'inclusion).

D�e�nition 2.4.1 La trace d'une fonction fortement stable relativement �a C1 et C2 de
D1 vers D2 est sa trace en tant que fonction stable �a savoir le sous ensemble de D1f�D2,
not�e tr f :
tr f = f(b; �) 2 D1f �D2; � 2 f(b) et � =2 f(b0) pour tout b0 ( bg.

Remarquons que l'on a f(u) = f� ; 9h � u; (h; �) 2 Tr(f)g.
On note f t la fonction de trace t.

Nous d�esignerons par [D1 �! D2]FS l'ensemble des fonctions fortement stables de D1

vers D2 et par D ) E l'ensemble de leurs traces.

D�e�nition 2.4.2 Soient deux fonctions f et g de [D1 �! D2]FS. On dit que f est
inf�erieure �a g pour l'ordre stable (ou ordre de Berry), ce qui se note f�sg, si :
8x; y 2 D1 tels que x � y on a f(x) = f(y) \ g(x).

Proposition 2.4.3 Soient f et g deux fonctions de [D1 �! D2]FS. Alors f�sg si et
seulement si tr f � tr g.

Preuve : C'est en e�et vrai pour toutes les fonctions stables. Voir [30].

Les deux lemmes suivant nous disent que l'application tr de [D1 �! D2]FS vers D ) E
est continue et qu'elle commute �a tous les infs �nis.

Lemme 2.4.4 Soit F � [D1 �! D2]FS �ltrant pour �s. Alors, le sup de F pour l'ordre
stable,

F
F , est une fonction fortement stable de D1 vers D2 relativement �a C1 et C2.

Et tr(
F
F ) =

[
f2F

tr(f).

Preuve On sait que
F
F est une fonction stable, que

F
F (a) =

[
f2F

f(a) et que la trace

du sup est le sup des traces, (voir [15] ou [30])
V�eri�ons que

F
F est une fonction fortement stable relativement �a C1 et C2.

Soit A = fa1; :::; ang 2 C1 et g =
F
F .

Montrons que g�(A) 2 C2.
Par d�e�nition g�(A) = fg(a1); :::; g(an)g = f

S
B1; :::;

S
Bng o�u, pour tout i � n, Bi =

ff(ai); f 2 Fg. Il est clair que les Bi sont des sous ensembles �ltrants de D2; pour
montrer que g�(A) 2 C2 il su�t donc de montrer que, pour tout (b1; :::; bn) 2 B1�:::�Bn,
fb1; :::; bng 2 C2.
Soit (b1; :::; bn) 2 B1 � ::: � Bn. Alors fb1; :::; bng = ff1(a1); :::; fn(an)g avec f1; :::; fn
dans F �ltrant, donc il existe f 2 F telle que fb1; :::; bng v ff(a1); :::; f(an)g = f �(A).
Comme f est fortement stable, f �(A) est dans C2 et donc fb1; :::; bng 2 C2.
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Montrons que g(
T
A) �

T
g(A).

Soit � 2 g(a1)\ :::\g(an). Pour i � n il y a fai 2 F tel que � 2 fai(ai); or F est �ltrant,
donc il existe f 2 F tel que � 2 f(a1); :::; � 2 f(an). Ainsi � 2

T
f �(A) �

T
g�(A).

2.

Lemme 2.4.5 Soit F = ff1; :::; fng un ensemble �ni et non vide de fonctions de [D1 �!
D2]FS. Alors, la fonction uF est la fonction fortement stable de D1 dans D2 ayant pour
trace tr(f1) \ � � � \ tr(fn).

Preuve On a rappel�e dans le fait 1.5.5 que, dans le cas des domaines qualitatifs, uF , l'inf
stable de F , est la fonction stable ayant pour trace l'intersection des traces des fonctions
de F .
Il reste �a v�eri�er que, dans le cas o�u les fonctions de F sont fortement stables, que uF
est fortement stable.
soit A = fa1; � � � ; apg 2 C1.
Alors uF �(A) v f �(A) pour toute f 2 F . Comme f est fortement stable on a f �(A) 2 C2
et donc uF �(A) 2 C2.
Montrons que

T
uF �(A) � uF (

T
A).

Soit � 2
T
uF �(A) = uF �(a1) \ � � � \ uF

�(ap). Alors, pour tout i � p, on a bi � ai tel
que (bi; �) 2 tr(uF ) = tr(f1) \ � � � \ tr(fn).
Ainsi pour tout j � n on a (b1; �); � � � ; (bp; �) 2 tr(fj), ce qui implique, d'apr�es le
th�eor�eme 1.5.2, que b1 = � � � = bp = b. Donc (b; �) 2 tr(uF ) avec b �

T
A, ce qui

entraine que � 2 uF (
T
A).

2

2.5 Produits de QDC

On a �x�e le cadre dans lequel on se place : celui des domaines qualitatifs avec coh�erence,
QDC, et des fonctions fortement stables.
On veut montrer que ce cadre peut fournir des �-mod�eles fonctionnels selon la d�e�nition
donn�ee page 40. Pour cela on a besoin, dans une premi�ere �etape, de d�e�nir ce qu'est la
forte stabilit�e pour une fonction de plusieurs variables.
Rappelons que l'on a choisi une pr�esentation non cat�egorique, et ceci nous oblige ici �a
être tr�es pr�ecis sur la d�e�nition du produit de plusieurs QDC.

Rappelons que, si D1; � � � ; Dn sont des ensembles, alors D1 + � � �+Dn = f(D1 � f1g) [
(D2 � f2g) [ ::: [ (Dn � fng).
Si C � D1 + ::: +Dn on note, pour i � n, pi(C) = fa 2 Di; (a; i) 2 Cg. Si B � Di, on
note �i(B) = f(b; i); b 2 Bg.

D�e�nition 2.5.1 Le domaine qualitatif avec coh�erence produit des domaines qualitatifs
avec coh�erence (Di; Ci)i�n est par d�e�nition le couple (D; C) o�u :
D = fa � D1 + ::: +Dn; 8i � n pi(a) 2 Dig
et C est la coh�erence sur D d�e�nie par : C = fA ��f D; 8i � n pi

�(A) 2 Cig.
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Il est facile de voir que D est un domaine qualitatif de trame D1+:::+Dn, que la fonction
pi de D vers Di est fortement stable relativement �a C et Ci, que la fonction �i de Di vers
D est fortement stable relativement �a C et Ci et, en�n que les fonctions Pn et �n sont
des bijections r�eciproques o�u :
Pn est la fonction de D vers D1 � :::�Dn d�e�nie par Pn(a) = (p1(a); :::; pn(a));
et �n est la fonction de D1�:::�Dn vers D d�e�nie par �n(a1; :::; an) = �1(a1)[:::[�n(an).
La d�e�nition de D est motiv�ee par le fait que le produit ensembliste D1 � :::�Dn n'est
�evidemment pas un domaine qualitatif.
On appelle D le domaine qualitatif produit des (Di)i�n. Et on d�esigne par P le
produit ensembliste de D1; � � �Dn.
Remarque :
D est le produit des D1; :::;Dn dans la cat�egorie des domaines qualitatifs avec coh�erences
et des fonctions fortement stables et D1 � :::�Dn est leurs produit ensembliste.

On rappelle que l'ordre produit sur D1 � :::�Dn est l'ordre, not�e �, d�e�ni par :
(a1; :::; an) � (b1; :::; bn) si et seulement si 8i � n ai � bi.

D�e�nition 2.5.2 Soit A � D1 � :::�Dn.
Le sup de A pour l'ordre produit, c'est a dire le sup composante par composante, s'il
existe, est not�e :

W
A = (

S
(A)1; :::;

S
(A)n).

L'inf de A pour le même ordre est d�esign�e par :V
A = (

T
(A)1; :::;

T
(A)n).

On dit que A � D1 � :::�Dn est �ltrant pour l'ordre produit si et seulement si tous les
(A)i le sont pour l'inclusion.
On utilise ici la notation suivante (g � f)� = g� � f �.

On ne peut pas parler pour �n et Pn de fonction fortement stable car le produit ensem-
bliste D1 � ::: � Dn n'est pas un QDC. Mais on peut montrer que ces deux fonctions
pr�eservent les sups �ltrants, que �n pr�eserve les infs des sous ensembles �nis et non vide
de P dont les projections sont dans les coh�erences Ci et en�n que Pn pr�eserve les infs des
�el�ements de C.

Lemme 2.5.3 Soient (D1; C1); :::; (Dn; Cn) des domaines qualitatifs avec coh�erences et
(D; C) leur domaine qualitatif avec coh�erence produit.

1. Soit A �ltrant dans D1 � :::�Dn. Alors �n
�(A) est �ltrant dans D et �n(

W
A) =S

�n
�(A).

2. Soit A �ltrant dans D. Alors Pn
�(A) est �ltrant dans P(D) et Pn(

S
A) =

W
Pn

�(A).

3. Soit A ��f P tel que pour tout i � n (A)i 2 Ci. Alors �n(
V
A) =

T
�n

�(A):

4. Soit A 2 C. Alors Pn(
T
A) =

V
Pn

�(A).

5. Soit A ��f P. Alors �n
�(A) 2 C si et seulement si pour tout i � n (A)i 2 Ci.
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Preuve :

1. D�ecoule directement de la croissance et de la continuit�e des �i pour tout i � n.

2. D�ecoule directement de la croissance et de la continuit�e des pi pour tout i � n.

3. �n(
V
A) = �1(

T
(A)1) [ ::: [ �n(

T
(A)n)

=
T
�1
�((A)1) [ ::: [

T
�n

�((A)n) car pour tout i � n (A)i 2 C.
=
T
�n

�(A):

4.
V
Pn

�(A) = (
T
(Pn

�(A))1; :::;
T
(Pn

�(A))n)
= (
T
p1
�(A); :::;

T
pn
�(A))

= (p1(
T
A); :::; pn(

T
A))

= Pn(
T
A)

5. Imm�ediat.

2

Lemme 2.5.4 Soient (D1; C1); :::; (Dn; Cn); (D0
1; C

0
1); :::; (D

0
p; C

0
p) des domaines qualitatifs

avec coh�erence, (D; C); (D0; C 0) leurs produits et P, P 0 leurs produits ensemblistes.
Pour toute fonction f de P vers P 0 les propri�et�es suivantes sont �equivalentes :

1. �p � f � Pn de D vers D0 est fortement stable relativement �a C et C 0.

2. (a) Pour tout A � P, A dirig�e, f(
W
A) =

W
f �(A).

(b) Pour tout A ��f P tel que, pour tout i � n, (A)i 2 Ci on a :
pour tout j � p (f �(A))j 2 Cj

0, et
f(
V
A) =

V
f �(A).

Preuve L'�equivalence de ces deux propri�et�es est facile �a �etablir en utilisant de fa�con
directe le lemme 2.5.3 et en remarquant que f = Pp � �p � f � Pn � �n.
Le seul point ne d�ecoulant pas directement du lemme 2.5.3 est le suivant :
Si f de P vers P 0 v�eri�e la deuxi�eme propri�et�e et si A 2 C alors (�p � f � Pn)

�(A) 2 C 0.
Ceci revient �a montrer que pour tout j � p pj

�((�p � f � Pn)
�(A)) = ((f � Pn)

�(A))j 2
Cj
0.

Or pour tout i � n (Pn
�(A))i 2 Ci car A 2 C. Donc, par hypoth�ese, ((f � Pn)

�(A))j 2 Cj
0

ceci pour tout j � p.
2

Une cons�equence directe de ce lemme est que l'on peut identi�er le produit (D; C) des
QDC (D1; C1); � � � ; (Dn; Cn) de la cat�egorie des QDC et des fonctions fortement stables
et P leur produit ensembliste : �a u 2 D correspond (p1(u); � � � ; pn(u)) 2 P et �a A 2 C
correspond (p1

�(A); � � � ; pn
�(A)).
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D�e�nition 2.5.5 Soient (D1; C1); :::; (Dn; Cn); (D
0
1; C

0
1); :::; (D

0
p; C

0
p) des domaine qualitat-

ifs avec coh�erence et (D; C); (D0; C 0) leur produits.
On dit que f de D1 � ::: � Dn vers D0

1 � ::: � D0
p est fortement stable relativement �a

C1; :::; Cn; C 01; :::; C
0
p si et seulement si �p � f � Pn de D vers D0 est fortement stable rela-

tivement �a C et C 0.

Le fait suivant est un groupement de propri�et�es, faciles �a v�eri�er, sur les fonctions forte-
ment stables. On a besoin, entre autre, de ces propri�et�es pour construire des �-mod�eles
fonctionnels fortement stables.

Fait 2.5.6 On a les cons�equences imm�ediates suivantes :

1. Toute compos�ee de deux fonctions fortement stables est fortement stable.

2. Les fonctions constantes et les projections sont fortement stables.

3. Pour tous entiers n, i � n et d 2 Dn, la fonction h : x 7! (d1; :::; di�1; x; di+1; :::; dn)
est fortement stable de D dans Dn.

4. Si f : Dn 7! D et g : Dn 7! D sont fortement stables alors h : Dn 7! D2 qui �a d
associe (f(d); g(d)) est fortement stable.

5. Si la fonction f de D1 � ::: � Dn vers D0
1 � ::: � D0

p est fortement stable alors la
fonction g d�e�nie par g(x1; :::; xn) = f(x�(1); :::; x�(n)), o�u � est une permutation
de f1; :::ng, est fortement stable.

6. Soient (D1; C1); :::; (Dn; Cn); (D
0
1; C

0
1) des domaines qualitatifs avec coh�erence. Si

f de D1 � ::: � Dn vers D0
1 ne d�epend que des m premi�eres coordonn�ees (m � n)

alors f est fortement stable relativement �a C1; :::Cn; C 01 si et seulement si la fonction
qu'elle induit sur D1 � :::�Dm est fortement stable relativement �a C1; :::Cm; C 01.

On rappelle que lorsque l'on parle de mod�eles fonctionnel sur un ensemble D, voir page
40, on a besoin d'un sous ensemble F de F(D), l'ensemble des applications de DIN dans
D qui ne d�ependent que d'un nombre �nies de coordonn�ees. La sixi�eme propri�et�e permet
de justi�er la d�e�nition suivante :

D�e�nition 2.5.7 Soit (D; C) un domaine qualitatif avec coh�erence.

On consid�ere (D; C)IN le produit ensembliste de @0 copie de (D; C) et F(D) l'ensemble
des fonctions fortement stables de DIN �! D qui ne d�ependent que d'un nombre �ni de
coordonn�ees. On dira que f 2 F(D) est fortement stable si la fonction qu'elle induit sur
Dn l'est pour tout n assez grand.
En�n notons que toute fonction fortement stable f : Dn �! D a un prolongement

canonique sur (D; C)IN.
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2.6 Hypercoh�erences

Si on cherche �a r�esoudre le probl�eme de la full-abstraction de PCF dans le cadre de la
s�emantique fortement stable, il est n�ecessaire qu'au type de base toutes les fonctions
soient s�equentielles. Dans cette optique, il ressort des deux derniers exemples donn�es
page 43 que \la bonne coh�erence" sur l'ensemble des Bool�eens B est C(B), voir l'exemple
page 43. En e�et, gT n'est pas s�equentielle et ne doit donc pas être fortement stable ;
en revanche f est s�equentielle et doit donc être fortement stable ; seule C(B) r�ealise ces
conditions. (Pour une d�e�nition d'une fonction s�equentielle sur un produit de domaines
plats se reporter �a l'introduction page 11.)

Il apparâ�t donc que l'existence de plusieurs coh�erences acceptables sur un DI-domaine
D est plutôt un d�efaut. Ehrhard a rem�edi�e �a ce probl�eme en construisant la cat�egorie
des hypercoh�erences [26], qui est une sous-cat�egorie des DI-domaines avec coh�erence
acceptable dans laquelle :

{ les domaines et les coh�erences sont plus �etroitement reli�es,

{ les fonctions fortement stables sur les produits de domaines plats sont les fonctions
s�equentielles.

Une hypercoh�erence est la donn�ee d'un ensemble D et d'un ensemble � de parties �nies
non vides de D, contenant les singletons. Le couple H = (D;�) engendre alors un
domaine qualitatif avec coh�erence acceptable (D(H); C(H)).

2.6.1 D�e�nitions et propri�et�es fondamentales

D�e�nition 2.6.1 Une hypercoh�erence est une paire H = (D;�), o�u D est un ensem-
ble et o�u � � P�f (D) est tel que fag 2 �, pour tout a 2 D.

L'ensemble D est appel�e la trame de l'hypercoh�erence H, et � la pr�ecoh�erence de H
(la coh�erence atomique chez Ehrhard).

On dit qu'une hypercoh�erence H est h�er�editaire (resp. binaire) si � l'est (voir les d�ef-
initions des notions d'ensemble h�er�editaire et binaire dans la premi�ere section de ce
chapitre).
Toute hypercoh�erence binaire est h�er�editaire car � contient tous les singletons. La donn�ee
d'une pr�ecoh�erence binaire sur un ensemble D est exactement la donn�ee d'une relation
de coh�erence sur cet ensemble (voir la quatri�eme assertion de la proposition 2.6.3).

D�e�nition 2.6.2 Soit H = (D;�) une hypercoh�erence. On d�e�nit :

D(H) = fa � D ; 8u � D; u ��f a) u 2 �g;

C(H) = fA ��f D(H) ; 8u � D; u�fA) u 2 �g;

o�u u�fA signi�e que u est une multisection �nie de A.
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S'il n'y a pas d'ambigu��t�e, on notera D pour D(H) et C pour C(H). De
même, D(H1) se notera D1 et C(H1) se notera C1.

Remarques

� ; 2 D et f;g 2 C

� 8� 2 D f�g 2 D.

� 8f�1; :::; �ng 2 � ff�1g; :::; f�ngg 2 C (car la seule multisection de cet ensemble
est f�1; � � � ; �ng).

� Si A ��f D avec ; 2 A alors A 2 C. En e�et il n'y a pas dans ce cas de multisection
non vide de A.

Exemples

1. Soient n un entier (n � 1), D un ensemble, et � = fu ��f D ; ]u � ng. Alors,
H = (D;�) est une hypercoh�erence, avec

D(H) = � [ f;g et C(H) = fA ��f D ; ] [ A � ng:

2. Soit H = (D;P�f (D)). Alors, H est une hypercoh�erence, avec D(H) = P(D) et
C(H) = P�f (D(H)).

3. Le domaine qualitatif B des bool�eens, de trame B = fv; fg, est engendr�e par une
unique hypercoh�erence : B n'admet que deux pr�ecoh�erences, �1 = ffvg; ffgg et
�2 = ffvg; ffg; fv; fgg. Posons H1 = (B;�1) et H2 = (B;�2). Il est facile de
v�eri�er que le domaine engendr�e par H2 est un treillis (et donc n'est pas B), alors
que celui engendr�e par H1 est B. Et que de plus la coh�erence associ�ee �a H1 est la
coh�erence C(B) d�e�nie dans l'exemple de la section 2.3 (poser V = fvg et F = ffg).

Proposition 2.6.3 1. D est un domaine qualitatif de trame D.

2. C est une coh�erence acceptable.

3. CD � C.

4. D est un espace coh�erent si et seulement si � est binaire.

Preuve :

1. Imm�ediat.

2. On se donne a 2 D, A = fa1; :::apg 2 C et X1; :::; Xn des sous ensembles �ltrant de
D tels que, pour tout (d1; � � � ; dn) 2 X1 � � � � �Xn, fd1; � � � ; dng 2 C.

(a) Soit u ��f D tel que u� fag. N�ecessairement u � a donc u 2 �.
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(b) Soit B = fb1; :::; blg v A.
Si ; 2 B alors B 2 C.
Sinon soit u�fB. Alors u�fA car, d'une part u �

S
B ) u �

S
A et d'autre

part le fait que, pour tout j � p, u \ bj 6= ; entraine que, pour tout i � n,
u \ ai 6= ;.

(c) Soit u = f�1; :::; �pg�ff
S
X1; :::;

S
Xng. Alors u �

S
X1 [ ::: [

S
Xn et,

pour tout i 2 f1; :::; ng, u \
S
Xi 6= ; . Donc, pour tout i 2 f1; :::; ng, on a

un ji 2 f1; :::; pg tel que �ji 2
S
Xi ce qui implique que �ji 2 di 2 Xi. De

plus, pour tout j 2 f1; :::; pg, on a un ij 2 f1; :::; ng tel que �j 2
S
Xij , d'o�u

�j 2 dij 2 Xij . Il vient que u�ffd1; :::; dng et par hypoth�ese cet ensemble
appartient �a C donc u 2 �.

3. Soit A 2 CD et u ��f D tel que u� A. Alors u ��f
S
A 2 D, donc u 2 �.

4. Il su�t de remarquer que D, qui est toujours h�er�editaire, est binaire si et seulement
si � l'est.

2

L'ensemble Dc des �el�ements compacts de D est la plus grande pr�ecoh�erence h�er�editaire
incluse dans �, c'est �a dire l'ensemble des �el�ements de � dont tout sous ensemble non
vide est dans �.

Proposition 2.6.4 Soient H = (D;�) une hypercoh�erence et (D; C) le domaine quali-
tatif avec coh�erence engendr�e par H. Alors : H est h�er�editaire , � � D , � = Dc ,
C = CD

Preuve Il est facile de voir que � = Dc ) � � D ) H est h�er�editaire. Supposons
maintenant que H est h�er�editaire. Soit A 2 C. Si

S
A = ; alors A 2 CD. Sinon

consid�erons x ��f
S
A. Alors il est clair qu'il existe y ��f D tel que x � y�A. Donc y 2 �

et, H �etant h�er�editaire, x 2 �, ce qui nous a�rme que
S
A 2 D. Ainsi C � CD et, d'apr�es

la proposition 2.6.3, C = CD. En�n supposons que C = CD. Soit u = f�1; :::; �ng 2 Df .
Alors W = ff�1g; :::; f�ngg 2 C car

S
W = u 2 D. Et u�W , donc u 2 �.

2.

On note Cf= C \ Pf (Dc) l'ensemble des �el�ements A de C dont les �el�ements sont des
parties �nies de D. On appelle Cf la coh�erence �nie de D. On peut remarquer que la
coh�erence v�eri�e une propri�et�e de continuit�e. En e�et il su�t de connaitre la coh�erence
�nie pour connaitre toute la coh�erence.
Dans la proposition suivante on ne consid�ere pas les sous ensembles �nis et non vide A
de D tel que ; 2 A. En e�et il est clair que si ; 2 A alors A 2 C.

Proposition 2.6.5 Soit A = fa1; :::; ang 2 P�f (D), avec, pour tout i � n, ai 6= ;.
L'ensemble A est dans C si et seulement si pour tout b1 ��f a1; :::; bn �

�
f an on a B =

fb1; :::; bng 2 Cf .

Preuve :
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1. Supposons que A 2 C. Puisque B v A on a B 2 C.

2. Supposons que, pour tous b1; � � � bn tels que b1 ��f a1; :::; bn �
�
f an, B = fb1; :::; bng 2

Cf .
Soit A = fa1; :::; ang 2 P�f (D). Alors A = f

S
K(a1); :::;

S
K(an)g avec, pour tout

i � n K(ai) �ltrant dans D. Par hypoth�ese pour tout (b1; :::; bn) 2 K(a1) � ::: �
K(an) l'ensemble B = fb1; :::; bng 2 C. Donc, d'apr�es la troisi�eme propri�et�e de
coh�erence acceptable, A 2 C.

2

2.6.2 Espaces de fonctions

Une fonction fortement stable de H1 vers H2 est par d�e�nition une fonction de D1 vers
D2 qui est fortement stable relativement �a C1 et C2.

Nous d�esignerons par [H1 �! H2]FS l'ensemble des fonctions fortement stables de H1

vers H2 et par H1 ) H2 l'ensemble de leur traces.

L'exemple suivant, que nous exploiterons dans le quatri�eme chapitre, met en �evidence l'
int�erêt que nous avons de travailler dans le cadre des hypercoh�erences, plutôt que dans
le cadre plus g�en�eral des DIC.

Exemple 2.6.6 Soient H1 et H2 des hypercoh�erences.
Consid�erons h; k des compacts de D(H1) tels que fh; kg =2 C(H1) et c; d 2 D(H2). La
fonction g de D(H1) dans D(H2) d�e�nie par :

g(x) =

8<
:

c si x � h;
d si x � k;
; sinon:

est fortement stable.
Il est connu que ce type de fonction est stable (remarquer que fh; kg =2 C(H1) entraine
que ces deux compacts sont incompatibles).
Montrons que g est fortement stable.
Soit A = fa1; � � � ; ang 2 C(H1). V�eri�ons que g

�(A) 2 C(H2).

� g�(A) 2 ff;g; f;; cg; f;; dg; fcg; fdgg alors il est clair que g�(A) 2 C(H2).

� Si g�(A) = fc; dg alors fh; kg v A ce qui entraine que fh; kg 2 C(H1) contraire-
ment �a l'hypoth�ese.

� g�(A) = f;; c; dg. Alors il est clair que g�(A) 2 C(H2) car cet ensemble n'a pas de
multisection non vide.

En�n il est facile de v�eri�er que g(
T
A) =

T
g�(A).
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Remarque :
Il est possible de d�e�nir de fa�con analogue de telles fonctions g dans tout DIC en rem-
pla�cant ; par ?. Toutefois g ne sera alors fortement stable que dans le cas o�u l'on aura
f?; c; dg 2 C2.

Si H1 = (D1;�1) et H2 = (D2;�2) sont deux hypercoh�erences, le domaine qualitatif
H1 ) H2 est engendr�e par une hypercoh�erence H1 �! H2, induite par H1 et H2 :

H1 �! H2 = ((D1)c �D2;�(H1 �! H2)); o�u �(H1 �! H2) est

fw � (D1)c �D2 ; ((w)1 2 C1 ) (w)2 2 �2) ^ ((w)1 2 C1
>1 ) (w)2 2 �2

>1)g;

et o�u Y >1 d�esigne l'ensemble des �el�ements de Y de cardinal strictement sup�erieur �a 1.

Toutes hypercoh�erences H1 = (D1;�1) et H2 = (D2;�2) induisent une hypercoh�erence
H1 �! H2, de trame D(H1)c � D2, dont le QDC associ�e est l'ensemble des traces des
fonctions fortement stables de D(H1) vers D(H2). On en d�eduit, grâce �a l'application tr,
un isomorphisme pour l'ordre entre l'ensemble des fonctions fortement stables de D(H1)
vers D(H2) et le domaine engendr�e par H1 �! H2.

Proposition 2.6.7 H1 �! H2 est une hypercoh�erence et D(H1 �! H2) = H1 ) H2.

Preuve : V�eri�ons tout d'abord que H1 �! H2 est une hypercoh�erence. Il su�t pour
cela de voir que la pr�ecoh�erence contient tous les singletons de la trame correspondante.
Soient (a; �) 2 (D1)c �D2 et w = f(a; �)g. Alors (w)2 = f�g est dans la pr�ecoh�erence
de H2 par d�e�nition. Donc w 2 �(H1 ! H2).

Montrons maintenant la deuxi�eme partie de la proposition.

1. Soit f : D1 �! D2 une fonction fortement stable.
Montrons que tr f est un �el�ement de D(H1 �! H2).
Si tr f = ; alors �evidemment tr f 2 D(H1 �! H2)
Sinon il nous faut v�eri�er que, 8u ��f trf; u 2 �(H1 ! H2).
Consid�erons u = f(a1; �1); :::; (an; �n)g et supposons que (u)1 = fa1; :::; ang 2 C1.
Montrons qu'alors (u)2 = f�1; :::; �ng 2 �2.
On a �1 2 f(a1); :::; �n 2 f(an) donc (u)2 � f(a1) [ ::: [ f(an) et pour tout i � n
(u)2 \ f(ai) 6= ;. Ce qui se r�esume par : (u)2 � f �((u)1). Or (u)1 2 C1 et f est
fortement stable donc f �((u)1) 2 C2 et donc (u)2 est dans �2.
Il reste �a voir que ](u)1 > 1 implique ](u)2 > 1.
Sinon u = f(a1; �); :::; (an; �)g avec ai 6= aj pour i; j 2 f1; :::; ng tels que i 6= j.
On a donc � 2 f(a1); :::; � 2 f(an), d'o�u � 2 f(a1) \ ::: \ f(an) = f(

T
(u)1) car

(u)1 2 C1 et f est fortement stable. Le fait que les �el�ements de (u)1 ne soient
pas tous identiques entraine que

T
(u)1 ( al pour un certain l 2 f1; � � �ng, or ceci

contredit la minimalit�e de al.

2. Supposons que t 2 D(H1 �! H2).
Si t = ; alors f t est la fonction constante qui vaut vide partout et cette fonction
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est �evidemment fortement stable.
Sinon consid�erons f t = f : D1 �! D2 d�e�nie par f(u) = f� 2 D2; 9a � u (a; �) 2
tg.
Montrons que f est fortement stable et que sa trace est t.

(a) Il est facile de v�eri�er que f est continue.

(b) f est fortement stable :

Soit A = fx1; :::; xng 2 C1

i. Montrons que f �(A) 2 C2.
Si ; 2 f �(A) alors on a l'appartenance voulue. Sinon on consid�ere
u = f�1; :::; �pg�f �(A), i.e. u �

S
f(A) et pour tout i � n u\f(xi) 6= ;.

On a :
Pour tout j � p il existe ij 2 f1; :::; ng tel que (aij; �j) 2 t avec aij � xij.
Pour tout i � n il existe ji 2 f1; :::; pg tel que (ai; �j i) 2 t avec ai � xi.
Soit V = f(ai1; �1); :::; (aip; �p); (a1; �j1); :::; (an; �jn)g:
V � t et V ��f (D1)c � D2 donc V 2 �(H1 ! H2). D'autre part
(V )1 = fa1; :::; ang v A donc (V )1 2 C1. Ainsi (V )2 = u 2 �2, d'o�u
f(A) 2 C2.

ii. Montrons que f(
T
A) �

T
f �(A).

Si
T
f �(A) = ; alors l'inclusion est �evidente.

Sinon soit � 2
T
f �(A). Alors il existe, pour tout i � n, ai � xi tel

que (ai; �) 2 t. L'ensemble A 2 C1 et fa1; :::; ang v fx1; :::; xng donc
fa1; :::; ang 2 C1. Consid�erons w = f(a1; �); :::; (an; �)g �

�
f t 2 D(H1 �!

H2) ce qui entraine que w 2 �(H1 �! H2). On a (w)1 2 C1 et ](w)2 = 1
donc ](w)1 = 1 ce qui nous dit que a1 = ::: = an = a d'o�u a � xi pour
tout i 2 f1; :::; ng. Donc a �

T
A, ce qui donne � 2 f(

T
A).

(c) Par d�e�nition trf = f(b; �) 2 (D1)c�D2; � 2 f(b) et � =2 f(b0) pour tout b0 (
bg.
Remarquons tout d'abord que l'on ne peut pas avoir (a1; �1) et (a2; �1) 2 t
avec a1 & a2.
Supposons en e�et que w = f(a1; �1); (a2; �1)g � t avec a1 � a2. Ainsi
(w)1 = fa1; a2g et (w)2 = f�1g. Et (w)1 v fa2g car a1 � a2 donc (w)1 2 C1.
Si a1 6= a2 alors (w)1 2 C

>1
1 donc (w)2 devrait être dans �

>1
1 , ce qui est faux

ici. Donc a1 = a2.
Montrons que trf = t.
Soit (c; 
) 2trf . Alors 
 2 f(c) ce qui est �equivalent au fait qu'il existe a � c
tel que (a; 
) 2 t. Or (a; 
) 2 t implique que 
 2 f(a). Comme c est minimal
tel que 
 2 f(c) on a a = c. Ce qui implique (c; 
) 2 t.
Supposons maintenant que (c; 
) 2 t. Alors 
 2 f(c).
Supposons que l'on ait 
 2 f(c0) pour c0 � c. Par d�e�nition 
 2 f(c0) si et
seulement si il existe a � c0 (a; 
) 2 t. si c0 ( c alors (a; 
) et (c; 
) 2 t avec
a & c ce qui est impossible d'apr�es la remarque pr�ec�edente, donc (c; 
) 2trf .



2.6 Hypercoh�erences 55

2

Notation : tr�1 d�esignera l'application qui associe �a tout t 2 H1 ) H2 la fonction f
t

d�e�nie par f(u) = f� 2 D2; 9a � u (a; �) 2 tg.

De la d�emonstration de la proposition pr�ec�edente et de la proposition 2.4.3 il r�esulte que
:

Proposition 2.6.8 tr et tr�1 sont des isomorphismes r�eciproques entre les ensembles
ordonn�es ([H1 �! H2]FS;�s) et (H1 ) H2;�).

Remarque : Soient D(H1) etD(H2) deux domaines qualitatifs avec coh�erence engendr�es
par H1 et H2. Une fonction de D(H1) vers D(H2) est fortement stable si et seulement si
sa trace est un �el�ement de D(H1 �! H2).

On donne sur l'ensemble des fonctions fortement stables de D(H1) vers D(H2) une notion
d'ensemble coh�erent de fonction, notion induite par les coh�erences de D(H1) et D(H2).
L'image par l'application tr de cette coh�erence sur [H1 �! H2]FS est exactement la
coh�erence engendr�e par H1 �! H2. On a une caract�erisation directe des ensembles de
fonctions coh�erents sur [H1 �! H2]FS.

D�e�nition 2.6.9 Un sous ensemble F de [H1 �! H2]FS est appel�e un ensemble co-
h�erent de fonctions si et seulement si :

� F est non vide et �ni.

� Pour tout A 2 C1 et pour tout recouvrement 
 de F , A, on a :
ff(x); (f; x) 2 
g 2 C2.T
ff(x); (f; x) 2 
g = (uF )(

T
A).

Proposition 2.6.10 C(H1 �! H2) = tr��(F) o�u F est l'ensemble de tout les ensembles
coh�erents de fonctions de [H1 �! H2]FS.

Preuve Montrons que C(H1 �! H2) � tr��(F).
Il nous faut v�eri�er que si T = ft1; :::; tng 2 C(H1 �! H2) alors F = ff t1; :::; f tng est
coh�erent.
Soient A = fa1; :::; apg 2 C1 et 
 un recouvrement de F et A.

1. Si ; 2 ff(x); (f; x) 2 
g alors l' appartenance de cet ensemble a C2 est �evidente.

2. Sinon consid�erons u = f�1; :::; �lg�fff(x); (t; x) 2 
g = ff t(x); (t; x) 2 
0g o�u

0 est un recouvrement de T et A.
Pour tout i 2 f1; :::; pg il existe ji � l et vi � n tels que �ji 2 f tvi (ai). Donc il
existe a0i � ai tel que (a

0
i; �ji) 2 tvi .

Pour tout j 2 f1; :::; lg il existe ij � p et vi � n tels que �j 2 f tvi (aij ). Donc il
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existe a0ij � aij tel que (a
0
ij
; �j) 2 tvi .

En�n pour tout k � n il existe rk � p et pk � l tels que �pk 2 f tk(ark). Donc il
existe a0rk � ark tel que (a

0
rk
; �pk) 2 tk.

Ainsi W = f(a01; �j1); :::; (a
0
p; �jp); (a

0
i1
; �1); :::; (a

0
il
; �l); (a

0
r1
; �p1); � � � ; (a

0
rn; �pn)g �

T . Donc W 2 �(H1 ! H2) et (W )1 v A ce qui implique que (W )1 2 C1 et donc
(W )2 = u 2 �2.

3. Montrons que
T
ff t(x); (t; x) 2 
0g = (uF )(

T
A).

Si � 2 (uF )(
T
A) = f\T (

T
A) alors � 2 f t(a) pour tous t 2 T et a 2 A. Donc

clairement � 2
T
ff t(x); (t; x) 2 
0g.

Soit � 2
T
ff t(x); (t; x) 2 
0g.

Pour tout i � n il existe ji � p tel que (a0ji; �) 2 ti avec a
0
ji
� aji .

Pour tout j � p il existe ij � n tel que (a0j; �) 2 tij avec a
0
j � aj.

Ainsi W = f(a01; �); :::; (a
0
n; �); (a

0
j1; �); � � � ; (a

0
jn; �)g� T 2 C(H1! H2) donc W 2

�(H1 ! H2). Et (W )1 v A ce qui implique que (W )1 2 C1. Si (W )1 2 C
>1
1 alors

(W )2 2 �>12 . Or (W )2 = f�g 2 � donc a01 = ::: = a0n = a0j1 = a0jn = a. On a
(a; �) 2

T
T avec a �

T
A. On peut donc conclure que � 2 f\T (

T
A).

Montrons maintenant que tr��(F) � C(H1 �! H2).
Soit F = ff t1 ; :::; f tng 2 F . Si ; 2 tr�F alors cet ensemble est dans C(H1 �! H2). Sinon
consid�erons u = f(a1; �1); ::::; (al; �l)g�f tr

�F . On veut montrer que u 2 �(H1 �! H2).
On a :
8i � l 9ji � n �i 2 f

tji (ai).
8j � n 9ij � l �ij 2 f

tj (aij ).
Consid�erons 
 = f(tj1 ; a1); :::; (tjl; al); (t1; ai1); :::; (tn; ain)g qui est un recouvrement de
tr�F et de (u)1. Supposons que (u)1 2 C1, alors W = ff t(x); (t; x) 2 
g 2 C2 car F 2 F .
Et puisque u�fW on a (u)2 2 �2.
Supposons maintenant que ](u)2 = 1. Alors u = f(a1; �); ::::; (al; �)g et � 2 f tj1 (a1) \
::: \ f tn(ain) =

T
ff t(x); (t; x) 2 
0g = (uF )(

T
(u)1). Donc pour tout (t; �) 2 
 on a

� 2 f t(
T
A) et (a; �) 2 t, ce dernier point nous dit que � =2 f t(b) pour tout b ( a. AinsiT

A = a, ceci pour tout a 2 (u)1, donc ](u)1 = 1.
2

Corollaire 2.6.11 Les fonctions tr de [H1 �! H2]FS vers D(H1 �! H2) et tr�1 de
D(H1 �! H2) vers [H1 �! H2]FS sont fortement stables relativement �a F et C(H1 �!
H2).

Preuve D�ecoule directement de la proposition pr�ec�edente, de la proposition 2.6.8 et du
lemme 2.4.5.
2

2.6.3 Produits d'hypercoh�erence

On donne maintenant la d�e�nition du produit de n hypercoh�erences H1; � � �Hn. Ce
produit est tel que le QDC engendr�e par le produit de ces hypercoh�erences est le produit
d�e�ni dans la section 2.5 des n QDC engendr�es respectivement par H1; � � �Hn.
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Si H1 = (D1;�1); � � � ; Hn = (Dn;�n) sont des hypercoh�erences, le domaine qualitatif
D(H1)� � � ��D(Hn) est engendr�e par une hypercoh�erence H1� � � � �Hn, induite par
H1; � � � ; Hn :

H1 � � � � �Hn = (D1 + � � �+Dn;�); o�u � est

fw ��f D1 + � � �+Dn ; 8k � n si pj(w) = ; pour tout j � n j 6= k alors pk(w) 2 �kg;

et o�u pi(w) est la i-eme projection de w.

En particulier, � contient tous les w ��f D1 + � � � + Dn tels qu'il existe i; j � n; i 6= j
avec pi(w) 6= ; et pj(w) 6= ;.

Proposition 2.6.12 Soient H1 = (D1;�1); :::; Hn = (Dn;�n) n hypercoh�erences.
Alors :

� H = H1 � :::�Hn est une hypercoh�erence.

� Le domaine qualitatif avec coh�erence (D; C) engendr�e par H est le domaine produit
avec coh�erence produit des (Di; Ci)i�n,i.e. :
D = fa � D1 + ::: +Dn; 8i � n pi(a) 2 Dig.
C = fA ��f D; 8i � n pi

�(A) 2 Cig.

Preuve :

� Pour la premi�ere assertion il su�t de v�eri�er que la pr�ecoh�erence contient tous les
singletons de la trame correspondante.
Soit � 2 D1 + ::: +Dn. Alors � = (�i; i) avec �i 2 Di pour un entier i � n.
Consid�erons w = f�g. Alors pour tout entier j � n tel que j 6= i on a pj(w) = ;
et pi(w) = f�ig 2 �i. Donc w 2 �.

� 1. Soit a � D1 + :::+Dn tel que pour tout i � n pi(a) 2 Di.
Soit a = ; 2 D. Sinon consid�erons w ��f a. Alors pour tout i � n
pi(w) �

�
f pi(a). Donc soit pi(w) est vide, soit pi(w) 2 �i. Ce qui implique que

w 2 �.

2. Soit a � D1 + :::+Dn tel que pour tout w ��f a w 2 �.
Montrons que pour tout i � n pi(a) 2 Di.
Soit pi(a) = ; 2 Di.
Soit on a u ��f pi(a). Alors �i(u) ��f a donc �i(u) 2 � et pour tout entier
j 6= i pj(�i(u)) = ;. Ainsi pi(�i(u)) = u 2 �.

� 1. Soit A ��f D tel que pour tout i � n pi
�(A) 2 Ci.

Montrons que A 2 C. Si ; 2 A alors l'appartenance est �evidente.
Sinon soit w�fA. Il faut montrer que w 2 �.
S'il existe i et j deux entiers distincts et inf�erieurs ou �egales �a n tels que
pi(w); pj(w) 6= ; alors w 2 �.
S'il existe un entier k �x�e, k � n, tel que pour tout entier i � n distinct de k
on a pi(w) = ; alors pk(w)�fpk

�(A) donc pk(w) 2 �k et w 2 �.
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2. Soit A = fa1; :::; apg �
�
f D tel que pour tout w�fA w 2 �.

Montrons que pk
�(A) = fc1; :::; cpg avec ci = pk(ai) pour tout i � p est dans

Ck ceci pour tout entier k � p.
S'il existe j � n tel que cj = ; alors clairement pk�(A) 2 Ck.
Sinon soit u�fpk

�(A) pour un entier k � n. Montrons que u 2 �k.
On a �k(u)�fA et pour tout entier i 6= k pi(�k(u)) = ;. Donc pk(�k(u)) =
u 2 �k.

2

On a une identi�cation naturelle entre les points de D, qui sont des sous-ensembles de
D1+� � �+Dn, et les n-uples de D1�� � ��Dn, le produit ensembliste : �a u 2 D correspond
(p1(u); � � � ; pn(u)).

2.6.4 La fonction ~Eval

Quand on cherche �a montrer que les hypercoh�erences et les fonctions fortement stables
produisent des mod�eles fonctionnels du �-calcul on doit montrer que la d�e�nition 2.2.1
est satisfaite dans ce cadre. Plus pr�ecisemment cela revient �a montrer que certaines
fonctions sont fortement stables et pour cela on utilise la forte stabilit�e de la fonction
~Eval.

Proposition 2.6.13 Soient H1 = (D1;�1) et H2 = (D2;�2) deux hypercoh�erences.
La fonction ~Eval : D(H1 �! H2) � D1 �! D2 d�e�nie par ~Eval(t; x) = f t(x) est
fortement stable relativement �a C((H1 �! H2)�H1) et C2.

Preuve : V�eri�ons tout d'abord que ~Eval est continue :

� Soit T �ltrant dans D(H1 �! H2) et b 2 D1.
~Eval(
S
T; b) = f[T (b)

=
[
t2T

f t(b) d'apr�es le lemme 2.4.4

=
[
t2T

~Eval(t; b)

� Soit B �ltrant dans D1 et t 2 D(H1 �! H2).
~Eval(t;

S
B) = f t(

S
B)

=
[
b2B

f t(b) car f t est continue

=
[
b2B

~Eval(t; b)

Montrons que ~Eval est fortement stable.
Soit A = f(t1; b1); :::; (tn; bn)g � D(H1 �! H2) � D1 tel que (A)1 2 C(H1 �! H2) et
(A)2 2 C1.

� 
 = f(t1; b1); :::; (tn; bn)g est un recouvrement de (A)1 et (A)2, donc, d'apr�es la

proposition 2.6.10, ff t(b); (t; b) 2 
g = ~Eval
�
(A) 2 C2.
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� Posons F = ff t = t 2 (A)1g.
~Eval(
V
A) = ~Eval(

T
(A)1;

T
(A)2)

= f\(A)1(
T
(A)2)

= (uF )(
T
(A)2) d'apr�es le corollaire 2.4.5

=
T
ff t(x) = (t; x) 2 
g

=
T ~Eval

�
(A)

2

Corollaire 2.6.14 La fonction Eval de [H1 �! H2]FS �D(H1) vers D(H2) d�e�nie par
Eval(f; x) = f(x) est fortement stable.Preuve : D�ecoule des propositions 2.6.8, 2.6.10 et 2.6.13.
2

Proposition 2.6.15 Les fonctions Compn, pour tout n � 1, de [H1 �! H2]FS vers
[H1 �! H2]FS d�e�nie par Compn(f) = fn sont des fonctions fortement stables.

Preuve : Montrons d'abord la croissance des fonctions Compn .
Soient f; g 2 [H1 �! H2]FS telles que f�sg. On montre par induction sur n que f

n�sg
n.

Si n = 1 le r�esultat est �evident.
si n = p + 1. On veut montrer que pour x; y 2 D(H1), tels que x � y, on a fn(x) =
fn(y) ^ gn(x).
Par hypoth�ese d'induction on a f p(x) = f p(y) ^ gp(x) pour x � y.
Par croissance on a :
fn(y) � f p(g(y)) (1);
fn(y) � g(f p(y)) (2);
et fn(x) � fn(y) (3).
Et fn(x) = f(f p(y) ^ gp(x)) avec ff p(y); gp(x)g v fgp(y)g 2 C(H2) ce qui entraine,
puisque f est fortement stable, que :
f(f p(y) ^ gp(x)) = fn(y) ^ f(gp(x)) (4).

Il vient que fn(y) ^ gn(x) = fn(y) ^ f p(g(y)) ^ g(f p(y)) ^ gn(x) par (3) et (4)
= fn(x) ^ f p(g(y)) par (1)
= fn(x) par (2)

Soit F � [H1 �! H2]FS un ensemble �ltrant pour l'ordre �s.

Montrons par induction sur n que (
F
F )n =

G
f2F

fn. Le lemme 2.4.4 nous dit que
F
F

est une fonction fortement stable d�e�nie par
F
F (x) =

[
f2F

f(x).

Si n = 1 le r�esultat est �evident.
Si n = p+ 1. Alors :
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(
F
F )n(x) = (

F
F )p((

F
F )(x))

= (
F
F )p(

[
f2F

f(x)) d'apr�es le lemme 2.4.4

=
[
f2F

((
F
F )p)(f(x)) car ff(x); f 2 Fg est �ltrant dans D(H2) et

la fonction (
F
F )p est continue

=
[
f2F

(
G
f2F

f p)(f(x)) car par hypoth�ese d'induction Compp est continue.

=
[
f2F

f p(f(x)) car d'apr�es la croissance de Compp l'ensemble ff p; f 2 Fg

est �ltrant

=
[
f2F

fn(x)

Soient F = ff1; � � � ; flg un ensemble coh�erent de fonctions de [H1 �! H2]FS et A =
fa1; � � � ; amg 2 C(H1). Alors Compn

�(F ) = ffn1 ; � � � ; f
n
l g.

Soit 
 un recouvrement de Compn
�(F ) et de A.

Il faut v�eri�er que fg(x); (g; x) 2 
g 2 C(H2).
Or fg(x); (g; x) 2 
g = ffn(x); (f; x) 2 
0g o�u 
0 est un recouvrement de F et A.
Montrons par induction sur n que ffn(x); (f; x) 2 
0g 2 C(H2), ceci pour tout recou-
vrement 
0 de F et A.
Si n = 1 le r�esultat est imm�ediat car F est un ensemble de fonctions coh�erentes et
A 2 C(H1).
Si n = p + 1, on a ffn(x); (f; x) 2 
0g = ff(f p(x)); (f; x) 2 
0g. Posons W =
f(f1; f

p
1 (a1)); � � � ; (f1; f

p
1 (am)); � � � ; (fl; f

p
l (a1)); � � � ; (fl; f

p
l (ap))g un recouvrement de F et

de l'ensemble B = ff p(x); (f; ; x) 2 
00g, o�u 
00 est un recouvrement de F et A.
Par hypoth�ese d'induction on a B 2 C(H2). Ainsi W ��f [H1 �! H2]FS � D(H2) est
dans la coh�erence produit, voir la proposition 2.6.12. La fonction Eval �etant fortement
stable, il vient que Eval�(W ) = ffn(x); (f; x) 2 
0g 2 C(H2).
Montrons en�n que

T
fg(x); (g; x) 2 
g =uCompn

�(F )(
T
A).

On a
T
fg(x); (g; x) 2 
g =

T
ffn(x); (f; x) 2 
0g.

Soit V le recouvrement de Compn
�(F ) et de A suivant :

V = f(fn1 ; a1); � � � ; (f
n
l ; a1); � � � ; (f

n
1 ; am); � � � ; (f

n
l ; am)g.

D'apr�es ce que l'on vient de voir Compn
�(F ) et dans la coh�erence de [H1 �! H2]FS, et

donc V est dans la coh�erence de [H1 �! H2]FS�D(H1). La forte stabilit�e de la fonction
Eval donne :T
ffn(x); (f; x) 2 
0g =

T
Eval�(V ) = Eval(uV ) =uCompn

�(F )(
T
A).

2

2.7 Sous structures et unions croissantes

Les notions introduites ici sont indispensables �a la construction de i-mod�eles fortement
stables.
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On v�eri�e d'abord que si on a une suite d'hypercoh�erences (Hn)n2IN telle que, pour tout
n, Hn est une sous structure de Hn+1, alors la r�eunion de ces Hn est une hypercoh�erence.
De plus on v�eri�e qu'alors la suite (Hn �! Hn)n2IN est �egalement une suite croissante
pour la relation de sous structure. On verra que dans la construction des analogues
fortement stables des mod�eles de Scott et des mod�eles de Park interviendra une telle
suite.

D�e�nition 2.7.1 Soient H1 = (D1;�1); H2 = (D2;�2) deux hypercoh�erences.
On dit que H1 est une sous structure H2, ce qui se note H1 4 H2 , si D1 � D2 et
�1 = �2 \ P(D1).

Proposition 2.7.2 Soient H1 et H2 deux hypercoh�erences telles que H1 4 H2. Alors :

� D1 � D2.

� C1 = C2 \ P(D1).

Preuve : Soit x 2 D1. Si x = ; alors x 2 D2. Si x 6= ;, soit u ��f D2 tel que u � x, alors
u 2 �1 � �2.
Soit A 2 C1. On a A = fa1; :::; ang ��f D1 donc A ��f D2. Si ; 2 A alors A 2 C2.
Sinon consid�erons u�fA, alors u � a1 [ ::: [ an ce qui entraine que u 2 �1 � �2; donc
A 2 C2 \ P(D1). L'autre inclusion se montre similairement.
2

Proposition 2.7.3 Si H1 4 H 0
1 et H2 4 H 0

2. Alors H1 �! H2 4 H 0
1 �! H 0

2.

Preuve : Montrons que �(H1 ! H2) = �(H1
0 ! H2

0) \ P(D1c �D2).
Soit w 2 �(H1 ! H2).
Alors w 2 P(D1c �D2). Et si (w)1 2 C

0
1 on a (w)1 2 C1 d'apr�es l'hypoth�ese et la propo-

sition pr�ec�edente, donc (w)2 2 �2 � �02. De plus si (w)1 2 C
>1
2 alors (w)2 2 �0>12 .

Soit w 2 P(D1c �D2) \ �(H 0
1 ! H 0

2).
Supposons que (w)1 2 C1 alors (w)1 2 C

0
1 d'o�u (w)2 2 �02. Il vient, d'apr�es l'hypoth�ese,

que (w)1 2 �2. De même si (w)1 2 C
>1
1 alors (w)2 2 �>12 .

2

Proposition 2.7.4 Soit (Hn)n�0 une suite croissante d'hypercoh�erences, pour la relation

4. Soit H =
[
n�0

Hn l' hypercoh�erence ayant pour trame D =
[
n�0

Dn et pour pr�ecoh�erence

� =
[
n�0

�n. Alors Dc =
[
n�0

Dnc et Cf =
[
n�0

Cnf .

Preuve :
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� Soit x = f�1; :::; �pg 2 Dc. Puisque D =
[
n�0

Dn il existe n1; :::; np tels que l'on ait

�1 2 Dn1; :::; �p 2 Dnp. Alors x 2 Dnc d�es que n � n1; :::; np.
L'autre inclusion est �evidente.

� Soit A = fa1; :::; apg 2 Cf . Puisque Dc =
[
n�0

Dnc il existe n1; :::; np tels que

a1 2 Dn1; :::; ap 2 Dnp. Donc A �
�
f Dnc d�es que n � n1; :::; np.

Soit u ��f Dn tel que u� A. Alors u 2 � \ P(Dn) = �n, donc A 2 Cnf .
L'autre sens est imm�ediat.

2

Corollaire 2.7.5 H �! H =
[
n�0

(Hn! Hn) et �(H ! H) =
[
n�0

�(Hn ! Hn)

Preuve : D�ecoule directement de la proposition 2.7.3.
2

2.8 Morphismes d'hypercoh�erences

La notion de morphisme d'hypercoh�erence est l'outil principal utilis�e dans la construction
d'un i-mod�ele fortement stable. Dans le paragraphe suivant on montre que la donn�ee
d'une hypercoh�erence et d'un morphisme d'hypercoh�erence de H �! H vers H d�eter-
mine un i-mod�ele. Pratiquement, pour construire une telle hypercoh�erence et un tel mor-
phisme on utilise les notions de sous structure et de suite croissante d'hypercoh�erences.

Remarque importante :
Il est �a noter que nous utilisons ici une notion de morphisme d'hypercoh�erence au niveau
des trames. Dans la cat�egorie des hypercoh�erences et des fonctions fortement stables
d�e�nie par Ehrhard dans [26], les morphismes sont au niveau des QDC engendr�es par les
hypercoh�erences.

D�e�nition 2.8.1 Soient H1 et H2 deux hypercoh�erences.
Un morphisme d'hypercoh�erence de H1 dans H2 est une application injective � de
D1 dans D2 telle que u 2 �1 , ��(u) 2 �2.

Remarque : H1 4 H2 si et seulement si l'inclusion est un morphisme.

D�e�nition 2.8.2 Soit � une application de D vers D0. On pose �(H)= (��(D); ���(�)).

Lemme 2.8.3 Si � est un morphisme de H1 vers H2 et si H
0
1 4 H1 alors �(H

0
1) 4 H2.
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Dem : Directe.

Un morphisme d'hypercoh�erence � de H1 vers H2 d�etermine deux applications �� et ���

telles que le couple (��; ���) forme une embeding projection pair de D(H1) vers D(H2).
Ceci explique pourquoi on peut se contenter de rester au niveau des hypercoh�erences et
des morphismes d'hypercoh�erence lors de la construction de mod�eles.

Lemme 2.8.4 Soit � un morphisme d'hypercoh�erence de H1 dans H2. Notons ���

l'application de D1 dans D2 d�e�nie par : ���(b) = f� ; �(�) 2 bg. Alors :
(i) �� 2 [H1 �! H2]FS ;
(ii) ��� 2 [H2 �! H1]FS ;
(iii) ��� � �� est l'identit�e sur D1 et �

� � ��� � idD2 ;
(iv) �� � ��� est l'identit�e sur D2 ssi � est un isomorphisme.

Preuve (i) Il est facile de v�eri�er que ��(a) 2 D2 pour tout a 2 D1, que �
� est continue,

et que ��(\A) = \���(A), pour tout A 2 C1. Reste �a montrer que A 2 C1 implique
���(A) 2 C2. Si ; 2 ���(A), le r�esultat est �evident, puisqu'il n'y a pas de multisection de
A. Sinon, soit u ��f D2 tel que u� ���(A). Alors u appartient �a l'image de ��. De plus
�� est injective, puisque � l'est. Il y a donc un unique v ��f D1 tel que u = ��(v), et il est
clair que v � A. On a donc v 2 �1, et, � �etant un morphisme d'hypercoh�erence, u 2 �2.
(ii) Contentons nous de montrer que ���(b) 2 D1, pour tout b 2 D2. Si b = ;, alors
���(b) = ; 2 D1. Sinon, soit u ��f D1 tel que u � ���(b) ; � �etant injectif, on a
��(u) ��f b, et donc ��(u) 2 �2. On en d�eduit u 2 �1, puisque � est un morphisme
d'hypercoh�erence.
Les deux derniers points sont imm�ediats.
2

2.9 �-mod�eles et i-mod�eles fortement stables

Nous montrons maintenant qu'on peut adapter aux hypercoh�erences la technique de
construction de mod�eles d�evelopp�ee par Krivine dans le cadre continu et stable [47].
Rappelons qu'il s'agit d'une construction qui n'utilise pas les limites inverses, et dans
laquelle on code non pas les fonctions (continues, stables ou fortement stables), mais les
traces (continues ou stables).

Dans ce qui suit F et F1 seront toujours suppos�es être respectivement [H �! H]FS et
[DN �! D]FS o�u H est une hypercoh�erence et (D; C) le QDC engendr�e par H.

Proposition 2.9.1 Pour tout triplet (H;F;G) o�u H est une hypercoh�erence , G une
application fortement stable de H ) H vers D(H) et F une application fortement stable
de D(H) vers H ) H, le uple (D;F ;F1;�;	), o�u � = tr�1 � F et 	 = G � tr, est un
mod�ele fonctionnel.
C'est un �-mod�ele d�es que F �G est l'identit�e sur D(H �! H).
C'est un�-mod�ele extensionnel si et seulement si G � F est l'identit�e sur D(H).
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Nous montrons que (D;F ;F1;�;	) est un �-fonctionnel en utilisant librement les faits
2.5.6.

Il est clair que F1 contient les ci; F contient fi;d car cette fonction est la compos�ee f �h
des deux fonctions fortement stables f et h : x 7! (d1; :::; di�1; x; di+1; :::; dn).

Supposons que f; g soient deux fonctions fortement stables de Dn �! D et soit h :
Dn �! D d�e�nie par h(d) = �(f(d))(g(d)). On a h(d) = ~Eval(� � f(d); g(d)) donc
h = ~Eval � T o�u T (d) = (� � f(d); g(d)). Or � � f est la compos�ee de deux fonctions
fortement stables, T est fortement stable car � � f et g le sont, en�n h est la compos�ee
de ~Eval et T .

Il reste �a voir que h : d 7! 	(fi;d) = G � tr(fi;d) est fortement stable si f : Dn �! D
l'est.
Nous savons d�ej�a que pour tous i; d, fi;d est fortement stable.
Pla�cons nous dans le cas o�u n = 2 et i = 1 et consid�erons la fonction h : d 7! 	(fd) o�u
fd : x 7! f(x; d).
Comme G est fortement stable il nous su�t de montrer que la fonction L : d 7! tr(fd)
est fortement stable.

1. Montrons que L est continue. Comme tr commute aux sup dirig�es il nous su�t de
montrer que si A � D est �ltrant alors ffd = d 2 Ag est �ltrant pour l'ordre stable
et qu'il admet un sup qui est une fonction fortement stable. Le deuxi�eme point
d�ecoule du premier et du lemme 2.4.4.
Pour montrer le premier point il su�t de montrer que la fonction � : d 7! fd est
croissante, c'est �a dire que d � d0 ) fd�sfd0 .
Soient x � x0, a-t-on f(x; d) = f(x0; d) \ f(x; d0) ?
Or (x; d) = uf(x; d0); (x0; d)g avec fx; x0g v fx0g et fd; d0g v fd0g.
Ceci entrâ�ne, f �etant fortement stable, que f(x; d) = f(uf(x; d0); (x0; d)g) =
f(x0; d) \ f(x; d0).

2. Soit A = fa1; � � � ; ang 2 C.

� Montrons que L�(A) 2 C(H �! H) c'est �a dire que W = ffa1 ; � � � ; fang est
un ensemble coh�erent de fonctions (voir la proposition 2.6.10).
Soient B 2 C et 
 un recouvrement de W;B.
fg(b); (g; b) 2 
g = ff(b; a); (b; a) 2 
0g o�u 
0 recouvre B et A

= f �(
0) 2 C car 
0 2 C(H �H)

Et
T
fg(b); (g; b) 2 
g =

T
f �(
0)

= f(u
0)
= f(

T
B;
T
A)

= f(uf(
T
B; a1); � � � ; (

T
B; an)g)

=
T
f �f(

T
B; a1); � � � ; (

T
B; an)g car A; f

T
Bg 2 C

= f(
T
B; a1) \ � � � \ (

T
B; an)

= fa1(
T
B) \ � � � \ fan(

T
B) = uW (

T
B):
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� Il nous reste �a montrer que L(
T
A) =

T
L�(A).

Par croissance on a L(
T
A) �

T
L�(A).

Montrons que
T
L�(A) =

T
ftr(fa1); � � � ; tr(fan)g � L(

T
A) = tr(f\A).

Soit (a; �) 2
T
ftr(fa1); � � � ; tr(fan)g alors � 2 f(a; a1); � � � ; � 2 f(a; an) et a

est minimal pour ces propri�et�es.
Du fait que A 2 C l'ensemble f(x; a1); � � � ; (x; an)g 2 C2 pour tout x 2 D.
Ainsi, puisque f est fortement stable on a � 2 f(a; a1) \ � � � \ f(a; an) si et
seulement si � 2 f(a;

T
A). Il reste �a v�eri�er que a est minimal pour cette

propri�et�e, ce qui nous certi�era que (a; �) 2 tr(f\A).
Consid�erons b 2 D tel que b ( a. Si � 2 f(b;

T
A) on a � 2 f(b; ai) pour tout

i � n ce qui contredit le fait que (a; �) 2 tr(fai).
Ainsi

T
L�(A) � L(

T
A).

2

Montrons maintenant que la donn�ee de H et d'un morphisme d'hypercoh�erence de H �!
H vers H d�etermine un �-mod�ele r�egulier fortement stable.

Th�eor�eme 2.9.2 Etant donn�ee une hypercoh�erenceH = (D;�), tout morphisme d'hypercoh�erence
i de H �! H vers H d�etermine un �-mod�ele r�egulier (D; F; G), o�u F et G sont d�e�nis
par :
F (a) = f(h; �) ; i(h; �) 2 ag, pour tout a 2 D, et

G(Tr(f)) = fi(h; �) ; (h; �) 2 Tr(f)g, pour tout f 2 [H �! H]FS.

Et on a (F (a))(b) = f� 2 D ; 9h � b; i(h; �) 2 ag, pour tous a; b 2 D.

De plus, D est extensionnel ssi i est un isomorphisme.

Preuve : Le lemme 2.8.4 nous permet d'a�rmer que G = i� et F = i�� satisfont les
hypoth�eses de la proposition 2.9.1. On est donc en pr�esence d'un �-mod�ele, qui est
extensionnel si i est surjective.
De plus : (u)v = �(u)(v) = tr�1(F (u))(v) = tr�1f(a; �); i(a; �) 2 ug(v).
Or, pour tout T 2 H V H, tr�1(T )(v) = f�; 9a � v tel que (a; �) 2 Tg.
Ainsi (u)v = tr�1f(a; �); i(a; �) 2 ug(v) = f� 2 D ; 9a � v i(a; �) 2 ug ceci pour tout
u; v 2 D.
En�n pour toute fonction f 2 [H �! H]FS on a �xf(x) = G(tr(f)) = Gf(a; �) ; a 2
Dc; � 2 f(a) et, 8a0 ( a, � =2 f(a0)g = fi(a; �) ; a 2 Df ; � 2 f(a) et, 8a0 ( a � =2 f(a0)g.

2

D�e�nition 2.9.3 Nous appellerons dor�enavant i-mod�ele fortement stable tout mod-
�ele r�egulier d�etermin�e par la donn�ee d'une hypercoh�erenceH et d'un morphisme d'hypercoh�erence
i qui va de H �! H vers H. La paire (H; i) est appel�ee paire hypercoh�erente.
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2.10 Construction �el�ementaire de i-mod�eles forte-

ment stables

On pr�esente ici en d�etail les constructions de deux (classes de) i-mod�eles fortement sta-
bles, respectivement les analogues fortement stables des mod�eles de Scott et des mod�eles
de Park.
Un mod�ele de Park fortement stable particulier, celui o�u l'ensemble d'atome de d�epart
est r�eduit �a un singleton, est utilis�e dans la preuve de l'incompl�etude des mod�eles stables
donn�ee dans le chapitre suivant.

2.10.1 Les mod�eles D1 fortement stables

Les mod�eles de Scott [64] ont �et�e initialement donn�e dans la s�emantique continue. On
trouve la construction de leurs analogues stables dans [47].

On se donne un ensemble A, non vide, �ni ou d�enombrable, et dont aucun �el�ement
n'est un couple. Nous d�e�nissons simultan�ement l'ensemble, �, et une bijection j de
Pf(�)�� dans � par :
Chaque � 2 A est une formule.
Si h 2 Pf(�) et � 2 �, et si (h; �) 6= (;; �) avec � 2 A, alors (h; �) 2 � et j(h; �) =
(h; �).
En�n, nous posons j(;; �) = �, pour tout � 2 A.

On d�e�nit sur � une notion de rang :

� rg � = 0 si � 2 A.

� rg (a; �) = sup(frg 
; 
 2 ag; rg �) + 1.

�n sera l'ensemble des formules de rang � n.

On va maintenant construire par induction sur n une suite croissante, pour la relation
4, (Hn)n�0 d'hypercoh�erences telle que, pour tout entier n, Dn � �n et telle que la
restriction in de j �a (Dn)c �Dn est un isomorphisme d'hypercoh�erence de Hn! Hn sur
Hn+1. (On abr�ege D(Hn) en Dn, �(Hn) en �n, et on note Dn la trame de Dn.)

On appellera H l'hypercoh�erence
[
n�0

Hn (cf. proposition 2.7.4).

� H0 est n'importe quelle hypercoh�erence de trame A.

� Dn+1 = j�((Dn)c �Dn)

� �n+1 = fj�(a); a 2 �(Hn ! Hn)g

Lemme 2.10.1 Pour tout entier n Hn 4 Hn+1.
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Preuve:

1. Montrons que H0 4 H1.

� Il est clair que D0 � D1.

� Montrons que �0 = �1 \ P(D0) = �1 \ P(A).
On remarque que puisque A ne contient pas de couple et que j est injective,
si u = f�1; :::; �ng � A alors v = f(;; �1); :::; (;; �n)g est l'unique v � ����
tel que j�(v) = u. On remarque �egalement que u 2 �1 si et seulement si
v 2 �(H0 ! H0).
Comme (v)1 = f;g 2 C0 et (v)2 = u, il vient de la d�e�nition de �(H0 ! H0)
que u 2 �1 si et seulement si (v)2 = u 2 �0.

2. On suppose maintenant que Hn�1 4 Hn. Montrons que Hn 4 Hn+1.

De la proposition 2.7.3 on d�eduit que Hn�1 �! Hn�1 4 Hn �! Hn. Comme
in est un isomorphisme de Hn �! Hn sur Hn+1 et que in�1 = in=D(Hn�1�!Hn�1)

on a, d'apr�es le lemme 2.8.2, que in�1(Hn�1 �! Hn�1) 4 in(Hn �! Hn) soit
Hn 4 Hn+1.

2

Corollaire 2.10.2 i =
[
n�0

in est un isomorphisme entre H �! H et H.

dem :Application imm�ediate du corollaire 2.7.5 et du fait que, pour tout n, i=Dnc�Dn = in
est un isomorphisme d'hypercoh�erence de Hn �! Hn sur Hn+1.
2

Corollaire 2.10.3 D est un �-mod�ele extensionnel.

dem :Application imm�ediate du corollaire pr�ec�edent et du th�eor�eme 2.9.2.
2

2.10.2 Les mod�eles de Park fortement stables

Les mod�eles de Park [55] ont �et�e initialement d�e�ni dans le cadre de la s�emantique
continue. Leur construction est une variante de celle des mod�eles D1 de Scott, mais ils
ont une th�eorie �equationnelle tr�es di��erente (les mod�eles sont non semi-sensibles). Ces
mod�eles ont des analogues stables (qui ont �et�e d�e�ni par Honsell et Ronchi [36]), et des
analogues fortement stables que nous construisons maintenant.

La construction est analogue �a celle des mod�eles de Scott. La seule di��erence est dans
la construction de la bijection de Pf (�)�� dans �, on identi�e maintenant, pour tout
atome �, le couple (f�g; �) �a �.
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On se donne un ensemble A, non vide, �ni ou d�enombrable, et dont aucun �el�ement
n'est un couple. Nous d�e�nissons simultan�ement l'ensemble, �, et une bijection j de
Pf(�)�� dans � par :
Chaque � 2 A est une formule.
Si h 2 Pf(�) et � 2 �, et si (h; �) 6= (f�g; �) avec � 2 A, alors (h; �) 2 � et
j(h; �) = (h; �).
En�n, nous posons j(f�g; �) = �, pour tout � 2 A.

On appellera H l'hypercoh�erence
[
n�0

Hn (cf. proposition 2.7.4) o�u la suite Hn est d�e�nie

par :

� H0 est l'hypercoh�erence de trame A et de pr�ecoh�erence �0 = P�f (A).

� Dn+1 = j�((Dn)c �Dn)

� �n+1 = fj�(h) ; h 2 �(Hn ! Hn)g

Lemme 2.10.4 Hn 4 Hn+1, pour tout entier n.

Preuve Montrons d'abord que H0 4 H1. Il est clair que D0 � D1. Il reste �a voir que
�0 = �1 \ P(D0) (= �1 \ P(A)). Comme �0 � P(A), il su�t d'�etablir que pour tout
h 2 P(A), on a h 2 �0 , h 2 �1.
Soit donc h = f�1; � � � ; �ng � A. Comme A ne contient pas de couple et que j est
injective, f(f�1g; �1); � � � ; (f�ng; �n)g est l'unique k � Pf(�) � � tel que j�(k) = h.
D'autre part, on a h 2 �1 si et seulement si k 2 �(H0 ! H0) (par d�e�nition de �1). De
plus (k)1 = ff�1g; � � � ; f�ngg 2 C0. En e�et, la seule multisection de cet ensemble est
f�1; � � � ; �ng et elle appartient �a �0, puisque �0 = P�f (A). Comme (k)2 = h, il vient de
la d�e�nition de �(H0 ! H0) que h 2 �1 si et seulement si (k)2 = h 2 �0.

Supposons maintenant que Hn�1 4 Hn et montrons que Hn 4 Hn+1. On a Hn�1 �!
Hn�1 4 Hn �! Hn, d'apr�es la proposition 2.7.3. Comme in est un isomorphisme de
Hn �! Hn sur Hn+1 et que in�1 = in=D(Hn�1�!Hn�1), on a in�1(Hn�1 �! Hn�1) 4
in(Hn �! Hn), soit Hn 4 Hn+1.
2

On v�eri�e ensuite facilement que i =
[
n�0

in est un isomorphisme entre H �! H et H.

Ainsi D est un �-mod�ele extensionnel. C'est la version fortement stable du mod�ele de
Park.

Remarques
1. Le mod�ele de Park stable se construit dans le cadre des espaces coh�erents de Girard,
en faisant les mêmes identi�cations (cf. [36]).
2. Noter que pour D1 fortement stable on peut choisir une pr�ecoh�erence arbitraire
sur A, alors que pour le mod�ele de Park fortement stable il est n�ecessaire de choisir la
pr�ecoh�erence maximale sur A.
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2.10.3 Paires hypercoh�erentes partielles et compl�etion hyper-

coh�erente

Cette section ne sera utilis�ee que dans l'annexe B.
Nous proposons une adaptation aux paires hypercoh�erentes des notions de paires par-
tielles et de compl�etion, introduites dans [44] dans le cadre des mod�eles de graphes et des
i-mod�eles stables. Les d�e�nitions dans le cadre des mod�eles de graphes ont �et�e donn�ees
dans le chapitre pr�ec�edent page 34.
Toute paire hypercoh�erente (H; i) peut se voir comme la compl�etion d'une ou plusieurs
paires partielles (H0; i0). D'autre part on peut compl�eter de fa�con canonique une paire
partielle (H0; i0) de fa�con �a obtenir une paire hypercoh�erente (H; i) telle que H0 4 H et
i=H0

= i0.

La construction donn�ee dans cette section constitue une m�ethode g�en�erale pour obtenir
des i-mod�ele fortement stable. Les deux constructions particuli�eres que l'on a donn�ees
dans les deux sous sections pr�ec�edentes en sont des cas particuliers.

D�e�nition 2.10.5 Un morphisme d'hypercoh�erence partiel de H1 = (D1;�1) vers
H2 = (D2;�2) est une injection partielle i0 de D1 vers D2 telle que :
pour tout u 2 Dom(i0), u 2 �1 , i0

�(u) 2 �2.

D�e�nition 2.10.6 Une paire hypercoh�erente partielle est un couple (H0; i0) o�u i0
est un morphisme d'hypercoh�erence partiel de H0 �! H0 vers H0.
Une paire hypercoh�erente partielle (H0; i0) est une restriction d'une paire hypercoh�erente
ssi H0 4 H et i=H0

= i0. On dit que (H; i) �etend la paire (H0; i0).
Pour deux paires hypercoh�erentes partielles (H0; i0) et (H1; i1) qui sont des restrictions
d'une paire (H; i) on pose (H0; i0) 4 (H1; i1) ssi H0 4 H1.

La relation 4 sur les restrictions d'une même paire est une relation d'ordre puisque i0 et
i1 sont les restrictions de i sur H0 et H1.

Le but maintenant est de construire de fa�con canonique, �a partir d'une paire hyperco-
h�erente partielle (H0; i0), une paire hypercoh�erente (H; i) telle que (H0; i0) 4 (H; i). La
paire (H; i)est la compl�etion de (H0; i0).

On consid�ere dor�enavant la paire hypercoh�erente partielle (H0; i0) o�uH0 est l'hypercoh�erence
(A0;�0). Pour que l'on puise compl�eter (H0; i0) nous avons besoin que cette paire par-
tielle v�eri�e le fait que (D(H0)c � AnDom(i0)) \ A = ;. On dira alors que la paire
partielle est compl�etable.

Lemme 2.10.7 Soit (H0 = (D0;�0); i0) une paire hypercoh�erente partielle compl�etable.
Alors la paire (H1 = (A1;�1); i1) d�e�nie par :

� A1 = A0 [ ((D(H0)c � A0)nDom(i0)).
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� i1 = i0 [ id(D(H0)c�A0)nDom(i0).

� �1 = fw ��f A1; w 2 �0 _ (w = i1(u) ^ u 2 �(H0 �! H0))g.

est une paire hypercoh�erente partielle qui �etend (H0; i0).

Preuve : Il faut v�eri�er que (H1; i1) est une paire hypercoh�erente partielle et que cette
paire �etend (H0; i0).

1. Par d�e�nition Dom(i1) = D(H0)c � A0, i1=Dom(i0)
= i0, A0 � A1 et �0 � �1.

2. Pour �etablir que H0 4 H1 il su�t de v�eri�er que �1 \ P(A0) � �0.
Soit w 2 �1 et w ��f A0. D'apr�es la d�e�nition de �1 on a soit w 2 �0 soit
w = i1

�(u) avec u 2 �(H0 �! H0). Si on est dans le premier cas on a �ni.
Sinon le fait que w ��f A0 implique que u 2 Dom(i0). En e�et si u =2 Dom(i0)
on a (a; �) 2 u tel que i1(a; �) = (a; �) 2 i1

�(u) = w et donc (a; �) 2 A0. Il
vient que A0 \ (D(H0)c�A0nDom(i0)) 6= ; contrairement au fait que (H0; i0) soit
compl�etable. On est donc assur�e que u 2 Dom(i0) d'o�u i1

�(u) = i0
�(u) et i0 �etant

un morphisme partiel d'hypercoh�erence i0
�(u) = w 2 �0.

3. i1 est injective.
Soient (a; �) et (b; �) dans D(H1)c � A1 tels que i1(a; �) = i1(b; �). Remarquons
tout d'abord que l'on ne peut avoir (a; �) 2 Dom(i0) et (b; �) =2 Dom(i0) ou
(b; �) 2 Dom(i0) et (a; �) =2 Dom(i0). Supposons que l'on soit dans le premier
cas. Alors i1(a; �) = i0(a; �) 2 A0 et i1(b; �) = (b; �) =2 Dom(i0). Donc (D(H0)c �
A0nDom(i0)) \ A0 6= ; ce qui contredit le fait que (H0; i0) est compl�etable.
Supposons que (a; �) et (b; �) appartiennent �a Dom(i0). Alors l'injectivit�e de i0
nous assure que (a; �) = (b; �).
Si (a; �) et (b; �) n'appartiennent pas �a Dom(i0) alors i1(a; �) = (a; �) = i1(b; �) =
(b; �).

4. Montrons en�n que i1 est un morphisme d'hypercoh�erence partiel de H1 �! H1

vers H1. Tout d'abord remarquons que Dom(i1) = D(H0)c � A0 $ D(H1)c � A1

car A0 $ A1.
Soit w ��f Dom(i1) tel que w 2 �(H1 �! H1). Le fait que w ��f Dom(i1) nous dit
que w ��f D(H0)c�A0 et w 2 �(H1 �! H1)\P(D(H0)c�A0). La proposition 2.7.3
nous a�rme que H0 �! H0 4 H1 �! H1 ce qui entraine que w 2 �(H0 �! H0)
et donc, par d�e�nition de �1, i1

�(w) 2 �1.
Soit w � Dom(i1) tel que i1

�(w) 2 �1.
D'apr�es la d�e�nition de �1 on a deux possibilit�es pour w :

(a) w 2 �(H0 �! H0) alors w 2 �(H1 �! H1) car H0 �! H0 4 H1 �! H1;

(b) i1
�(w) 2 �0 alors i1

�(w) � P(A0) et donc, pour tout (a; �) 2 w; (a; �) 2
Dom(i0), toujours parce que (H0; i0) est compl�etable. Ainsi i1

�(w) = i0
�(w)

et comme i0 est un morphisme partiel d'hypercoh�erence on a w 2 �(H0 �!
H0) � �(H1 �! H1).
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2

On a �etendu la paire hypercoh�erente partielle (H0; i0) en une autre paire partielle (H1; i1).
Pour pouvoir r�eit�erer cette extension il reste �a voir que la paire (H1; i1) est elle même
compl�etable, ce qui se v�eri�e ici sans peine.
On notera (H0; i0) = (H0; i0) l'extension d'une paire hypercoh�erente partielle (H0; i0).
D'apr�es ce qui pr�ec�ede cette nouvelle paire est compl�etable.
La compl�etion de la paire (H0; i0) est la paire hypercoh�erente (H; i) d�e�nie par : (H; I) =

(
[
n�0

Hn;
[
n�0

in) o�u, pour tout n � 0, on a (Hn+1; in+1) = (Hn; in). Cette d�e�nition est

correcte, car, pour tout entier n, Hn+1 4 Hn et la proposition 2.7.4 nous a�rme que[
n�0

Hn est une hypercoh�erence. Et de plus par construction in+1=Dom(in)
= in et (Hn; in)

est compl�etable. En�n il est clair que i est un morphisme d'hypercoh�erence.

D�e�nition 2.10.8 Un cycle de longueur n dans une paire (H = (D;�); i) (�eventuelle-
ment partielle) est une suite �nie (�p)0�p�n � D telle que :
Pour tout �(p+1)modulo(n) il existe d � D et � 2 D tels que �p = i(d; �) et �(p+1)modulo(n) 2
d [ f�g.

Remarque :
Il est �a noter que la compl�etion d'une paire hypercoh�erente partielle ne rajoute pas de
nouveaux cycles (même d�emonstration que celle donn�ee dans [44] page 32 pour le cadre
des mod�eles de graphes)

2.11 R�etractions universelles fortement stables et la

th�eorie RU1

Soit D un objet d'une c.c.c. Une r�etraction de D est un �el�ement idempotent de
[D �! D] et une r�etraction universelle est une r�etraction dont l'image est l'ensemble
des r�etractions de D.
Le probl�eme de l'existence d'une r�etraction universelle dans un objet r�e
exif D d'une
c.c.c. est fortement li�e �a la mod�elisation du polymorphisme. Nous renvoyons le lecteur
�a [11],[12] et [2] pour l'introduction �a ces notions.
Dans la cat�egorie r�eguli�ere des domaines de Scott et des fonctions continues les solutions
positives ne concernent que des sous classes de l'ensemble des r�etractions continues d'un
domaine de Scott, [64] et [1].
Dans [38] il est montr�e qu'aucun mod�ele de Scott qui est un mod�ele du �-calcul pur
n'admet de r�etraction universelle.
Par contre tout mod�ele de la s�emantique stable est un mod�ele de la logique combinatoire
dans lequel il existe un objet qui est le code d'une r�etraction universelle [11]. Ces mod-
�eles sont des mod�eles de la th�eorie �p introduite dans [1]. Dans [4] on trouve le premier
mod�ele de cette th�eorie. Celui-ci est construit construit dans la cat�egorie r�eguli�ere des
domaines stables bi�nis et des fonctions stables.
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En�n r�ecemment dans [31] il est montr�e que tout DI-domaine r�e
exif contient une in-
�nit�e de r�etractions universelles, appel�ees �n, et donc tous les objets de cette classe sont
des mod�eles de la th�eorie RU1 introduite dans ce même article.
Le but de cette section est de montrer que tout i-mod�ele fortement stable est un mod�ele
de RU1.

Dans [31], pour �etablir le fait que tout DI-domaine r�e
exif non trivial D satisfait RU1 il
est prouv�e, tout d'abord, que D contient une in�nit�e d'�el�ements compacts deux �a deux
incompatibles. Ce qui permet d'avoir, pour tout entier n, Dn = fc1; � � � ; cng un ensemble
d'�el�ements compacts deux �a deux incompatibles et une application �n de Dn dans Dn qui
�a ci associe ci+1 (modulo n). On consid�ere alors les fonctions U�n de D vers D d�e�nies
par :

U�n(x) =

�
�n(ci) si x � ci ;
? sinon:

Ces fonctions sont stables et permettent de distinguer les �n.

Si on se place maintenant dans un DI-domaine avec coh�erence (D; C) alors les fonctions
U�n ne sont pas forc�ement fortement stables. En e�et si on consid�ere A 2 C alors U�n

�(A)
peut être n'importe quel sous-ensemble de Dn et rien ne garantit l'appartenance des Dn

et de tous leurs sous-ensembles �a C.
Pour �eviter ce probl�eme les fonctions que l'on utilisent pour di��erencier les �n sont une
variante des fonctions U�n .
Nous ne voyons pas actuellement comment montrer que tout DIC r�e
exif non trivial
satisfait RU1.

2.11.1 R�etractions universelles fortement stables

Soit (D; C) un DI-domaine avec coh�erence. Une r�etraction r de [D �! D]FS est un �el�e-
ment de cet ensemble tel que r = r � r. De plus r est une r�etraction universelle si Im(r)
est l'ensemble des r�etractions de [D �! D]FS. On note R(D) l'ensemble des r�etractions
de [D �! D]FS.

Dans [4] Amadio construit une r�etraction universelle en utilisant le fait suivant sur les
fonctions : si on se donne une fonction f d'un ensemble D dans lui-même telle que
Im(f) est �ni, il y a une fa�con naturelle d'associer �a cette fonction f une r�etraction. La
construction des �n utilise cette même propri�et�e :

Lemme 2.11.1 Soient X un ensemble et f de X vers X une fonction telle que Im(f)
est �ni. Alors ffn; n � 1g contient une unique r�etraction.

Preuve Unicit�e : si fn et fm sont des r�etractions, alors (fm)n = fm et (fn)m = fn, car
n;m � 1. Donc fn = fm.
Existence : soit Xn l'image de fn; (Xn)n�1 est une suite d�ecroissante d'ensembles �nis.
Il existe un entier k � 1 tel que Xk = Xn pour tout n � k. Soit fk la restriction de f �a
Xk. Alors fk est une permutation de Xk, donc (fk)

n est l'identit�e sur Xk si n = (](Xk))!.
Il en r�esulte que fn est l'identit�e sur Xk, donc aussi f

nk. Mais fnk = (fk)n �a pour image
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Xk et est donc une r�etraction de X sur Xk.
2

Fait 2.11.2 1. Soient D et E deux DI-domaines avec coh�erences. Les �el�ements com-
pacts de [D �! E ]FS sont les fonctions de traces �nies. Si � 2 [D �! E ]FSc alors
�(D) est �ni et est inclu dans Ec et si D = E alors �n 2 [D �! D]FSc.

2. Soit (D(H); F; G) un i-mod�ele. On appelle code de la fonction f de [D(H) �!
D(H)]FS l'�el�ement G(f) 2 D(H). On note F la coh�erence de [D �! D]FS et on
rappelle que tr��(F) = C(H �! H) (voir la proposition 2.6.9).

On d�e�nit l'application � de [D �! D]FSc dans lui même par : �(f) est une r�etraction
et une puissance de f . Cette d�e�nition est licite car on a rappel�e dans les faits pr�ec�edent
que si f 2 [D �! D]FSc alors ff(u); u 2 Dg est un ensemble �ni. Le lemme 2.11.2 nous
dit qu'alors on peut associer �a f une unique r�etraction fn.

Montrons que l'application � pr�eserve la coh�erence �nie de [D �! D]FSc et commute
aux infs d'ensembles de la coh�erence �nie.

Lemme 2.11.3 Soit F = ff1; � � � ; flg 2 F tel que tous les �el�ements de F sont compacts.
Alors ��(F ) 2 F et ��(uF ) = u��(F ).

Preuve Pr�ecisons que ��(F ) = ffn11 ; � � � ; fnll g o�u, pour tout i � l, fnii est une r�etraction.
Consid�erons N = n1 � � � � � nl. Pour tout i � l, fNi = fnii car fnii est une r�etraction.
Il en r�esulte que ��(F ) = ffN1 ; � � � ; f

N
l g = CompN

�(F ) 2 F car CompN est fortement
stable d'apr�es la proposition 2.6.15.
Si f1; � � � ; fl sont des �el�ements compacts de [D �! D]FS qui, muni de l'ordre stable,
est DI-domaine alors f1 ^ � � � ^ fl est compact et �(f1 ^ � � � fl) est bien d�e�ni. On a
�(f1^� � � fl) = (f1^� � � fl)m, pour un entier m, et u��(F ) = fn11 ^� � �^fnll . Posons N =
m�n1�� � ��nl. Il vient que, pour tout i � l, fnii = fNi et (f1^� � � fl)

m = (f1^� � � fl)
N .

Ainsi �(uF ) = CompN(uF ) = uCompN
�(F ) = u��(F ).

2.
On se place maintenant dans un DI-domaine D(H) engendr�e par une hypercoh�erence
H = (D;�). D�e�nissons, pour tout n � 0, �n de [D(H) �! D(H)]FS dans lui même
par :

�n(u) =
G
f�(�); � 2 [D(H) �! D(H)]FSc; � � u; � � �n+1g

Il est montr�e dans [31] que les �n sont des r�etractions universelles stables. Nous montrons
ici que ces r�etractions universelles sont fortement stables.

Lemme 2.11.4 Pour tout n � 0, �n est une fonction fortement stable.

Preuve Soit F = ff1; � � � ; flg 2 F .
Montrons que tr�(�n

�(F )) 2 C(H �! H).
Soit v = f(b1; �1); � � � ; (br; �r)g�f tr

�(�n
�(F )).

On veut montrer que v 2 �(H �! H) = fw ��f D(H)c � D; (w)1 2 C ) (w)2 2
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�(H) et (w)1 2 C
>1(H)) (w)2 2 �>1(H)g.

Si (v)1 = fb1; � � � ; bng =2 C(H), alors v 2 �(H �! H) par d�e�nition.
Supposons maintenant que (v)1 2 C(H). On veut montrer que (v)2 2 �.
Dire que v est une multisection de tr�(�n

�(F )) signi�e que :
8j � r 9ij � l �j 2 �n(fij )(bj).
8i � l 9ji � r �ji 2 �n(fi)(bji).

Et �n(f)(�) =
F
f�(�)(�); � � f; � � �n+1g.

Ainsi pour tout j � r on a un ij � l tel qu'il existe un �0ij tel que �0ij est compact,

�0ij � fij, �0ij � �n+10ij
et �j 2 �(�0ij )(bj): Et pour tout i � l on a un ji � r tel qu'il existe

un �0i tel que �0i est compact, �0i � fi, �0i � �n+10i
et �ji 2 �(�0i)(bji):

Ceci se r�esume en disant que :
(v)2 = f�1; � � � ; �rg�W = f�(�0i1)(b1); � � � ; �(�0ir)(br); �(�01)(bj1); � � � ; �(�0l)(bjl)g.
Posons K = f�0i1; � � � ; �0ir ; �01; � � � ; �0lg.
On rappelle que f�sg , tr(f) � tr(g). Ainsi tr�(K) v tr�ff1; � � � ; flg 2 C(H �! H),
car F 2 F . Il vient que l'ensemble K est dans la coh�erence �nie de [D(H) �! D(H)]FS
et le lemme pr�ec�edent nous a�rme que ��(K) 2 F .
Soit 
 = f(�(�0i1); b1); � � � ; (�(�0ir); br); (�(�01); bj1); � � � ; (�(�0l); bjl)g un recouvrement de
��(K) et de (v)1. Du fait que ��(K) 2 F et que (v)1 2 C on d�eduit que :
fg(x); (g; x) 2 
g = W 2 C et donc (v)2 2 �.

Supposons maintenant que (v)1 2 C
>1(H). Montrons alors que (v)2 2 �>1(H).

Si (v)2 = f�g alors v = f(b1; �); � � � ; (br; �)g� tr�(�n
�(F )). D'apr�es ce que l'on vient de

voir on a :
� 2 f�(�0i1)(b1) ^ � � � ^ �(�0ir)(br) ^ �(�01)(bj1) ^ � � � ^ �(�0l)(bjl)g.
Ainsi � 2 uf(g; x); (g; x) 2 
g. Et puisque ��(K) 2 F et (v)1 2 C on a, d'apr�es
le lemme pr�ec�edent, que � 2 (u��(K))(u(v)1) = �(uK)(u(v)1). Soit j0 � l tel que
bj0 > u(v)1. Il en existe au moins un car ](v)1 > 1. Alors � 2 �(�ij0 ), car � est crois-
sante, et � 2 �n(fij0 )(u(v)1). On sait que (bj0 ; �) 2 tr(�n(fij0 )), ce qui nous dit que
� 2 �n(fij0 )(bj0) et que bj0 est minimal pour cette propri�et�e. Or � 2 �n(fij0 )(u(v)1) avec
u(v)1) < bj0 . Contradiction.

Montrons maintenant que �n(uF ) = u�n
�(F ).

Par croissance �n(uF ) � u�n�(F ).
Soit � 2 u�n�(F ). Pour tout i � l � 2 �(�i) avec �i compact, �i � fi et �i � �n+1i .
L'ensemble H = f�1; � � � ; �lg v F et donc H est un ensemble de la coh�erence �nie de
[D(H) �! D(H)]FS. Le lemme pr�ec�edent nous a�rme que � 2 u��(H) entraine que
� 2 �(uH).
Il est clair que � = uH est compact et que � � uF . De plus �n+1 = Compn+1(uH) =
�n+11 ^ � � � ^ �n+1l car Compn+1 est fortement stable. Par hypoth�ese, pour tout i � l,
�i � �n+1i d'o�u � = uH � uCompn+1

�(H) = �n+1. Il vient que � 2 �n(uF ).
2
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2.11.2 La th�eorie RU1

Les fonctions �n sont des r�etractions universelles fortement stables. Il reste �a montrer
qu'elles sont toutes distinctes. Soit LC l'ensemble des axiomes de la logique combina-
toire [8],[47] et RU1 l'ensemble suivant d'axiome, �ecrit �a l'aide de nouveaux symboles
de constantes (Pn)n�0 :8>><
>>:

Pn � Pn = Pn;
8x ((Pn)x � (Pn)x = (Pn)x);
8x (x � x = x) (Pn)x = x;
Pn 6= Pm (n 6= m)

Si t et t0 sont des termes de la logique combinatoire, t � t0 d�esigne le terme ��x (t)(t0)x
o�u �� est la traduction standard de l'abstraction en logique combinatoire �a l'aide des
constantes k et s (voir [8] ou [47]).

Dans la suite de ce paragraphe on montre le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.11.5 Tout i-mod�ele fortement stable satisfait LC +RU1.

Nous donnerons la preuve de ce th�eor�eme sous forme d'une suite de lemme.

Nous devons d'abord d�e�nir les fonctions u�n qui nous servirons �a distinguer les �n.

Lemme 2.11.6 Soient H1 = (D1;�1) et H2 = (D2;�2) deux hypercoh�erences et i une
injection de D1 vers D2. Alors si p est un �el�ement premier de D(H1), i

�(p) est un
�el�ement premier de D(H2).

Preuve C'est clair puisque les �el�ements premiers de D(H1) et D(H2) sont les singletons.
2

Lemme 2.11.7 Soit D(H=(D;�);i) un i-mod�ele fortement stable.
Il existe dans ce mod�ele des ensembles major�es An arbitrairement grands d'�el�ements
premiers, et un �el�ement u tel que, pour tout n, An v fug.

Preuve On rappelle que i est un morphisme d'hypercoh�erence de H �! H vers H et que
pour tout � 2 D f�g 2 D.
Soit �1; � � � ; �n; � � � une �enum�eration de D.
Consid�erons l'ensemble K = f(f�g; �); � 2 Dg. Cet ensemble est in�ni, car D l'est.
Montrons que K 2 D(H �! H).
Soit v = f(f�1g; �1); � � � ; (f�pg; �p)g � K. Il nous faut v�eri�er que v 2 �(H �! H).
Si (v)1 =2 C(H) alors par d�e�nition v 2 �(H �! H).
Si (v)1 2 C(H) alors, puisque (v)2 � (v)1, (v)2 2 �.
Si (v)1 2 C>1(H) il est clair que (v)2 2 �>1(H).
Ainsi dans D(H �! H), pour tout n � 1, on a un ensemble Bn constitu�e d'�el�ements
premiers de D(H �! H) et major�e, pour l'ordre Egli-Milner, par fKg :
Bn = ff(f�1g; �1)g; � � � ; f(f�ng; �n)gg.
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D'apr�es le lemme pr�ec�edent i�(Bn) = An est un ensemble d'�el�ements premiers de D(H)
et An v fug avec u = i�(K).
2

On pose dor�enavant An = fp1; � � � ; png.
Fixons n. Soit �n une application de An dans An. La fonction u�n est d�e�nie par :

u�n(x) = [f�n(p); p 2 An et p � xg

Les lemmes suivants donne certaines propri�et�es de la fonction u�n.

Le lemme suivant nous dit que u�n est fortement stable. Pour pouvoir d�emontrer ce
lemme on utilise le fait que les An sont major�es et que les �el�ements des An sont des
�el�ements premiers d'un domaine qualitatif.

Lemme 2.11.8 La fonction u�n est fortement stable.

Preuve Il est clair que u�n est croissante.
Soit X un ensemble �ltrant dans D.
Si u�n(

S
X) = �n(pi1) [ � � � [ �n(pil) avec fpi1 ; � � � ; pilg�fAn alors, du fait que pour

tout j � l �n(pij) est premier, on a �n(pij ) �
S
X entraine qu'il existe x 2 X tel que

�n(pij ) � x. De plus il est clair que l'on ne peut avoir un x 2 X tel que p � x avec

p 2 Annfpi1; � � � ; pilg. Donc
[
x2X

u�n(x) = �n(pi1) [ � � � [ �n(pil).

Soit A = fa1; � � � ; amg 2 C. Alors u�n
�(A) v fug et donc est dans C.

Et
T
u�n

�(A) = u�n(a1) \ � � � \ u�n(am). Le fait que les �el�ements de An soient premiers
implique que, pour tous i; j � n avec i 6= j, pi \ pj = ;. Ainsi u�n(a1) \ � � � \ u�n(am) =
fp 2 An; 8a 2 A p � ag = u�n(

T
A).

2

Le lemme suivant imm�ediat.

Lemme 2.11.9 Soient �n et �0n deux applications de An dans An.

� Si �n 6= �0n alors u�n 6= u�0n.

� Pour tout entier l, ul�n = u�ln.

� u�n�su�0n ssi �n(p) = �0n(p).

� ul�n�su
q
�n ssi �ln(p) = �qn(p)

En corollaire imm�ediat de ce lemme nous avons, si l'application �n est maintenant
l'application qui �a pi associe pi+1(modulo n), le lemme suivant :

Lemme 2.11.10 � u�n�su
m+1
�n ssi il existe un entier k tel que m = k � n.

� un+k�n = uk�n.

� un�n � u
n
�n = un�n.
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On consid�ere dor�enavant que l'application �n est l'application �n(pi) = pi+1(modulo n).
Montrons qu'avec ce choix pour �n les applications u�n; n 2 IN permettent de distinguer
les r�etractions �n.
On notera dans la suite �n(pi) par pi+1 sous entendu que �n(pn) = p1.
Rappelons que �;;; d�enote la fonction constante qui �a x 2 D associe ;. Il est clair que
c'est une r�etraction.

Lemme 2.11.11 Si �<su�n alors �(�) = �;;;.

Preuve

1. On montre qu'il existe un pi 2 An tel que �(pi) = ;. Il est alors clair que pour tout
entier r assez grand et pour tout j � l �r(pj) = ;.

Supposons que pour tout p 2 An on a �(p) = u�n(p).
Soit x 2 D. Si u�n(x) = ; alors �(x) = ;.
Sinon u�n(x) = pi1+1 [ � � � [ pil+1 soit fpi1 ; � � � ; pilg � fxg. Pour tout j � l on a :
u�n(x) = pi1+1 [ � � � [ pil+1

= u�n(pi1) [ � � � [ u�n(pil)
= �(pi1) [ � � � [ �(pil) d'apr�es l'hypoth�ese
� �(pi1 [ � � � [ pil) par croissance
� �(x)
� u�n(x)

Ainsi u�n = � ce qui est en contradiction avec l'hypoth�ese initiale.

2. Supposons maintenant que l'on a r = n�m+k un entier tel que, pour tout p 2 An,
�(p) = ;. Montrons que, pour tout x 2 D, �r(x) = ;.
L'application Compr �etant croissante, voir la proposition 2.6.15, �r � ur�n.
Si ur�n(x) = ; alors �r(x) = ;.
Sinon ur�n(x) = pi1+k [ � � � [ pil+k d'o�u fpi1; � � � ; pilg � x.
On a donc, pour tout pj 2 fpi1; � � � ; pilg, �

r(pj) = �r(x) \ ur�n(pj).
Ainsi ; = (�r(x) \ pi1+k) [ � � � [ (�r(x) \ pil+k) = �r(x) \ (pi1+k [ � � � [ pil+k) car D
est distributif.
Comme �r(x) � pi1+k [ � � � [ pil+k on en d�eduit que �r(x) = ; et que � = �;;;.

2

On peut alors conclure la d�emonstration du th�eor�eme.
Pour 1 � k � n� 1 �k(u�n) = �;;; et �n(u�n) = un�n 6= �;;;.
Par suite �n 6= �m si n 6= m, si n;m � 1.
En�n �0(u�n) = un�n quelque soit n d'o�u �n 6= �0 pour tout n � 1.
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Chapter 3

L'incompl�etude de la s�emantique

stable

On a pr�esent�e dans le chapitre pr�ec�edent une construction de mod�ele fortement stable. Et
on a vu comment construire les analogues stable et fortement stable des mod�eles usuels
de la s�emantique continue (mod�ele D1 de Scott, mod�ele de Park, mod�ele d'Engeler). Il
est naturel de se demander si un mod�ele continu donn�e a la même th�eorie �equationnelle
que son analogue stable, ou fortement stable. Honsell et Ronchi ont conjectur�e que
D1 et son analogue stable ont la même th�eorie [36]. Cette conjecture, �etendue au cas
fortement stable, est prouv�ee dans [33]. Noter la di��erence par rapport au �-calcul typ�e
(PCF) pour lequel, comme on vient de le dire, les mod�eles standards ont des th�eories
di��erentes. On retrouve un r�esultat analogue dans la s�emantique du �-calcul pur, en
consid�erant un mod�ele non standard (en ce sens ici qu'il est non semi-sensible, i.e. qu'il
�egalise des termes r�esolubles �a des termes qui ne le sont pas), �a savoir le mod�ele de
Park. Nous montrons ici que le mod�ele de Park continu, son analogue stable et son
analogue fortement stable ont des th�eories di��erentes. Et que de plus, celle du premier
est incomparable avec chacune des deux autres. Cette derni�ere assertion in�rme une
autre conjecture de Honsell et Ronchi qui a�rmait que la th�eorie du mod�ele stable est
strictement incluse dans celle du mod�ele continu [36].

Une autre question naturelle est de se demander si ces classes de mod�eles sont compl�etes,
c'est-�a-dire si elles contiennent toutes les �-th�eories. Elle a �et�e soulev�ee par Honsell et
Ronchi pour la classe des mod�eles continus (appel�es par eux mod�eles topologiques), et ces
auteurs y ont r�epondu n�egativement [37]. Plus pr�ecis�ement, ils ont montr�e qu'il n'existe
pas de mod�ele continu dont la th�eorie est T�0 , o�u T�0 est la th�eorie contextuelle induite
par l'ensemble des termes essentiellement clos.

Leur d�emonstration consiste �a supposer l'existence d'un mod�ele continu, D, ayant T�0

pour th�eorie, et �a exhiber deux termes U et V tels que :

� U = V est une �equation de T�0 , et

� U et V sont distingu�es dans D.

La complexit�e de la d�emonstration vient de ce que le premier point y est �etabli syntax-
iquement : ceci oblige �a montrer par induction sur le contexte C[ ] que C[U ] 2 �0 ssi
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C[V ] 2 �0.

En fait, les termes U et V sont distingu�es dans tout mod�ele continu D satisfaisant :

1. D est extensionnel,

2. (
)
 =D 
,

3. �x (
)(
)x =D 
,

4. 
 6=D �x 
,

o�u 
 est le terme (�x (x)x)�x (x)x, et o�u =D est la relation induite par l'�egalit�e de D
sur l'ensemble des �-termes.

Il est possible de donner une d�emonstration s�emantique de l'incompl�etude de la classe
des mod�eles continus, en utilisant l'analogue stable, Ps, du mod�ele de Park. En e�et,
on peut montrer tr�es facilement que ce mod�ele satisfait les quatre conditions ci-dessus
et �egalise U et V , ce qui prouve que sa th�eorie n'est la th�eorie d'aucun mod�ele continu.
Il en r�esulte une grande simpli�cation technique.

Qu'en est-il des mod�eles stables ? Le principal r�esultat de ce chapitre est l'incompl�etude
de cette classe de mod�eles. Mais il nous faut pr�eciser ce que nous entendons par \la
classe des mod�eles stables".

Les di��erentes c.c.c. de la s�emantique stable ont �et�e examin�ees par Amadio dans [3].
Dans la structure la plus g�en�erale (CPO^), la stabilit�e est d�e�nie par la propri�et�e de com-
mutation aux infs �nis d'�el�ements compatibles, mais elle n'est plus �equivalente �a la d�e�-
nition intuitive de la stabilit�e donn�ee par Berry, voir [14] ou la page 12 de l'introduction.
Pour avoir cette �equivalence, il faut ajouter aux axiomes d�e�nissant la structure une
propri�et�e de �nitude : la non existence d'une châ�ne in�nie d�ecroissante d'�el�ements com-
pacts. On est alors amen�e �a consid�erer des structures comme les DI-domaines, les do-
maines stables bi-�nis d'Amadio, etc..., dans lesquelles les fonctions stables peuvent être
repr�esent�ees par des traces stables. Si on s'int�eresse �a la mod�elisation de l'aspect op�era-
toire du �-calcul, la notion de stabilit�e n'a d'int�erêt que dans une c.c.c. o�u la stabilit�e
(interne) correspond bien �a la notion intuitive de stabilit�e ; notons (�) cette condition.
La classe de mod�eles stables consid�er�ee ici est celle des DI-domaines. Cependant, notre
d�emonstration n'utilise pas les propri�et�es sp�eci�ques de ces derniers (distributivit�e et
existence d'un sup pour les sous-ensembles major�es), mais seulement le maniement des
traces stables ; elle reste donc valable, moyenant des adaptations de d�etail, dans toute
c.c.c. de la s�emantique stable v�eri�ant la condition (�).

Notre d�emonstration est s�emantique et est similaire �a celle d�ecrite ci-dessus pour le cas
continu : nous consid�erons un mod�ele particulier dont nous prouvons que la th�eorie n'est
la th�eorie d'aucun mod�ele stable. Ce mod�ele est l'analogue fortement stable, Pfs, du
mod�ele de Park. En outre, nous montrons que la th�eorie Th(Pfs) de Pfs n'est la th�eorie
d'aucun mod�ele continu.

Nous renfor�cons ensuite ces r�esultats d'incompl�etude en exhibant un ensemble �ni, F ,
tr�es simple, d'�equations et d'in�equations, tel que :
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1. F est contenu dans Th(Pfs) et dans T�0
I
, la th�eorie contextuelle induite par l'ensemble

des termes essentiellement �I-clos (qui en fait contient Th(Ps) et Th(Pfs)) ;

2. F n'a pas de mod�ele stable, ni de mod�ele continu.

En�n, on peut se demander si l'incompl�etude de la classe des mod�eles stables ne pourrait
pas être prouv�ee �a l'aide d'un mod�ele continu particulier, plutôt que d'un mod�ele forte-
ment stable. La d�emonstration dont nous venons d'expliquer le principe exploite le fait
que le mod�ele fortement stable standard de PCF comporte moins de fonctions que son
analogue stable. Par contre, il y a des fonctionnelles continues qui n'existent pas dans
le cas stable, et cette propri�et�e permet, dans le cas typ�e, de montrer que les mod�eles
standards, continu et stable, de PCF ont des th�eories incomparables. Malheureusement,
lorsqu'on cherche �a construire des termes du �-calcul pur qui exploitent cette situation,
on tombe sur des probl�emes de d�e�nissabilit�e. Le chapitre suivant pr�esente une alterna-
tive �a cette id�ee. En exploitant la di��erence entre l'ordre extensionnel et l'orde stable
on arrive �a construire, en utilisant une technique de forcing dans les mod�eles continus,
un mod�ele de segment initiaux dont la th�eorie n'est la th�eorie d'aucun mod�ele stable et
d'aucun i-mod�ele fortement stable.

3.1 Les mod�eles P

Soit Ps (resp. Pfs) le mod�ele de Park stable (resp. fortement stable) construit sur un
ensemble d'atomes r�eduit �a un �el�ement (voir page 67 pour la construction d�etaill�ee dans
le cadre fortement stable). Posons p0 = A = f�0g (= D0).
Noter cependant que tous les r�esultats qui suivent valent pour un mod�ele construit sur
un ensemble d'atomes quelconque, moyennant certaines complications techniques dans
les d�emonstrations.

Dans tout le reste de ce chapitre, la lettre P d�esigne simultan�ement les deux
mod�eles, Ps et Pfs.

Les deux lemmes suivants �enoncent les quelques propri�et�es de P (i.e. communes aux
deux mod�eles) dont nous aurons besoin pour montrer nos r�esultats d'incompl�etude.

Noter que le th�eor�eme 2.9.2 | qui pr�ecise comment se calcule l'interpr�etation d'un terme
dans un mod�ele fortement stable construit �a la Krivine | et le th�eor�eme similaire qui
vaut dans le cas stable (cf. [47]), rendent les preuves de ces lemmes tr�es faciles.

Lemme 3.1.1 Soient a1; � � � ; an 2 P. Alors :

(p0)a1 � � �an = p0 \ a1 \ � � � \ an =

�
p0 si 8i ai � p0
; sinon:

Preuve L'assertion suit de (p0)a = f� ; 9h � a; i(h; �) 2 p0g, et du fait qu'on a
i(h; �) 2 p0 ssi h = f�0g et � = �0.
2

Lemme 3.1.2 Les mod�eles P v�eri�ent :
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(i) 
� = p0 = f�0g,
(ii) (�x 
)� = fi(;; �0)g,
(iii) 
� et (�x 
)� sont incompatibles,
(iv) (
�)
� = 
�, (
�)(�x 
)� = ; et (�x (
)(
)x)� = 
�,
o�u 
 est le terme (�x (x)x)�x (x)x.

Preuve (i) Posons � = �x (x)x. On a


� = f� ; 9h � ��; i(h; �) 2 ��g et

�� = fi(k; 
) ; 
 2 (k)k et k minimal pour cette propri�et�eg:

Soit alors � 2 
�. On a � 2 (h)h, avec h minimal pour cette propri�et�e et h � ��. On en
d�eduit qu'il existe h0 � h tel que i(h0; �) 2 h. On a donc i(h0; �) 2 ��, et la minimalit�e
de h impose h0 = h, i.e. i(h; �) 2 h. Mais le seul �el�ement de la trame de P qui v�eri�e
une telle propri�et�e est i(f�0g; �0) (2 f�0g). Ceci �etabli que 
� � f�0g.
Pour avoir l'inclusion inverse, il su�t de montrer que i(f�0g; �0) 2 �� et f�0g � ��. Le
deuxi�eme point est cons�equence du premier, puisque i(f�0g; �0) = f�0g ; le premier suit
de �0 2 (f�0g)f�0g avec f�0g minimal pour cette propri�et�e. Et ceci est assur�e par le
lemme pr�ec�edent.
(ii) On a (�x 
)� = fi(h; �) ; � 2 
� et h minimal pour cette propri�et�eg. D'o�u (�x 
)� =
fi(;; �) ; � 2 
�g, et le r�esultat suit de (i).
(iii) On a �0 = i(f�0g; �0), donc F (
�) = f(f�0g; �0)g ; d'autre part F ((�x 
)�) =
f(;; �0)g. Mais f(f�0g; �0); (;; �0)g n'est pas une trace, d'apr�es le th�eor�eme 1.5.2. Par
extensionalit�e, on en d�eduit que f�0g et fi(;; �0)g sont incompatibles.
(iv) Les deux premi�eres �egalit�es r�esultent imm�ediatement des points (i) et (ii) et du
lemme pr�ec�edent. Quant �a la troisi�eme, elle suit de

(�x (
)(
)x)� = fi(h; �) ; � 2 (p0)(p0)h et h minimalg

et du lemme pr�ec�edent.
2

3.2 Le th�eor�eme d'incompl�etude stable

Nous pouvons maintenant montrer que la classe des mod�eles stables est incompl�ete vis-
�a-vis du �-calcul. Plus pr�ecis�ement, nous prouvons le :

Th�eor�eme 3.2.1 La th�eorie de Pfs n'est la th�eorie d'aucun mod�ele stable.

La preuve de ce th�eor�eme consiste :

� �a exhiber deux termes X et Z qui sont �egalis�es dans Pfs, et

� �a montrer qu'il n'existe pas de mod�ele stable D v�eri�ant

1. D est extensionnel,
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2. (
)
 =D 
,

3. (
)�x 
 6=D 
,

et qui �egalise X et Z.

En e�et, le lemme 3.1.2 assure que Pfs satisfait ces trois conditions.

L'id�ee qui permet de trouver les termes X et Z est la suivante : Berry [15] a montr�e que
tout mod�ele stable de PCF contenait une fonction stable non s�equentielle, gT (d�e�nie
dans l'exemple 2 de la section 2.3). Cette fonction n'est donc l'interpr�etation d'aucun
terme de PCF. Elle permet de construire des termes X 0; Z 0 de PCF qui sont distingu�es
par gT dans tout mod�ele stable de PCF, alors qu'ils ne le sont par aucun terme de PCF.
Ceci implique qu'il n'existe pas de mod�ele stable fully-abstract de PCF. Nous donnons
ci-dessous une variante non typ�ee g de gT , �a partir de laquelle nous d�e�nirons nos termes
X et Z, et qui les distinguera dans tout mod�ele stable v�eri�ant les conditions (1), (2) et
(3).

Soit D un DI-domaine, et a, V rai; Faux des points de D v�eri�ant :

� V rai et Faux sont incompatibles,

� a < V rai.

Alors a 6� Faux et :

Proposition 3.2.2 Il existe une fonction stable g de D3 dans D qui v�eri�e :
(i) g(a; V rai; Faux) = g(Faux; a; V rai) = g(V rai; Faux; a) = V rai ;
(ii) g(a; Faux; V rai) = g(V rai; a; Faux) = g(Faux; V rai; a) = ?.

Preuve D �etant alg�ebrique, il existe des compacts v; f , incompatibles, tels que v � V rai
et f � Faux (sans quoi l'ensemble A = fh _ k ; h � V rai; k � Fauxg serait �ltrant et
on aurait tA = V rai _ Faux). Soit alors g la fonction de trace :

Tr(g) =
[

?<p�V rai
p premier

f((?; v; f); p); ((f;?; v); p); ((v; f;?); p)g:

Il est facile de v�eri�er que l'ensemble ci-dessus est bien une trace (i.e. qu'il satisfait les
conditions de l'analogue du th�eor�eme 1.5.2 pour les fonctions de plusieurs variables), et
que la fonction associ�ee v�eri�e les �egalit�es (i) et (ii).
2

Proposition 3.2.3 Soit (D; F; G) un mod�ele stable v�eri�ant les conditions (1), (2) et
(3). Alors dans D on a :
� 
� et �x 
� incompatibles.
� (
�)? < 
�.
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Preuve
� F ((�x 
)�) 6� F (
�) :

En e�et , supposons que F ((�x 
)�) � F (
�). Par (1) on a G � F = id, et donc
(�x 
)� � 
�. D'o�u :


� = (�x 
)�(�x 
)� � (
�)(�x 
)� � (
�)
� = 
� par (2);

et (
)�x 
 =D 
, ce qui contredit (3).

� 
� et (�x 
)� sont incompatibles dans D :

En e�et, si on suppose que 
� et (�x 
)� sont compatibles dans D, on a aussi F (
�)
et F ((�x 
)�) compatibles (car F est croissante), ce qui signi�e qu'il y a une trace qui
contient simultan�ement F (
�) et F ((�x 
)�).

On a (�x 
)� = G(f(?; k) ; k � 
�g), et donc F ((�x 
)�) = f(?; k) ; k � 
�g, puisque
F �G = id.

D'autre part, on a (
�)
� = tfk ; 9h � 
�; (h; k) 2 F (
�)g, et par (2) :

k � 
� ) 9h � 
� ; (h; k) 2 F (
�):

Le th�eor�eme 1.5.2 impose alors h = ? pour tout (h; k) 2 F (
�), par compatibilit�e de
F (
�) et F ((�x 
)�). D'o�u F ((�x 
)�) � F (
�), en contradiction avec le premier point.

� (
�)? < 
� :

On sait d�ej�a que (
�)? � 
� (par (2)). Supposons qu'il y ait �egalit�e. Alors :

(
�)? = tfk ; (?; k) 2 F (
�)g = 
�:

Soit k � 
� ; il existe k0 � (
�)? tel que (?; k0) 2 F (
�) et k � k0 ; on a alors (?; k) 2
F (
�), par le th�eor�eme 1.5.2. On en d�eduit F ((�x 
)�) � F (
�), en contradiction avec
le premier point.
2

Remarque : On peut en fait montrer que dans tout mod�ele stable D extensionnel
satisfaisant (T )T = T et (T )�x T 6= T pour T 2 �0 on a T � et �x T � incompatibles et
(T �)? < T �. Nous avons ici choisie de privil�egier les termes 
 et �x 
 car on sait que
dans les mod�eles P on a (
)
 = 
 et (
)�x 
 6= 
.

Consid�erons alors les termes :

X= �x�z (
)W1W2W3 et Z= �x�z (
)W4W5W6, o�u

W1 = (x) (
)z 
 �y 
 W4 = (x) (
)z �y 
 

W2 = (x) �y 
 (
)z 
 W5 = (x) 
 (
)z �y 

W3 = (x) 
 �y 
 (
)z W6 = (x) �y 
 
 (
)z
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Intuitivement, 
 correspond �a V rai, �y 
 correspond �a Faux, et (
)z correspond �a a,
une fois substitu�e ? �a z. Si l'on substitue g �a x et ? �a z, on constate que le triplet
W1; W2; W3 correspond au cycle sur lequel g vaut V rai, tandis que W4; W5; W6

correspond au cycle sur lequel g vaut ?.

Soit alors (D; F; G) un mod�ele stable v�eri�ant les conditions (1), (2) et (3).

Nous venons de montrer que dans un tel mod�ele D on a e�ectivement 
� et (�x 
)�

incompatibles et (
�)? < 
�. Il su�t alors de poser V rai = 
�, Faux = (�x 
)� et
a = ((
�)?), et de consid�erer une fonction stable g de D3 dans D v�eri�ant les conditions
de la proposition 3.2.2. Notons aussi g le code de cette fonction dans (D; F; G). On a
Wi[g=x;?=z] =D 
, pour 1 � i � 3, et Wi[g=x;?=z] =D ?, pour 4 � i � 6. D'o�u
(X) g ? =D (
) 
 
 
 =D 
, et (Z) g ? =D (
) ? ? ? <D 
. On en d�eduit que
(X) g ? 6=D (Z) g ?.

Revenons maintenant au mod�ele de Park fortement stable, Pfs. Pour �etablir le th�eor�eme 3.2.1,
il su�t de montrer :

Proposition 3.2.4 X = Z est une �equation de Pfs.

Preuve Dans cette d�emonstration, nous abr�egeons (�y 
)� en �y
�.

Les termes X et Z sont �egalis�es dans Pfs ssi (X
�)fa = (Z�)fa pour tous a; f 2 Pfs.

(Par extensionnalit�e de Pfs, ou encore parce que X et Z ont chacun deux � en tête.)
D'apr�es le lemme 3.1.1 on a :

(X�)fa =

�
f�0g si pour tout i 2 f1; 2; 3g �0 2 Wi[f=x; a=z]

�

; sinon.

Et (Z�)fa =

�
f�0g si pour tout i 2 f4; 5; 6g �0 2 Wi[f=x; a=z]

�

; sinon.
Le mod�ele �etant extensionnel, tout point de Pfs est le code d'une fonction fortement

stable de Pfs dans Pfs. Ainsi, il existe une fonction fortement stable f̂ de Pfs
3 dans Pfs

telle que f̂(u; v; w) = (f)uvw, pour tout (u; v; w) 2 Pfs
3.

Supposons que (X�)fa = f�0g. Alors �0 2 f̂(
�; �y
�; (
�)a) \ f̂((
�)a;
�; �y
�) \
f̂(�y
�; (
�)a;
�).
Deux cas sont �a distinguer :

1. �0 2 a. Alors (
�)a = 
� = f�0g. Ainsi :
�0 2 W1[f=x; a=z]

� = f̂(
�; �y
�;
�) = W5[f=x; a=z]
�.

�0 2 W2[f=x; a=z]
� = f̂(
�;
�; �y
�) = W4[f=x; a=z]

�.
�0 2 W3[f=x; a=z]

� = f̂(�y
�;
�;
�) = W6[f=x; a=z]
�.

Donc �0 2 (Z�)fa, et (X�)fa = (Z�)fa.

2. �0 =2 a. Alors (
�)a = ;.
On a �0 2 f̂(
�; �y


�; ;) \ f̂(;;
�; �y
�) \ f̂(�y
�; ;;
�).
Or A = f(
�; �y
�; ;); (;;
�; �y
�); (�y
�; ;;
�)g est dans C(Pfs

3), car pour tout
i 2 f1; 2; 3g; (A)i = f;;
�; �y
�g 2 C(Pfs).

La fonction f̂ �etant fortement stable, on a �0 2 f̂((
�; �y
�; ;) \ (;;
�; �y
�) \
(�y
�; ;;
�)) = f̂(;; ;; ;). D'o�u, par croissance de f̂ :
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�0 2 W4[f=x; a=z]
� \W5[f=x; a=z]

� \W6[f=x; a=z]
�, et donc �0 2 (Z�)fa.

On en d�eduit (X�)fa = (Z�)fa.

Un raisonnement analogue montre que si (Z�)fa = f�0g, alors (X�)fa = f�0g.
2

Noter que l'argument montrant que A est une partie coh�erente est celui utilis�e dans la
section 2.3, pour prouver que la fonction de Berry n'est pas fortement stable.

3.3 Cas des mod�eles continus

Comme nous l'avons rappel�e dans l'introduction, l'incompl�etude de la classe des mod�eles
continus est un th�eor�eme de Honsell et Ronchi [37]. Ces auteurs ont montr�e, �a l'aide d'un
argument syntaxique non trivial, qu'aucun mod�ele continu n'a T�0 pour th�eorie (T�0 est
la th�eorie contextuelle induite par l'ensemble des termes essentiellement clos).

Nous donnons ci-dessous une d�emonstration s�emantique de l'incompl�etude de la classe
des mod�eles continus, en montrant le :

Th�eor�eme 3.3.1 La th�eorie de P n'est la th�eorie d'aucun mod�ele continu.

Rappelons que P d�esigne simultan�ement Ps et Pfs. Le th�eor�eme 3.2.1 donne le :

Corollaire 3.3.2 La th�eorie du mod�ele de Park fortement stable n'est la th�eorie d'aucun
mod�ele continu, ni d'aucun mod�ele stable.

Notre preuve utilise les mêmes termes U et V que ceux consid�er�es par Honsell et
Ronchi [37] :

U = �x�z (
) U1 U2;

o�u U1 = (x) (
)z 
 et U2 = (x) 
 (
)z. Et

V = �x�z (
) V0;

o�u V0 = (x) (
)z (
)z.

Lemme 3.3.3 Soit D un mod�ele continu v�eri�ant :

1. D est extensionnel,

2. (
)
 =D 
,

3. �x (
)(
)x =D 
,

4. 
 6=D �x 
.

Alors, les termes U et V sont distingu�es dans D.
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Preuve Rappelons que dans la s�emantique continue, l'ordre sur les fonctions est l'ordre
extensionnel. Soit D un mod�ele continu v�eri�ant les quatre hypoth�eses. La condition (3)
implique (3') : (
)(
)c =D (
)c, pour tout c 2 D. Il s'agit de trouver des points a et
f de D tels que (U�)fa 6= (V �)fa. Nous reprenons les contre-exemples construits par
Honsell et Ronchi, pour montrer que U et V sont distingu�es dans un mod�ele continu
ayant T�0 pour th�eorie [37]. Deux cas sont �a distinguer :

1. (
�)c � 
� pour tout c 2 D. Alors 
� < (�x 
)� et (
�)? < 
� (par (1) et (4)).
Prendre a = ? et f (le code de) la fonction d�e�nie par :

f(z) =

�
(�x 
)� si z 6� (
�)?

� sinon:

Il est facile de v�eri�er que la fonction f est continue, et qu'on a (U�)f? = 
� et
(V �)f? = (
�)? (par (2) et (3')).

2. Il existe a0 2 D tel que (
�)a0 6� 
�. Alors (
�)? < (
�)a0 (sans quoi on aurait
(
�)a0 � 
�, par (2)). Prendre a = a0 et f (le code de) la fonction d�e�nie par :

f(z) =

�

� si z 6� 
�

? sinon:

Il est facile de v�eri�er que la fonction f est est continue, et qu'on a (U�)fa0 = (
�)?
et (V �)fa0 = (
�)a0 (par (3')).

2

Lemme 3.3.4
(i) Les mod�eles P v�eri�ent les quatre conditions du lemme pr�ec�edent.
(ii) Les termes U et V sont �egalis�es dans P.

Preuve (i) Suit imm�ediatement du lemme 3.1.2.
(ii) Les termes U et V sont �egal�es dans P ssi (U�)fa = (V �)fa, pour tous a; f 2 P. Les
mod�eles P �etant extensionnels, il existe une fonction stable f̂ de P2 dans P telle que
f̂(u; v) = (f)uv, pour tout (u; v) 2 P2. Le lemme 3.1.1 nous donne :

(U�)fa = p0 \ U1[f=x; a=z]
� \ U2[f=x; a=z]

� et (V �)fa = p0 \ V0[f=x; a=z]
�:

Or U1[f=x; a=z]
� = f̂((
�)a;
�) et U2[f=x; a=z]

� = f̂(
�; (
�)a). Comme (
�)a � 
�

pour tout a 2 P, d'apr�es le lemme 3.1.1, on peut employer la stabilit�e de f̂ :

f̂((
�)a;
�) \ f̂(
�; (
�)a) = f̂((
�)a; (
�)a) = V0[f=x; a=z]
�:

Donc (U�)fa = (V �)fa, pour tous a; f 2 P.
2

Cela �etablit le th�eor�eme 3.3.1, et termine notre preuve s�emantique de l'incompl�etude de
la classe des mod�eles continus.
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Proposition 3.3.5 La th�eorie du mod�ele de Park continu est incomparable avec celle
de son analogue stable et avec celle de son analogue fortement stable.

Preuve Notons Pc le mod�ele de Park continu. On a Th(P) 6� Th(Pc) par ce qui pr�ec�ede
(il su�t de consid�erer U et V ). Le r�esultat inverse suit de ce que Pc �egalise tous les
termes non r�esolubles clos d'ordre zero [37], alors que P distingue, par exemple, 
 et
(
)�x 
 (lemme 3.1.2).
2

3.4 Renforcement des r�esultats d'incompl�etude

Dans cette section, nous montrons que l'incompl�etude de la classe des mod�eles stables et
celle de la classe des mod�eles continus sont dues �a un ensemble �ni tr�es simple d'�equations
et d'in�equations entre termes du �-calcul pur.

D�e�nition 3.4.1 Etant donn�e un ensemble F �ni d'�equations et d'in�equations, nous
dirons qu'une �-th�eorie T contient F si :

1. les �equations de F appartiennent �a T ,

2. u = v n'appartient pas �a T si u 6= v appartient �a F .

Nous dirons que F est consistant s'il existe une �-th�eorie qui le contient, et que Fest
�equivalent �a F 0 si F et F 0 sont contenus dans les mêmes �-th�eories.

Noter que si T est une �-th�eorie contenant F et si F 0 � F , alors T contient F 0.

Soient � = �y�x (y)x et I = �x x. Posons :

F1 = f� = I; (
)
 = 
; X = Z; (
)�x 
 6= 
g;

F2 = f� = I; (
)
 = 
; �x (
)(
)x = 
; U = V; �x 
 6= 
g; et

F = f� = I; (
)
 = 
; �x (
)(
)x = 
; X = Z; U = V; (
)�x 
 6= 
g:

Proposition 3.4.2 F est consistant mais n'a ni mod�ele continu ni mod�ele stable.

Preuve Remarquons F est �equivalent �a F1 [ F2.
D'apr�es les lemmes 3.1.2 et 3.3.4 et la proposition 3.2.4 on a F � th(Pfs).
Le travail e�ectu�e dans la section pr�ec�edente assure que F2 n'a pas de mod�ele continu,
et celui e�ectu�e en section 3.2 assure que F1 n'a pas de mod�ele stable.
2.

Proposition 3.4.3 Th(P) � T
�0
I

, o�u P d�esigne simultan�ement Ps et Pfs et T�0
I

est la

th�eorie contextuelle induite par l'ensemble des termes essentiellement �I-clos.

Il est imm�ediat que 
 et (
)�x 
 sont distingu�es dans T
�0
I
; pour montrer que F est inclu

dans T
�0
I
, il su�t donc de prouver que la partie �equationnelle de F est contenue dans

T
�0
I

. La preuve de cette proposition �etant assez longue et technique, nous lui consacrons

la section suivante. Cependant, prouver directement que T
�0
I

contient F supposerait

notamment de montrer que X = Z est une �equation de T
�0
I

, ce qui conduirait �a une

d�emonstration syntaxique nettement plus compliqu�ee. Par ailleurs la proposition est
int�eressante en soi puisqu'elle donne un sens op�erationnel �a l'�egalit�e dans P.
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3.5 La th�eorie de Ps et celle de Pfs sont incluses dans

T
�0
I

Pour prouver cette assertion, nous utilisons une notion d'approximation que l'on donne
en annexe, page 117.

Rappelons qu'un mod�ele D satisfait la propri�et�e d'approximation si on peut y in-
terpr�eter c0 par p0 < (�x x)� de telle sorte que AFp0(t)

�
�a=�x est �ltrant et t[�a=�x]� =

tAFp0(t)
�
�a=�x, pour tout t[�x] et tout �a 2 D

l(�x).

Revenons maintenant �a P (rappelons que P d�esigne simultan�ement Ps et Pfs), et posons
p0 = f�0g. On a p0 � (�x x)� car �0 = i(f�0g; �0).

Proposition 3.5.1 Si on interpr�ete la constante c0 par p0, alors P satisfait la propri�et�e
d'approximation.

Nous donnons en annexe, page 117, la preuve que tout mod�ele r�egulier contenant une
suite croissante de projections (pn), de sup l'identit�e, satisfait la propri�et�e d'approximation.
C'est le cas de P : prendre pn = fi(f�g; �) ;� 2 Dng.
La preuve de cette proposition �etant longue et sans di�cult�e particuli�ere, nous l'omettrons
ici.

Nous pouvons maintenant passer �a la preuve de la proposition 3.4.3 proprement dite.

La notion de �I-terme (clos) s'�etend �a �(c0) en consid�erant c0 comme un �I-terme (clos).

Nous d�esignons par �0
I (resp. �0

I(c0)) l'ensemble des termes essentiellement �I-clos de
� (resp. de �(c0)), c'est-�a-dire l'ensemble des termes qui se �-r�eduisent �a un �I-terme
clos.

Commen�cons par montrer que dans P, l'interpr�etation d'un �I-terme clos contient tou-
jours p0 (= f�0g).

Lemme 3.5.2 Soit u � u[x; x1; � � � ; xn] 2 A tel que x 2 V l(u).
Alors p0 6� u[;=x; p0=x1; � � � ; p0=xn]�.

Preuve Par induction sur u. On abr�ege [;=x; p0=x1; � � � ; p0=xn] en [].

� Si u � x, on a u[]� = ;.

� Si u � �y v, on a v[c0=y] '� (�y v)c0 = (u)c0.
Par hypoth�ese d'induction on a p0 6� v[c0=y][]

�, puisque v[c0=y] est �-normal et que
x 2 V l(v[c0=y]). Mais v[c0=y][]

� = ((u)c0)[]
� = (u[]�)p0. Si on avait p0 � u[]�, on

aurait v[c0=y][]
� � (p0)p0 = p0, contradiction.

� Si u � (�)u1 � � �um, o�u � d�esigne une variable ou bien c0 :

{ � � x donne u[]� = (;)u1[]� � � �um[]� = ;.
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{ � � y 6= x ou � = c0 implique u[]� = (p0)u1[]
� � � �um[]

�. Mais x 2 V l(u) ;
il existe donc un j tel que x 2 V l(uj). L'hypoth�ese d'induction donne p0 6�
uj[]

� ; on en d�eduit u[]� = ;, d'apr�es le lemme 3.1.1.

2

Proposition 3.5.3 Supposons que u 2 �0
I(c0) est �-normal. Alors u� � p0.

Si de plus u est de la forme (c0)u1 � � �uk, alors u� = po.

Preuve La premi�ere partie se montre par induction sur u :

� C'est �evident pour u � c0.

� Si u � (v)w, alors v et w satisfont les hypoth�eses de la proposition et on a p0 �
v�; w�, par hypoth�ese d'induction. D'o�u (p0)p0 = p0 � u�.

� Si u � �y v, alors V l(v) = fyg, puisque u est clos, et v[c0=y] satisfait les hypoth�eses
de la proposition. D'o�u, par hypoth�ese d'induction, p0 � (v[p0=y])

� = ((�y v)�)p0 =
(u�)p0.

Or u� = fi(k; �) ; � 2 v[k=y]�; k minimal pour cette propri�et�eg. On en d�eduit
que, ou bien i(;; �0) 2 u

�, ou bien i(f�0g; �0) = �0 2 u
�.

En appliquant le lemme pr�ec�edent �a v, on obtient �0 =2 v[;=y]� (car p0 = f�0g).
On a donc p0 � u�.

Pour la deuxi�eme assertion, il su�t de remarquer qu'on a u�i � p0 pour tout i, puisque
les ui sont �-normaux et dans �

0
I(c0) ; on en d�eduit u� = p0, par le lemme 3.1.1.

2

Corollaire 3.5.4 Soit t 2 �0
I. Alors :

(i) t� � p0 ;
(ii) si t est (non r�esoluble) d'ordre 0, on a t� = p0.

Preuve (i) Si t se �-r�eduit �a un �I-terme clos t0, il est clair que l'approximant direct t00
de t0 est un �I-terme clos de �(c0). Mais t00 2 A, donc on a (t0)� � (t00)

� � p0, par la
proposition pr�ec�edente.
(ii) Si t est d'ordre de fonctionnalit�e 0, il se �-r�eduit �a un �I-terme clos t0, qui est aussi
d'ordre 0, et donc non r�soluble. Tout �el�ement u de AF (t0) est de la forme (c0)u1 � � �um,
o�u les ui sont aussi des �I-terme clos. La proposition pr�ec�edente nous donne u� = p0 ;
on en d�eduit t� = t0� = p0, par la propri�et�e d'approximation.
2

Lemme 3.5.5 Soit w 2 A, un terme clos qui n'est pas essentiellement un �I-terme.
Alors p0 = f�0g 6� w�.

Preuve Par induction sur la longueur de w. Noter que l'hypoth�ese �equivaut �a w =2 �I ,
puisque w est �-normal.
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� Si w ne commence pas par �, il est de la forme (c0)w1 � � �wp, avec w1; � � � ; wp clos
et wj 62 �I pour un certain j. On a alors p0 6� w�j par hypoth�ese d'induction, et
donc w� = ;, d'apr�es le lemme 3.1.1.

� Si w � �x s, nous distinguons deux cas :

{ x =2 V l(s). Alors s est clos et on a w� = fi(;; �) ; � 2 s�g ; d'o�u �0 =2 w�.

{ x 2 V l(s). Dans ce cas s[c0=x] est clos et n'appartient pas �a �I. On a donc
�0 =2 s[f�0g=x]

�, par hypoth�ese d'induction.

D'autre part on a w� = fi(k; �) ; � 2 s[k=x]�; k minimalg. Il est alors clair
que la condition �0 2 w� �equivaut �a �0 2 s[f�0g=x]�, ce qui termine la preuve.

2

Pour �etablir que Th(P) � T
�0
I

, il su�t de montrer que P n'�egalise jamais un terme

essentiellement �I-clos �a un terme qui ne l'est pas. En e�et, supposons que P satisfait
cette propri�et�e et prenons u; v tels que u =P v. On a alors C[u] =P C[v] pour tout

contexte C[ ], et donc C[u] 2 �0
I ssi C[v] 2 �0

I .

Soit donc u 2 �0
I et v 62 �0

I . On a u� � p0, d'apr�es le corollaire 3.5.4.

Notons qu'un terme essentiellement �I-clos est un terme qui est essentiellement clos et
essentiellement un �I-terme, et distinguons deux cas :

Si v n'est pas essentiellement clos, il existe une variable libre x de v qui �gure dans
tous les �el�ements de AF (v). Soit alors [] une interpr�etation des variables libres de v
dans laquelle x est interpr�et�ee par ; et les autres variables sont interpr�et�ees par p0. On
a p0 6� w[]�, pour tout w 2 AF (v) (lemme 3.5.2) ; donc p0 6� v[]� par la propri�et�e
d'approximation, et u 6=P v.

Si v est essentiellement clos mais n'est pas essentiellement un �I-terme, alors v se �-
r�eduit �a un terme clos v0 qui n'est pas essentiellement un �I-terme. Montrons que
p0 6� v0� = v�. Tout �el�ement de AF (v0) est clos et n'est pas un �I-terme ; d'apr�es la
propri�et�e d'approximation, il nous su�t d'�etablir que p0 6� w� pour tout w 2 AF (v0).
Ceci est assur�e par le lemme pr�ec�edent.

Cela �etabli la proposition 3.4.3, et prouve que T
�0
I

contient F .
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Chapter 4

Forcing et r�esultats d'incompl�etude

Nous montrons dans ce chapitre deux choses :

� l'incompl�etude stable en utilisant un mod�ele continu, c'est �a dire cette fois sans
utiliser la notion de forte stabilit�e;

� l'incompl�etude de la classe des i-mod�eles fortement stables en utilisant ce même
mod�ele continu.

L'id�ee est d'utiliser la di��erence existant au niveau fonctionnel entre l'ordre des mod�eles
continus d'une part, et celui des mod�eles stables et fortement stables, de l'autre. Dans
le cas continu il sagit de l'ordre extensionnel et dans les cas stables et fortement stables
il sagit de l'ordre stable.

L'incompl�etude stable

La premi�ere id�ee sugg�er�ee par les r�esultats du chapitre pr�ec�edent, est la suivante :
Construire un mod�ele continu extensionnel Di satisfaisant 
�Di�x 
 et un ensemble
d'�equations et d'in�equations F alors que dans tout mod�ele stable satisfaisant F on a 

et �x 
 incompatibles (nous choisissons d'utiliser les termes 
 et �x 
 tout d'abord par
r�ef�erence au chapitre pr�ec�edent, on verra qu'en fait ce choix s'av�ere être ad�equat). Ainsi
dans tout ces mod�eles stables nous aurons l'existence d'une fonction g (stable) telle que
g(�x 
�) = ? et g(
�) = 
�.
Evidemment cette fonction n'existe pas dans Di car elle n'y serait pas croissante. On
peut alors esp�erer trouver deux termes T1 et T2 �egalis�es dans le mod�ele continu et dis-
tingu�es par la fonction g dans tout mod�ele stable qui satisfait F .

On a montr�e dans le chapitre pr�ec�edent que dans tout mod�ele stable satisfaisant l'ensemble
F = f(
)
 = 
; (
)�x 
 6= 
g on a 
� et �x 
� incompatibles. Toutefois on verra
page 99 que dans tout mod�ele monotone satisfaisant F les interpr�etations de 
 et �x 

sont incomparables.
Cet ensemble F ne nous permet donc pas d'atteindre la situation d�ecrite dans le para-
graphe pr�ec�edent.
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Cependant on va r�eussir �a construire dans ce chapitre, en utilisant une technique de
forcing, un mod�ele de segments initiaux Di qui :

� satisfait un ensemble F1, �ni, simple, et contenant F , d'�equations et d'in�equations
et;

� �egalise des termes T1 et T2 simples.

Puis nous montrerons que dans tout mod�ele stable (DI-domaine r�e
exif) satisfaisant F1,
les termes T1 et T2 sont di��erenci�es par des fonctions stables (qui n'existent pas dans Di).

L'incompl�etude fortement stable

Une des fonctions stables utilis�ees pour distinguer T1 et T2 n'est pas forc�ement fortement
stable, c'est �a dire qu'on ne peut pas garantir sa forte stabilit�e dans le cadre g�en�eral des
DIC r�e
exifs (voir l'exemple page 52. Ceci empêche d'utiliser le mod�ele Di et les termes
T1 et T2 pour montrer l'incompl�etude de la classe de tous les mod�eles fortement stables.
En revanche on peut, en utilisant Di et les termes T1; T2, montrer l'incompl�etude de la
classe des i-mod�eles fortement stables.

La forte stabilit�e d�epend de la coh�erence que l'on se donne sur un DI-domaine. Dans
le cadre tr�es g�en�eral des DIC r�e
exifs on ne peut pas dire grand chose sur la coh�erence
sinon que celle-ci est acceptable (voir la d�e�nition 2.3.3). Les seules fonctions dont on
est sûr qu'elles soient toujours fortement stables, sont les fonctions en estrade (page 42).

Supposons maintenant que nous nous restreignons �a la classe des i-mod�eles fortement
stables que nous avons d�e�nie dans le deuxi�eme chapitre, c'est �a dire la classe des mod�eles
fortement stables engendr�es par une hypercoh�erence H et un isomorphisme de H �! H
vers H(voir page 65). Dans ces mod�eles, la coh�erence est fortement li�ee au domaine ce
qui permet d'avoir un contrôle beaucoup plus grand sur celle-ci. En particulier dans
ce cadre les fonctions utilis�ees pour �etablir l'incompl�etude stable sont toutes fortement
stables (et on en d�eduira l'incompl�etude de la classe des i-mod�eles fortement stables).

Fixons quelques points de terminologies.
Dans un mod�ele D on d�esigne par t� l'interpr�etation d'un terme clos t dans D. On
d�esigne par � l'ordre de D, par = l'�egalit�e induite et ? d�esigne le plus petit �el�ement du
mod�ele.
L'ordre, �, et l'�egalit�e, =, du mod�ele D, induisent les deux relations suivantes sur
l'ensemble des �-termes :
t1�D t2 , t1

� � t2
�;

t1=D t2 , t1
� = t2

�.

On note �x1 � � ��xn T
� l'interpr�etation du terme �x1 � � ��xn T dans le mod�ele D.
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Dans le paragraphe suivant nous tentons de donner les intuitions et les
schemas des id�ees et techniques utilis�ees dans ce chapitre.

On veut exploiter la di��erence d'ordre existant entre les mod�eles continus d'une part
(ordre extensionnel) et les mod�eles stables et fortement stables d'autre part (ordre sta-
ble). Pour cela on se sert de fonction test qui nous indiquent o�u l'on se situe dans
le mod�ele ceci relativement �a certains points particuliers. Ce type de fonctions nous
int�eresse directement car ces fonctions d�ependent directement de l'ordre du mod�ele.
Une fonction test pour les points a1; � � � ; an d'un mod�ele continu D est la fonction f de
D vers D d�e�nie par :

f(x) =

8>>><
>>>:

c1 x � a1
...

...
cn x � an
d sinon

Pour qu'une telle fonction soit continue il faut que les points a1; � � � ; an soient des com-
pacts de D et que c1 � � � � cn � d.
Ce qui nous int�eresse est d'avoir un mod�ele D dans lequel on a ce type de fonction
repr�esent�e par un terme. De plus il est �egalement int�eressant de disposer de fonctions
test relativement �a certaines interpr�etations de termes. Ceci se traduit par le fait que
l'on veut un mod�ele D et des termes T; T1; � � � ; Tn; U1; � � � ; Un; U 2 �0 tels que :

� T1
� > � � � > Tn

� > U� et U1
� > � � � > Un

�.

� Pour tout x 2 D (T �)x =

8>>><
>>>:

T1
� x � U1

�

...
...

Tn
� x � Un

�

U� sinon

Le terme T repr�esente alors une fonction test dans D relativement aux termes U1; � � � ; Un.
De plus on peut alors donner de nombreuses �equations et in�equations satisfaites dans le
mod�ele D. Par exemple (T )U1 = T1 et (T )U1 6= (T )U2.

L'inconv�enient d'un tel terme T est qu'essentiellement il ne teste qu'un argument. Si on
consid�ere (T �)xy avec x � U1

� alors (T �)xy = (T1
�)y. Pour pouvoir de nouveau tester y

il faut que le terme T1 soit lui même un terme repr�esentant une fonction test. Suivant
le nombre d'arguments que l'on veut pouvoir tester avec T il nous faut s'assurer que
les r�esultats obtenus �a chaque test soient toujours des fonctions test. Pour cela on va
introduire des fonctions auto-test qui sont des fonctions inductivement de test. Une
fonction auto-test est une fonction test qui rend pour valeur des fonctions auto-test.
A�n de pouvoir tester un nombre quelconque (�ni) d'arguments on a besoin de d�e�nition
r�ecursive de fonctions auto-test. C'est �a dire de fonctions f telles que, pour tout x 2 D,
f(x) est une fonction auto-test (la valeur de f(x) �etant d�etermin�ee par la position de x
par rapport �a certains points) et il existe y 2 D tel que f(y) = f . De telles fonctions
sont d�ecrites par un syst�eme de tests.
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Nous nous contentons de donner un exemple d'un tel syst�eme; on va d�ecrire celui dont
nous nous servons dans la suite de ce chapitre pour �etablir les r�esultats d'incompl�etude.

Soit D un mod�ele continu et W0;W1;W2;W3; w; v; u 2 �0 avec:

� W0
� < W1

� < W2
� < W3

� < W4
� et w� < v� < u�.

� (W1
�)x =

8>><
>>:

W3
� x � u�

W2
� v� � x < u�

W1
� w� � x < v�

W0
� sinon

� (W2
�)x =

8<
:

W3
� x � u�

W2
� v� � x < u�

W1
� sinon

� (W3
�)x =

�
W3

� x � u�

W2
� sinon

� (W0
�)x =

8<
:

W3
� x � u�

W2
� v� � x < u�

W0
� sinon

On a ainsi un syst�eme de tests r�ecursif de fonctions auto test, repr�esent�ees par les termes
W1;W2;W3 et W0, qui testent leurs arguments relativement aux termes u; v; w.
Insistons sur le fait que ceci n'est qu'un exemple particulier de tels syst�emes. C'est ex-
actement ce syst�eme, o�u les termes seront instanci�es par des termes particuliers, que l'on
utilise dans la suite de ce chapitre (voir le lemme 4.2.6).

Si on a un tel mod�ele D on peut alors dire beaucoup de choses sur la th�eorie de celui-ci :

� On peut, comme on l'a d�ej�a explicit�e pr�ec�edement, d�egager tr�es facilement de nom-
breux ensembles F d'�equations et d'in�equations satisfaits dans D.

� On peut facilement trouver de nouvelles �equations satisfaites dans ce mod�ele, ceci
en utilisant l'ordre induit par D.

Donnons un exemple, qui est celui utilis�e dans la suite de ce chapitre (voir le lemme
4.2.11). Consid�erons les termes :
T1 = �x (W2)(x)U1(x)U2 et T2 = �x (W1)(x)U2 o�u U1 et U2 sont deux termes clos tels
que U1

� < U2
�.

Alors on montre facilement que T1 = T2 est satisfaite dans D.
Remarquons que pour tout x 2 D tel que v� � x (W1

�)x = (W2
�)x = (W3

�)x.
Soit f 2 D alors (T1

�)f = (W2
�)(f)U1

�(f)U2
� et (T2

�)f = (W1
�)(f)U2

�.

� v� � (f)U1
�. Alors (T1

�)f = (W1
�)(f)U2

� = (T2
�)f:

� Sinon v� � (f)U1
� et par croissance v� � (f)U2

� puisque U1
� < U2

�.
Ainsi dans ce cas (T1

�)f = (W3
�)(f)U2

� ou (W2
�)(f)U2

� ce qui est �egal �a
(W1

�)(f)U2
� = (T2

�)f .

On peut ainsi jouer avec les termes W1;W2 et W3 pour �egaliser certains termes, ceci de
fa�con �etroitement li�ee �a l'ordre du mod�ele (dans l'exemple donn�e ci dessus on utilise ex-
plicitement le fait que U1

� < U2
�). On peut �evidemment trouver d'autres termes �egalis�es
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dans D, toujours en utilisant le syst�eme donn�e en exemple.
Les termes T1 et T2 d�ecrits d�ependent du choix des termes U1 et U2 qui est arbitraire
sous r�eserve que U1

� < U2
�.

Supposons maintenant que l'on a un mod�ele continu D tel que le syst�eme de tests donn�e
en exemple soit satisfait dans ce mod�ele (on montre dans ce chapitre qu'il existe une
solution concr�ete �a ce probl�eme).

On veut d�egager du syst�eme un ensemble F d'�equations et d'in�equations tel que dans
tout mod�ele stable (et fortement stable) Ds satisfaisant F les interpr�etations de U1 et
U2 soient incomparables ou mieux incompatibles. Ceci nous permettra de montrer que
dans tous ces mod�eles stables (et fortement stables) on peut s�eparer les termes T1 et T2.
On obtient ainsi le r�esultat d'incompl�etude voulu. Bien sûr il faut s'assurer que de tels
termes U1 et U2 existent.

Supposons que l'on est bien dans ce cas, c'est �a dire que dans le mod�ele continu D con-
sid�er�e on peut trouver :
� U1 et U2 deux termes tels que U1

� < U2
�.

� Un ensemble d'�equations et d'in�equations Fincomp satisfaites dans D, tel que dans tout
mod�ele stable Ds j= Fincomp alors U1

� et U2
� sont incompatibles dans Ds.

Puisque l'on a suppos�e que D satisfait le syst�eme donn�e il est clair que �egalement D j= F0
o�u F0 = fW2 6= W3; (W2)u = W3; (W3)w = W1; (W1)u = W3g (cet ensemble est directe-
ment donn�e par la lecture du syst�eme). Ainsi D j= F o�u F = Fincomp [ F0.

Consid�erons un mod�ele stable Ds satisfaisant F . Alors dans D les interpr�etations de
U1 et U2 sont incompatibles. Alors il existe une fonction stable g de Ds dans Ds telle
que g(U1

�) = u� et g(U2
�) = w�. Une telle fonction f continue de D dans D n'existe

pas car alors elle ne serait pas croissante puisque dans le mod�ele D U1
� < U2

� et w� < u�.

On montre maintenant que dans tout mod�ele stableDs les termes T1 et T2 sont distingu�es.
Appelons g le code de la fonction g. Alors, puisque Ds satisfait F0 :

� (T1
�)g = (W2

�)(g)U1
�(g)U2

� = (W2
�)u�w� = (W3

�)w� = W2
�.

� (T2
�)g = (W1

�)(g)U2
� = (W1

�)u� = W3
�.

� W2
� 6=W3

�.

On r�eussit �a montrer que F [ fT1 = T2g 2 th(D) et pour tout mod�ele stable Ds

F [ fT1 = T2g =2 th(Ds) ce qui est un r�esultat d'incompl�etude.

On a d�ecrit de fa�con relativement g�en�erale les techniques que l'on utilise dans la suite.
On construit unmod�ele extensionnel continuDi dans lequel on a la satisfaction d'une
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instance de l'exemple du syst�eme que l'on a donn�e.
Plus pr�ecisemment dans ce mod�ele les termes utilis�es sont les suivant :

� 
 pour w et W1.

� (
)�x 
 pour U2, v et W2.

� (
)�x�y 
 pour w et W3.

� �x 
 pour U1.

Le lemme 4.2.6 d�ecrit exactement le syst�eme de tests que l'on a donn�e en e�ectuant les
instances ci-dessus. Remarquons toutefois que le terme W0 est instanci�e par un point de
Di que l'on note d que l'on ne donne pas comme l'interpr�etation d'un terme particulier.
On remarque que tous les termes que l'on utilise d�ependent exclusivenement du terme

. Donc la seule chose �a faire pour construire le mod�ele voulu (qui est un mod�ele de
segments initiaux) est de faire en sorte que l'interpr�etation de 
 soit telle que le mod�ele
satisfasse le syst�eme. Pour cela on utilise une technique de forcing qui est d�ecrite page
100. Du fait que l'on est amen�e �a utiliser le forcing, le choix du terme 
 s'est tr�es na-
turellement impos�e.

Terminons par les r�esultats d'incompl�etude. Pour les �etablir on proc�ede exactement
comme dans l'exemple donn�e. On d�egage un ensemble F1 d'�equations et d'in�equations
satisfaites dans Di (cet ensemble se d�eduisant directement du lemme 4.2.6). Puis on
montre que dans tous les mod�eles stables satisfaisant F1 les termes (
)�x 
 et �x 

sont incompatibles ou incomparables (voir la d�emonstration du th�eor�eme 4.3.1) et on
d�eduit l'existence de fonctions stables s�eparant les termes T1 et T2.
De même on montre que dans tous les i-mod�eles fortement stables satisfaisant F1 les
termes (
)�x 
 et �x 
 sont incompatibles (voir la d�emonstration du th�eor�eme 4.4.2)
et on d�eduit l'existence d'une fonction fortement stable s�eparant les termes T1 et T2.

4.1 La construction du mod�ele Di

Nous voulons construire un mod�ele de segment initiaux Di qui satisfait l'ensemble F1

suivant :
F1 = f� = I; (
)
 = 
; ((
)�x 
)
 = 
; (
)(
)�x 
 = (
)�x 
;
((
)�x 
)(
)�x 
 = (
)�x 
; ((
)�x 
)�x �y 
 = (
)�x �y 
;
((
)�x �y 
)
 = (
)�x 
; (
)�x 
 6= 
g.

Ce mod�ele satisfera de plus :

; �x 
 <Di(
)�x 
 (o�u <Di est l'ordre strict associ�e �a �Di);
�x �y 
; (
)�x 
 <Di(
)�x �y 
;
et �egalise deux termes T1 et T2 qui seront distingu�es dans tout mod�ele stable satisfaisant
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F1.

Nous appelleront fragment fondamental de F1 l'ensemble :
F = f(
)
 = 
; (
)�x 
 6= 
g.

Regardons ce que l'on peut dire sur les interpr�etations de 
 et �x 
 dans un mod�ele de
segment initiaux satisfaisant F .

Lemme 4.1.1 Dans tout mod�ele monotone D satisfaisant F , 
� et �x 
� sont incom-
parables et 
� 6= ?.

Preuve : Puisque D satisfait (
)�x 
 6= 
 il est clair que 
� 6= ?.

� Si �x 
�D
 alors 
 =D (�x 
)�x 
�D(
)�x 
�D(
)
 =D 
. On a donc
(
)�x 
 =D 
 ce qui est une contradiction.

� si 
�D�x 
 alors 
 =D (
)
�D(
)�x 
�D(�x 
)�x 
 =D 
 ce qui est une
contradiction.

2

4.2 L'interpr�etation du terme 
 dans un i-mod�ele

continu extensionnel

Nous avons rappel�e dans le premier chapitre page 32 la construction de mod�ele continus
extensionnels dans le cadre des espaces de segments initiaux.
Nous nous contentons ici de �xer quelques points de terminologie concernant ces mod�eles
et de faire quelques rappels.

Un mod�ele de segment initiaux extensionnel Di est un triplet (S(D); F; G) engendr�e par
une paire (D; i) o�u D, la trame du mod�ele, est un ensemble pr�eordonn�e par un pr�eordre
�i et i est une bijection de Df �D dans D. Rappelons que :

i(a; �)�i i(b; �), s(b) � s(a) et ��i �

o�u s(u) d�esigne le segment initial engendr�e par la partie �nie u de D.
Le domaine S(D) est l'espace des segment initiaux de la trame D et est ordonn�e par
l'inclusion.

Insistons sur le fait que �Di d�esigne l'ordre du mod�ele Di et que �i d�esigne le pr�eordre
de la trame D de ce mod�ele.

On note �2iT , pour � 2 D et T 2 �, le fait que � 2 T �Di.
Et on note u�iT , pour u un sous-ensemble �ni de D, le fait que u � T �Di.
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Insistons sur l'interpretation de certains types de termes dans un mod�ele Di.
Soient T; T1; T2 trois termes clos. Alors :
�x T � = fi(a; �); �2iTg;
et ((T1)T2)

� = (T �1 )T
�
2 = f�; 9d�iT2 i(d; �)2iT1g.

Remarquons que si �2iT , pour T un terme clos, alors i(a; �)2i�x T pour tout a�fD et
i(a; �)�ii(;; �). Ainsi �x T

� = sfi(;; �); �2iTg.

En�n une derni�ere petite remarque tr�es utile. L'interp�etation d'un terme T dans un
mod�ele Di est un segment initial. Ainsi, si l'on montre que u�iT , avec u � D, alors
evidemment s(u)�iT .

Dans un mod�ele de segments initiaux Di , de trame D, on a une condition n�eces-
saire et une condition su�sante tr�es simple d'appartenance, pour un �el�ement de D,
�a l'interpr�etation de 
 dans Di. C'est pourquoi le choix du terme 
 c'est impos�e.
Le r�esultat suivant est extrait de [40] page 84.

Lemme 4.2.1 1. Pour tout �; � 2 D, i(f�g; �) = � implique Di j= �2i


2. Si Di j= �2i
 il existe deux suites (�n)n�0 et (an)n�0 o�u �n 2 D et an 2 Df

telles que � = �0�i � � ��i�n�i � � � ; �x (x)x� � s(a0) � � � � � s(an) � � � �, et
i(an+1; �n+1) 2 an pour tout n 2 IN.

Preuve :

1. On a i(f�g; �) 2 f�g, ainsi � 2 (sf�g)sf�g et ceci entraine que i(f�g; �)2i�x (x)x.
D'o�u fi(f�g; �)g�i�x (x)x et donc �2i
.

2. Le fait que �2i
 entraine qu'il existe a0�i�x (x)x tel que i(a0; �)2i�x (x)x. On en
d�eduit que � 2 (s(a0))s(a0) d'o�u l'existence de b0�fs(a0) tel que i(b0; �) 2 s(a0).
Ainsi i(b0; �) minore un �el�ement de a0 et la surjectivit�e de i nous assure que l'on a
i(b0; �)�ii(a1; �1) 2 a0 et donc s(b0) � s(a1) et �0 = ��i�1. Du fait que s(b0) �
s(a0), on a s(a0) � s(a1) et puisque i(a1; �1) 2 a0�i�x (x)x on a �1 2 (s(a1))s(a1).
Et on r�eit�ere l'op�eration.

2

Forcing extensionnel sur les i-mod�eles continus

D�e�nition 4.2.2 Une condition de forcing est une injection partielle de Df � D dans
D.
Soit D un ensemble d�enombrable et �; � deux �el�ements de D. On dit que la condition
de forcing p force extensionnellement � � �, en abr�eg�e p 
 � � �, si pour toute
bijection i de Df �D prolongeant p on a ��i�.
On note p 
 � 2 s(u), o�u u � D, le fait que p 
 � � � pour un �el�ement � 2 u.
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On se donne un ensemble D d�enombrable. On �xe une �enum�eration de D, c'est �a dire
une bijection de IN sur D, et une �enum�eration de Df �D. Le rang d'un �el�ement � de D
(resp. d'un �el�ement (c;  ) de Df � D) est son rang dans l'�enum�eration de D (resp. de
Df �D).
On se donne �egalement h � D et p0 une injection partielle de Df � D dans D telle
que :

1. D n Im(p0) est in�ni.

2. Dom(p0) ne contient qu'un nombre �ni de couples (c;  ) tels que c est un singleton.

On va construire par forcing une suite (pn)n�0 et une suite (�n)n�0 d'�el�ements de D[f�g
telle que :

� Le premier �el�ement de la suite (pn)n�0 est l'injection partielle p0.

� 8m 2 IN pm = ~pm [ p0 avec ~pm une injection partielle �nie de Df �D dans D.

� 8m 2 IN �m 2 D ) pm 
 �m 2 s(h).

� Les �n di��erents de � sont distincts deux �a deux.

� i =
[
n�0

pn est une bijection de Df �D sur D.

Supposons que pm et �0; � � � ; �m�1 soient construit.
On d�e�nit alors pm+1 en plusieurs �etapes.

1. S'il n'existe pas de � 6= �0; � � � ; �m�1, tel que pm 
 � 2 s(h). Alors on pose p0m = pm
et �m = �.

2. S'il existe un tel �, alors on prend pour �m celui de rang minimum.
On consid�ere alors le premier �el�ement de D, que l'on appelera �m, tel que :

� �m =2 Im(pm).

� (f�mg; �m) =2 Dom(pm)

L'existence d'un tel �m est assur�e par les deux hypoth�eses que satisfait p0 et par
le fait que ~pm et de ce fait pm = ~pm [ p0 sont �nies.
On pose p0m = pm [ f((f�mg; �m); �m)g.

3. Soit (c;  ) le premier �el�ement de Df �D tel que (c;  ) =2 Dom(P 0
m) et � le premier

�el�ement de D tel que :

� � =2 Im(p0m)

� rg(�) > rg(�) pour tout � 2 c.

On pose alors pm+1 = p0m [ f((c;  ); �)g.
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La suite (pn)n�0 est �evidemment croissante.

On consid�ere maintenant l'application i =
[
n�0

pn de Df �D vers D. Il est clair que par

construction i est d�e�nie partout et injective. Cette injection est de plus surjective car,
pour tout 
, i(;; 
) 2 Dom(i) : en e�et, soit (;; 
) 2 Dom(p0), soit i(;; 
) est d�e�ni �a
une �etape trois.
On obtient un mod�ele extensionnel (S(D); F; G) que l'on notera dor�enavant Di.

Lemme 4.2.3 Dans ce mod�ele 
� = s(h).

Preuve :

1. Montrons que s(h) � 
�.
Pour tout � 2 h on a deux situations possibles.

(a) Il existe �0 2 D tel que ((f�0g; �); �0) 2 p0 et donc � 2 
�.

(b) Sinon on a construit �a une �etape deux une condition de forcing pn telle que
((f�0g; �); �0) 2 pn, pour un �

0 2 D.

2. Montrons que 
� � s(h). Soit � 2 
�.
Le lemme 4.2.1 nous assure l'existence de deux suites :
� = �0�i�1�i � � ��i�l�i � � � avec, pour tout n 2 IN, �n 2 D.
(�x (x)x)� � s(b0) � � � � � s(bn) � � � � avec, pour tout n 2 IN, bn 2 Df .
Ces deux suites sont telles que, pour tout n 2 IN, i(bn+1; �n+1) 2 bn. Choisissons n
tel que le rang de i(bn; �n) soit minimum.
On a i(bn+1; �n+1) 2 bn et rg(i(bn; �n)) � rg(i(bn+1; �n+1)). Il en r�esulte que
i(bn; �n) n'est pas obtenu �a une �etape trois. Sinon rg(i(bn; �n)) > rg(bn) ce qui
implique que rg(i(bn; �n)) > rg(i(bn+1; �n+1)).
Donc i(bn; �n) est d�e�ni �a une �etape deux, ce qui entraine que �n = �m pour un
certain entier m. On a ��i�n = �m et Di j= �m 2 s(h) donc � 2 s(h).

2

Le bon choix de h et p0.

Consid�erons l'ensemble suivant H = f�; �; �; 
n�0; �n�0g.

Soit p0 l'injection partielle de Hf �H dans H d�e�nie par :

p0 = f((f�g; �); �); ((;; �); �); ((f�g; �); 
0); ((;; 
n); 
n+1)n�0;
((;; �); �); ((f�g; �); �0); ((;; �n); �n+1)n�0g.

On �xe un ensemble D d�enombrable tel que D � H et tel que D n Im(p0) est in�ni et
on pose h = f�; 
n�0; �n�0g.

Remarquons que :
p0 satisfait les conditions voulues.
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0 = i(fi(;; �)g; i(;; �)) = i(f�g; �) et �0 = i(fi(;; i(;; �))g; i(;; i(;; �))) = i(f�g; �).

On se place dor�enavant dans le mod�ele Di construit par le forcing pr�ec�edent
�a partir de h et p0.

Lemme 4.2.4 1. � 2 
� = s(h).

2. ��i��i�.

Preuve :

1. La construction par forcing de Di nous donne que s(h) = 
� (lemme 4.2.3), donc
� 2 
�.

2. � = i(f�g; �) et � = i(;; �). On a ; � f�g et ��i� donc ��i�. De plus � = i(;; �)
et puisque ��i� on a ��i�.

2.

Posons d = sf
n�0; �n�0g; b = d [ s(�) et e = d [ s(�).

Notons que d � 
� � b � e, car ��i��i�.

On a dans ainsi Di la situation suivante :

�

�

�

�

�
�

��

�
�

�
�

�
�
�

�

d


� = d [ s(�)

b = d [ s(�)

e = d [ s(�)
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Les inclusions du lemme suivant seront tr�es bientôt remplac�ees par des �egalit�es (lemme
4.2.6) qui nous permettrons de montrer que Di satisfait F1,... et beaucoup d'autres
�equations et in�equations.

Lemme 4.2.5 Soit u 2 Di.

On a : (
�)u �

8>><
>>:

e si � 2 u
b si � 2 u

� si � 2 u
d sinon

, (b)u �

8<
:

e si � 2 u
b si � 2 u

� sinon

et (e)u �

�
e si � 2 u
b sinon

Preuve : Rappelons que (
�)u = f�; 9c�fu i(c; �)2i
g.
Pour tout u 2 Di ; � u et pour tout n 2 IN i(;; 
n) = 
n+12i
 et i(;; �n) = �n+12i
.
Ainsi, dans tous les cas, d � (
�)u.
Il reste �a voir que, suivant les cas, � et/ou � et/ou � sont �egalement dans (
)u.

1. Supposons que � 2 u.
Montrons que � 2 (
�)u.
En e�et f�g � u et i(f�g; �) = �02i
.
Donc � 2 (
�)u.

2. Supposons que � 2 u.
Montrons que � 2 (
�)u.
En e�et f�g � u et i(f�g; �) = 
0 2 
�. Donc � 2 (
�)u.

3. Supposons que � 2 u.
Montrons que � 2 (
�)u.
En e�et f�g � u et i(f�g; �) = � 2 
�. Donc � 2 (
�)u.

Par croissance on sait que, pour tout u 2 Di, (b)u � (
�)u et (e)u � (b)u. Les seuls
points qui restent �a v�eri�er sont :
� 2 (b)u et � 2 (e)u ceci pour tout u 2 Di.
Ces deux points d�ecoulent imm�ediatement du fait que � = i(;; �) 2 b et � = i(;; �) 2 e.
2

Lemme 4.2.6 Soit u 2 Di.

On a (
�)u =

8>><
>>:

e si � 2 u
b si � 2 u et � =2 u

� si � 2 u et � =2 u
d sinon

, (b)u =

8<
:

e si � 2 u
b si � 2 u et � =2 u

� sinon

et (e)u =

�
e si � 2 u
b sinon
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Remarque : pour suivre l'intuition donn�ee par les syst�eme de tests introduits au d�ebut
de ce chapitre page 96 on peut v�eri�er qu'en plus des �egalit�es du lemme on a :

(d)u =

8<
:

e si � 2 u
b si � 2 u et � =2 u
d sinon

C'est un exercice facile (et partiellement r�esolu dans la d�emonstration du lemme). On
ne d�emontre pas ce fait ici car il est inutile dans la suite.

Preuve du lemme : Il su�t de montrer les points suivants :
(e)u � e si � 2 u;
(b)u � b si � 2 u et � =2 u;
(
�)u � 
� si � 2 u et � =2 u;
(
�)u � d si � =2 u.

Toutes les autres inclusions se d�eduisent alors en utilisant la croissance et le lemme pr�ec�e-
dent.

1. Supposons que � 2 u. Montrons que (e)u � e.
Soit � 2 (e)u, on a c�fu tel que i(c; �) 2 e.

(a) i(c; �)�i� = i(;; �). Alors ��i��i� donc � 2 e.

(b) i(c; �)�i
0 = i(f�g; �). Alors ��i��i� donc � 2 e.

(c) i(c; �)�i�0 = i(f�g; �). Alors ��i� donc � 2 e.

(d) i(c; �)�i
n+1 = i(;; 
n). Alors ��i
n donc � 2 e.

(e) i(c; �)�i�n+1 = i(;; �n). Alors ��i�n donc � 2 e.

2. Supposons que � 2 u et � =2 u.
Montrons que (b)u � b.
Soit � 2 (b)u, on a c�fu tel que i(c; �) 2 b.

(a) i(c; �)�i� = i(f�g; �). Alors ��i��i� donc � 2 b.

(b) i(c; �)�i
0. Alors ��i� donc � 2 b.

(c) i(c; �)�i�0. Alors sf�g � s(c) ce qui est impossible car ceci entraine que � 2 u.

(d) i(c; �)�i
n+1. Alors ��i
n donc � 2 b.

(e) i(c; �)�i�n+1. Alors ��i�n donc � 2 b.

3. Supposons que � 2 u et � =2 u.
Montrons que (
�)u � 
�.
Soit � 2 (
�)u, on a c�fu tel que i(c; �)2i
.

(a) i(c; �)�i�. Alors sf�g � s(c) et ��i� donc �2i
.
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(b) i(c; �)�i
0. Alors sf�g � s(c) ce qui est impossible car ceci entraine que
� 2 u.

(c) i(c; �)�i�0. Alors sf�g � s(c) ce qui est impossible car ceci entraine que � 2 u.

(d) i(c; �)�i
n+1. Alors ��i
n donc �2i
.

(e) i(c; �)�i�n+1. Alors ��i�n donc �2i
.

4. En�n montrons que si � =2 u alors (
�)u � d.
Soit � 2 (
�)u, on a c�fu tel que i(c; �)2i
. Dans ce cas on ne peut pas avoir
f�g inclus dans u et donc i(c; �) ne peut être plus petit que les �el�ements �, 
0 et
�0. Donc forc�ement i(c; �) est plus petit que 
n+1 ou �n+1, pour un certain entier
n, ce qui entraine que � est plus petit que 
n ou �n.

2

De ce lemme on d�eduit imm�ediatement les trois corollaires suivants :

Corollaire 4.2.7 Si � 2 u alors (
�)u = (b)u = (e)u.

Corollaire 4.2.8 ((
)�x 
)� = b et ((
)�x �y 
)� = e

Posons b � (
)�x 
 et e � (
)�x �y 
 (ainsi b = b� et e = e�).

Corollaire 4.2.9 Di j= F1 �a savoir :
f� = I; (
)
 = 
; (b)
 = 
; (
)b = b; (b)b = b; (b)�x �y 
 = e;

(e)
 = b; b 6= 
g.

Il nous reste maintenant �a donner deux termes T1 et T2 qui sont �egalis�es dans Di et qui
seront distingu�es dans tous les mod�eles stables satisfaisant F1.
Pratiquement on ce sert du fait que l'on a :


�; �x 
� � b

Ceci d�ecoule du lemme suivant et du fait que 
� et �x 
� sont incomparables dans Di.

Lemme 4.2.10 On a dans Di �x 
� � b.

Preuve On a �x 
� = fi(a; �); � 2 
�g. Or i(a; �)�i(;; �) ceci pour tout � 2 D. Donc
�x 
� = s(fi(;; �); � 2 
�g) = s(f�; 
n�1; �n�1g. En e�et si on a 
0 = i(f�g; �)�ii(;; �)
avec � 2 
� alors ��i� ce qui entraine que � 2 
� ce qui est faux (idem pour �0).
Et on v�eri�e facilement que �; 
n+1 et �n+1 sont dans �x 
�. Ainsi �x 
� � b. 2

Consid�erons les deux termes suivants :
T1 = �x (b)(x)�x 
 (x)b
T2 = �x (
)(x)b.
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Lemme 4.2.11 Di j= T1 = T2.

Preuve : Montrons que pour tout g 2 Di (T1
�)g = (T2

�)g.
(T1

�)g = (b)(g)�x 
�(g)b et (T2
�)g = (
�)(g)b.

Du fait que �x 
� � b on a (g)�x 
� � (g)b.
On utilise dans la suite cette derni�ere remarque et le lemme 4.2.6.

Si � =2 (g)�x 
� alors (b)(g)�x 
� = 
�. Ainsi dans ce cas on a :
(T1

�)g = (b)(g)�x 
� (g)b = (
�)(g)b = (T2
�)g.

Si � 2 (g)�x 
� alors d'une part � 2 (g)b et d'autre part (b)(g)�x 
� = b ou e.
Alors (T1

�)g = (b)(g)�x 
� (g)b = (b)(g)b ou (e)g(b) ce qui est �egal �a (
�)(g)b d'apr�es le
corollaire 4.2.7.
Ainsi (T1

�)g = (
�)(g)b = (T2
�)g.

2

On dispose maintenant de ce qu'il faut pour montrer les th�eor�eme d'incompl�etude.
Pour pr�eciser un peu ce qui ce passe dans Di, il est facile de voir que dans ce mod�ele on
a la situation suivante :


� �x 
� �x�y 
�

b

e

�
�
�

�
�

�
�
��

@
@
@
@
@

@
@
@
@
@
@
@
@
@@

4.3 L'incompl�etude stable

Ce paragraphe est constitu�e uniquement de la d�emonstration du th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 4.3.1 Aucun mod�ele stable ne satisfait F1 [ fT1 = T2g.

Preuve : Soit D un DI-domaine r�e
exif qui satisfait F1 (o�u F1 est d�e�ni comme en 4.1).
Nous montrons que D j= T1 6= T2.

Posons, comme dans la section 4.2, b = ((
)�x 
)�.
Les deux cas suivants sont possibles �a priori et nous les distinguons :

1. Supposons que �x 
� et b sont incompatibles dans D.
Alors il existe deux compacts incompatibles k1; k2 de D tels que : k1�b, k2��x 
�.
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La fonction g1 de D dans D d�e�nie par :

g1(x) =

8<
:

�x�y 
� si x � k2

� si x � k1
? sinon

est stable.

Soit ĝ1 le code de la fonction g1 dans D.
Alors ((T1)ĝ1)

� = (b)g1(�x 
�)g1(b) = ((b)�x�y 
�)
� = (e)b=b.
Et ((T2)ĝ1)

� = (
�)g1(b) = (
�)
� = 
�.
Puisque D mod�elise F1 on a b6=
� et donc D j= T1 6= T2.

2. Supposons que �x 
� et b sont compatibles dans D.
Commen�cons par remarquer que (
�)? < 
� car cette propri�et�e est vraie dans
tout mod�ele stable extensionnel satisfaisant (
)
 = 
 6= (
)�x 
 (voir la d�emon-
stration page 84 du th�eor�eme 3.2.1).
Le fait que �x 
� et b soient compatibles signi�e l'existence d'un �el�ement u de D
tel que �x 
�; b �u. On en d�eduit que F (b)�sF (u) et puisque ? � 
� on a :
(b)? = F (b)(?) = F (u)(?) ^ F (b)
� = (u)? ^ (b)
.
Or �x 
� � u entraine que 
� � (u)? et puisque D satisfait F1 on a (b)
 = 
 et
donc :
(b)? = 
� 6= (
�)? (1).

Remarquons que l'on ne peut pas avoir �x 
�Db. En e�et cette in�egalit�e entraine
que 
=D(�x 
)b�D(b)b=Db. Ainsi on obtiendrait que 
; �x 
�Db contrairement
au fait que 
 et �x 
 ont des interpr�etations incompatibles dans D.
De plus, du fait que (b)b=Db et b6=D
, on d�eduit que �x 
6=Db.

Ainsi il existe un compact k de D tel que : k��x 
 et k�b.
Consid�erons la fonction stable g2 de D dans D d�e�nie par :

g2(x) =

�
b si x � k
? sinon

Soit ĝ2 le code de la fonction g2 dans D.
Alors ((T1)ĝ2)

� = (b)g2(�x 
�)g2(b) = (b)b? = (b)?.
Et ((T2)ĝ2)

� = (
�)g2(b) = (
�)?.
Donc, en utilisant (1), D j= T1 6= T2.

2

Remarque : Il est facile de montrer que si D est un i-mod�ele stable, c'est �a dire un
mod�ele engendr�e par un ensemble coh�erent (D; à ) et un isomorphisme d'espace coh�erent
i de Dc �D dans D, alors on est toujours dans le premier cas (celui ou �x 
� et b sont
incompatibles).



4.4 L'incompl�etude fortement stable 109

4.4 L'incompl�etude fortement stable

Le cadre le plus g�en�eral dans lequel est d�e�ni la forte stabilit�e est celui des DI-domaines
avec coh�erence (voir page 41).
On travaille maintenant avec un DIC r�e
exif (D; C).
Pour adapter la d�emonstration du th�eor�eme 4.3.1 de la section pr�ec�edente dans le cadre
des DIC r�e
exifs il su�t de montrer que les fonctions g1 et g2 sont fortement stables.
La fonction g2 l'est car c'est une fonction en estrade (voir le premier exemple de la page
42).
Un probl�eme apparait pour la fonction g1.
En e�et g1 peut envoyer A 2 C sur f
�; �x �y 
�g ou f?�;
�; �x �y 
�g qui ne sont
pas forc�ement dans C.
Evidemment ceci ne constitue pas une impossibilit�e de d�emontrer l'incompl�etude forte-
ment stable dans le cadre g�en�eral des DIC r�e
exifs. Cela sugg�ere le fait qu'il vaudrait
mieux employer des fonctions en estrade, dont on sait qu'elles sont fortement stables
dans tous les DIC. C'est une restiction forte qui ne laisse qu'une marge de man�uvre
tr�es restreintre. Ce travail reste �a faire.

On a vu dans l'exemple 2.6.6 que si on consid�ere des hypercoh�erences H1 et H2 et des
compacts h; k de D(H1) tels que fh; kg =2 C(H1) et c; d 2 D(H2) alors la fonction g de
D(H1) dans D(H2) d�e�nie par :

g(x) =

8<
:

c si x � h;
d si x � k;
; sinon:

est fortement stable.

On peut montrer que, dans tout i-mod�ele fortement stable satisfaisant F1, on a :
f�x 
�; ((
)�x 
)�g hors de la coh�erence.
Ceci nous permettra de montrer que dans ce cadre la fonction g1 est fortement stable.

Commen�cons par donner un lemme, valable pour tout DIC.

Lemme 4.4.1 Soient (D; C) un DIC et u; v 2 D.
Si fu; vg =2 C alors :

� u et v sont incompatibles.

� il existe dans D deux compacts k1 et k2 tels que k1 � u, k2 � v et fk1; k2g =2 C.

Preuve :

� si u; v � w alors fu; vg v fwg 2 C ce qui entraine que fu; vg 2 C.

� Rappelons que K(u) d�esigne l'ensemble des compacts inf�erieurs �a u.
On est dans un domaine alg�ebrique donc, u =

F
K(u), v =

F
K(v) et K(u); K(v)

sont des ensembles �ltrants dans D.
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Si, pour tout couple (k1; k2) 2 K(u) � K(v), on a fk1; k2g 2 C alors, d'apr�es la
d�e�nition d'une coh�erence acceptable, fu; vg 2 C contrairement �a l'hypoth�ese.

2.

Le reste de cette section est la d�emonstration du th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 4.4.2 Aucun i-mod�ele fortement stable ne satisfait F1 [ fT1 = T2g.

Preuve Nous montrons que si un i-mod�ele fortement stable ((D(H); C(H)); i), que l'on
note D, satisfait F1 alors D j= T1 6= T2. Remarquons que si D satisfait F alors ce mod�ele
est extensionnel donc i est un isomorphisme.

Montrons que fb; �x 
�Dg =2 C(H) o�u b = ((
)�x 
)�.
Rappelons que pour tout �2i
, i(;; �)2i�x 
.
De plus, puisque (b)
 =D 
 on a, pour tout �2i
, l'existence d'un h�f
 tel que
i(h; �)2ib.
Il existe un �02i
 tel que l'on ait h0�i
, h0 6= ; et i(h0; �0)2ib. Sinon, pour tout �2i
,
on a i(;; �)2ib et donc �x 
�Db ce qui est contradictoire avec le fait que D satisfasse F1

(voir la d�emonstration du th�eor�eme de la section pr�ec�edente).
Ainsi l'ensemble u = fi(;; �0); i(h; �0)g� f�x 
�D; bg.
Et u = i�(v) avec v = f(;; �0); (h; �0)g.
On a (v)1 = f;; h0g v fh0g donc (v)1 2 C>1(H) et (v)2 = f�0g =2 �>1. Donc
v =2 �(H �! H) et comme i est un isomorphisme d'hypercoh�erence, i�(v) = u =2 �.
On a exhib�e une multisection �nie et non vide de fb; �x 
�Dg qui n'est pas dans la pr�e-
coh�erence de H, on en d�eduit que fb; �x 
�Dg =2 C(H).

Le lemme 4.4.1 nous dit alors qu'il existe deux compacts k1 et k2 tels que k1�b, k2��x 
�

et fk1; k2g =2 C.
Il en r�esulte que la fonction g1 d�e�nie par :

g1(x) =

8<
:

�x�y 
� si x � k2

� si x � k1
? sinon

est fortement stable (voir l'exemple 2.6.6).

De plus cette fonction s�epare les termes T1 et T2.
2

Noter que l'on a utilis�e le fait que D est un i mod�ele pour montrer que :

1. La fonction g1 est fortement stable;

2. et fb; �x 
�g =2 C(H).



Conclusion

Cette th�ese est une contribution �a l'�etude des �-th�eories atteintes par trois classes de
mod�eles du �-calculs : les mod�eles continus, stables et fortement stables. Plus pr�ecis�e-
ment on �etablit l'incompl�etude de la classe des mod�eles continus (resp. stables) et de la
classe des i-mod�eles fortement stables en montrant que ces trois classes sont incompara-
bles au niveau des th�eories �equationnelles.

Le probl�eme de l'incomparabilit�e de th�eories

Dans le cadre de P.C.F. on est confront�e �a un probl�eme d'incomparabilit�e �equationnelle
de trois mod�eles particuliers (les mod�eles standards de P.C.F. continu, stable et forte-
ment stable), ce qui ne n�ecessite pas de donner un caract�ere uniforme aux raisonnements
donn�es, il su�t de trouver une �equation satisfaite dans chacun de ces mod�eles et fausse
dans les deux autres.
L'analogue de ces r�esultats d'incomparabilit�e dans le cadre des mod�eles du �-calcul non
typ�e est le probl�eme de la comparaison des th�eories d'un mod�ele continu et de ses ana-
logues stable et fortement stable. Par exemple le mod�ele D1 de Scott et ses analogues
stable et fortement stable ont la même th�eorie, r�esultat �etabli par Gouy dans [33]. Ce
r�esultat con�rme une conjecture de Honsell et Ronchi ennonc�ee dans [36] et con�rme
�egalement la radicale distinction qui existe entre le cas typ�e et le cas non typ�e.
On montre dans cette th�ese que la th�eorie du mod�ele de Park continu ( Pc) est incom-
parable avec la th�eorie de ses analogues stable (Ps) et fortement stable ( Pfs). Quelle
relation existe-t-il entre la th�eorie de Ps et celle de Pfs ? Il n'est pas exclu que la th�eorie
du premier soit strictement incluse dans celle du second. En e�et, l'argument permet-
tant de montrer que la th�eorie du mod�ele de Park continu n'est pas incluse dans celle
de son analogue stable (resp. fortement stable) repose sur la nature di��erente des ordres
consid�er�es sur les fonctions (ordre extensionnel dans le cas continu, ordre de Berry dans
le cas stable et fortement stable), l'ordre de Berry �etant plus contraignant que l'ordre
extensionnel. Il en r�esulte notamment que 
� < (�x 
)� dans le mod�ele continu, alors
que 
� et (�x 
)� sont incomparables dans le mod�ele stable. Or une telle di��erence
n'existe pas entre le mod�ele stable et le mod�ele fortement stable.

Les r�esultats des sections 3.4 et 3.5 donnent le corollaire suivant : il n'existe aucun mod�ele
stable, ni aucun mod�ele continu, dont la th�eorie est comprise entre F , un ensemble
�ni d'�equations et d'in�equations, et T

�0
I
, ou entre Th(Pfs) et T�0

I
. Il est naturel de se

demander si ces deux derni�eres th�eories sont les mêmes ou pas.



112 Conclusion

D'autre part, Honsell et Ronchi ont montr�e dans [37] que la th�eorie du mod�ele de Park
continu, Pc, est strictement incluse dans T�0 .

Le tableau suivant r�esume tout cela (le symbole � signi�e que les th�eories correspon-
dantes sont incomparables) :

Th(Pc) Th(Ps) Th(Pfs) T�0 T
�0
I

F 6� 6� ( 6� (
Th(Pc) � � ( �
Th(Ps) 6� [? �] � (
Th(Pfs) � � [? 6=]
T�0 �

Le probl�eme de l'incompl�etude de classes de mod�eles

Etablir l'incompl�etude d'une classe C de mod�eles revient �a exhiber une �-th�eorie T ou
un mod�ele D tel qu'on puisse extraire de T ou de Th(D) un ensemble F , le plus simple
possible, d'�equations et d'in�equations tel que aucun mod�ele de C ne satisfait F .
Toute la di�cult�e r�eside dans le fait que l'on doit donner des raisonnements valables
pour toute la classe de mod�eles �etudi�ee.

Il est �a noter que les m�ethodes que nous employons relient le probl�eme de l'incompl�etude
�a celui de l'incomparabilit�e au niveau des th�eories (ce que l'on appelle l'incomparabilit�e
�equationnelle) des classes �etudi�ees.

Honsell et Ronchi ont montr�e dans [37] que la classe des mod�eles continus (cpo r�e
exifs)
est incompl�ete en exhibant une th�eorie contextuelle particuli�ere, T�0 , qui n'est la th�eorie
d'aucun mod�ele continu. Ce r�esultat constitue une approche syntaxique de ce probl�eme.

Nous pr�esentons ici une preuve de l'incompl�etude de la classe des mod�eles stables (DI-
domaines r�e
exifs), voir le th�eor�eme 3.2.1. Ceci constitue un r�esultat nouveau et la
m�ethode employ�ee pour y r�epondre est originale. On montre que la th�eorie du mod�ele
de Park fortement stable n'est la th�eorie d'aucun mod�ele stable et d'aucun mod�ele con-
tinu (th�eor�eme 3.3.1) ce qui nous permet d'�etablir s�emantiquement l'incompl�etude des
s�emantiques stable et continue, et donne de plus une distinction �equationnelle entre ces
classes de mod�eles.

Dans les sections 3.4 et 3.5 on renforce ces r�esultats d'incompl�etude en exhibant une �-
th�eorie particuli�ere T

�0
I

, qui a un sens op�erationnel pr�ecis, et qui n'est la th�eorie d'aucun

mod�ele continu et stable. Pour �etablir ce r�esultat on utilise une extension du th�eor�eme
d'approximation de Honsell et Ronchi aux cadres stable et fortement stable (voir l'annexe
A).

Dans le deuxi�eme chapitre on introduit une classe int�eressante de mod�eles du �-calcul :
les i-mod�eles fortement stables. On dispose dor�enavant d'un cadre relativement maniable
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pour parler de mod�eles fortement stables du �-calcul. Plusieurs questions naturelles se
posent d�es lors :

� Cette nouvelle classe de mod�eles est elle incompl�ete?

� Est elle �equationnellement incomparable avec les classes stable et continue?

On montre dans le quatri�eme chapitre que la classe des i-mod�eles fortement stables est
incompl�ete (th�eor�eme 4.4.2). Pour montrer ceci on exhibe un mod�ele continu dont la
th�eorie n'est la th�eorie d'aucun i-mod�ele fortement stable.
Ce mod�ele continu permet de plus d'�etablir l'incompl�etude de la classe des mod�eles sta-
bles sans utiliser la forte stabilit�e.

Les r�esultats de ce dernier chapitre, combin�es �a ceux du troisi�eme chapitre, permettent
d'�etablir que la classe des mod�eles continus est incomparable �equationnellement avec la
classe stable et la classe des i-mod�eles fortement stables.

Des questions naturelles restent ouvertes :

1. Peut on trouver un mod�ele stable dont la th�eorie n'est la th�eorie d'aucun mod�ele
fortement stable? Ceci permettrait de montrer l'incomparabilit�e �equationnelle des
classes stable et fortement stable.

2. La classe des DIC r�e
exifs est elle incompl�ete?

On r�esume tous les r�esultats obtenus ainsi que ces derni�eres questions �a l'aide d'un
tableau.
Appelons Tc (resp. Tic) l'ensemble des th�eories des mod�eles continus (resp. des i-mod�eles
continus). De même nous notons respectivement Ts, Tis, Tfs et Tifs les ensembles des
th�eories des mod�eles stables, des i-mod�eles stables, des mod�eles fortement stables et des
i-mod�eles fortement stables. En�n on note par T l'ensemble des �-th�eories.
Le symbole � signi�e que les classes de th�eories correspondantes sont �equationellement
incomparables (pour l'inclusion).

T Tc Ts Tfs Tifs Tic Tis
T % % ? 6= % % %
Tc � 6= [? �] � � [? 6=] �
Ts 6= [? �] 6= [? �] � � [? 6=]
Tfs � [? 6=] 6= [? �] 6= [? �]
Tifs � 6= [? �]
Tic �

Le mode de lecture de ce tableau est le suivant : Tc $ T .

On a �egalement inclus dans ce tableau les questions concernant la comparaison, au niveau
�equationnel, entre tous les mod�eles d'une classe et les i-mod�eles de cette même classe.
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Il existe, et ce pour les classes continue, stable et fortement stable, des mod�eles qui ne
sont pas des i-mod�eles. On peut dire que d'un point de vue structurel, la classe des
i-mod�eles est moins riche que la classe la plus g�en�erale. Par exemple tous les i-mod�eles
continus sont des treillis ce qui est loin d'être le cas pour tous les CPO r�e
exifs. Mais on
ne sait pas si la classe des th�eories des cpo r�e
exifs est strictement plus grande que celle
des i-mod�eles continus. On a les mêmes questions pour les mod�eles stables et fortement
stables.
Ils serait int�eressant de savoir, dans le cas o�u l'on s'interesse aux th�eories, s'il est vrai-
ment utile de travailler en toute g�en�eralit�e, c'est �a dire en consid�erant les classes les plus
g�en�erales, ou s'il su�t de ne consid�erer que des classes \plus petites" et surtout ne con-
tenant que des objets \simples". Il est �a remarquer que tous les r�esultats d'incompl�etude
et de comparaison obtenus dans cette th�ese l'ont �et�e en utilisant exclusivement des i-
mod�eles (une raison essentielle �a cela est que ces mod�eles sont de loin les plus faciles �a
manipuler).

Le probl�eme des comparaisons structurelles

On entend par propri�et�es structurelles d'une classe de mod�eles les propri�et�es li�ees �a la
structure des domaines des mod�eles de la classe consid�er�ee.
Jiang a montr�e que la s�emantique continue (ici les domaines de Scott r�e
exifs) est in-
compatible avec l'existence d'une r�etraction universelle [38]. Ceci provient de l'existence
d'une chaine in�nie dense dans les mod�eles de Scott r�e
exifs. Par contre tout DI-domaine
r�e
exif satisfait l'existence d'une in�nit�e de r�etractions universelles, et on montre dans
la derni�ere section du second chapitre qu'il en est de même pour tous les i-mod�eles forte-
ment stables. Il serait int�eressant de g�en�eraliser ce r�esultat �a tous les DIC r�e
exifs. La
d�emonstration donn�ee dans le cadre des i-mod�eles fortement stables utilise fortement
les propri�et�es structurelle de ces mod�eles (entre autre que ce sont des domaine qualitat-
ifs). Une premi�ere �etape naturelle serait de montrer que tout domaine qualitatif avec
coh�erence r�e
exif admet une in�nit�e de r�etractions universelles.

En�n on donne dans l'annexe B un crit�ere d'isomorphisme applicatif entre i-mod�eles
fortement stables. On montre que si deux paires hypercoh�erentes sont iH-isomorphes
alors les mod�eles engendr�es sont fortement isomorphes, ce qui est a priori plus fort que
simplement applicativement isomorphes.
Dans le cas des i-mod�eles stables les notions d'isomorphisme fort (c'est �a dire ici un
isomorphisme applicatif qui est stable et dont l'inverse est stable) et d'isomorphisme
applicatif sont �equivalentes. Ceci vient du fait que l'on peut exprimer dans la logique
du premier ordre sur le langage L = f�g (o�u � repr�esente l'application) le fait que deux
�el�ements sont compatibles.
On ne sait pas si dans le cadre des i-mod�eles fortement stables il existe, pour tout entier
n, une formule (du premier ordre sur L) exprimant le fait que n �el�ements sont dans la
coh�erence. Ceci parait di�cile car on a une relative libert�e sur le choix de la coh�erence,
notamment il y a des ensembles non major�es qui sont dans la coh�erence.
De ceci d�ecoulent deux questions qui sont actuellement ouvertes :

1. Peut on trouver un isomorphisme applicatif � entre deux i-mod�eles fortement sta-
bles tel que � ne soit pas fortement stable? Ceci impliquerait la non d�e�nissabilit�e
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au premier ordre sur L de l'appartenance �a la coh�erence.

2. Peut on adapter au cadre fortement stable les preuve donn�ees par Kerth dans [42]
de l'existence de 2@0 mod�eles de graphes et de 2@0 i-mod�eles stables non �equation-
nellement �equivalents?
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Appendix A

La propri�et�e d'approximation

On �etend l'utilisation du th�eor�eme d'approximation de Honsell et Ronchi �a une large
classe de mod�eles. Ceci nous permettra d'utiliser un th�eor�eme d'approximation dans les
cadres stable et fortement stable.

La notion d'approximation que nous pr�esentons ci-dessous a �et�e introduite par Honsell
et Ronchi [37] dans le cadre de la s�emantique continue, mais s'�etend naturellement �a une
c.c.c. r�eguli�ere quelconque. Elle convient �a une classe tr�es large de mod�eles, en partic-
ulier �a des mod�eles non sensibles (comme le mod�ele de Park), pour lesquels le th�eor�eme
d'approximation standard de Wadsworth [69, 70] n'est pas utilisable.
Nous pr�esentons ici la relecture de cette notion donn�ee dans [32].

Ajoutons une constante c0 au langage du �-calcul et consid�erons le calcul induit par la
�-r�eduction sur �(c0). L'ensemble A des termes �-normaux de �(c0) est d�e�ni induc-
tivement par les clauses suivantes :

� c0 2 A ;

� x 2 A pour toute variable x ;

� si u1; � � � ; uk 2 A alors �x1 � � ��xn (x)u1 � � �uk 2 A,

et �x1 � � ��xn (c0)u1 � � �uk 2 A.

Nous appellerons ces termes des approximants.

Soit maintenant t 2 �. L'approximant direct de t est le terme t0 de A obtenu en
rempla�cant dans t chaque redex (�x q)r par ((c0)�x q)r. Il permet de voir canoniquement
t comme un terme normal.
L'ensemble des formes normales approch�ees de t, not�e AF (t), est l'ensemble des approx-
imants directs de t et de ses �-r�eduits :

AF (t) = ft00 ; t � t0g:

Soit D un mod�ele r�egulier. Pour d�eterminer l'interpr�etation des �el�ements de A dans D,
il su�t de �xer l'interpr�etation p0 de c0 dans D. On pose alors AFp0(t)

�
�x = fu��x ; u 2

AF (t)g, pour t 2 � et �x � V l(t). En particulier si t 2 �0, AFp0(t)
� = fu� ; u 2 AF (t)g.
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D�e�nition A.0.3 Un mod�ele D satisfait la propri�et�e d'approximation si on peut y inter-
pr�eter c0 par p0 < �x x de telle sorte que AFp0(t)

�
�a=�x est �ltrant et t[�a=�x]

� = tAFp0(t)
�
�a=�x,

pour tout t[�x] et tout �a 2 Dl(�x).

Nous pr�esentons maintenant une classe de mod�eles r�eguliers qui satisfont la propri�et�e
d'approximation : les mod�eles strati��es.

D�e�nition A.0.4 Soit D un mod�ele r�egulier.
(i) Une projection de D sur D est un �el�ement � de D ) D tel que � � � = � et � � id ;
en particulier �(?) = ?.
(ii) Une projection de D est un �el�ement p de D tel que p �D �x x et p � p = p, o�u a � b
est par d�e�nition �z (a)(b)z.

Il est facile de v�eri�er que les projections de D sont exactement les �el�ements de D de
la forme G(�), o�u � est une projection de D sur D (p �etant donn�e, � est l'application
x; (p)x). Noter que p =D �x (p)x et que (p)? =D ?.

D�e�nition A.0.5 Un mod�ele r�egulier (D; F; G) est strati��e, s'il existe une suite de pro-
jections (pn)n2! de D, v�eri�ant :

� pn �D pn+1, pour tout n ;

� tpn =D �x x ;

� ((pn+1)a)b = (pn)(a)(pn)b.

Pour montrer que tout mod�ele strati��e satisfait la propri�et�e d'approximation, nous util-
isons un �-calcul �etendu, le �-calcul �etiquet�e, d�e�ni comme suit :

On se donne un ensemble de constantes C = fcngn2!, les �etiquettes. L'ensemble �e

des termes �etiquet�es est le sous-ensemble de �(C) d�e�ni par induction de la mani�ere
suivante :
x 2 �e, pour toute variable x,
u; v 2 �e ) (cn)u; (cn)�x u et (u)v 2 �e.

Remarques
1. �e ne contient aucun cn ni aucun terme commen�cant par �.
2. Tout terme �etiquet�e est �-normal.
3. �e est clos par substitution d'un terme de �e �a une variable libre.

D�e�nition A.0.6
(i) Un 
-redex est un terme de la forme ((cn+1)�x u)v, son r�eduit �etant (cn)u[(cn)v=x] ;
(ii) Un �-redex est un terme de la forme (cn)(cm)u, son r�eduit �etant (cp)u, o�u p =
min(n;m).

Il est facile de v�eri�er que �e est clos par 
- et �-r�eductions. On appelle �-calcul �etiquet�e
le calcul sur �e engendr�e par les 
- et �-r�eductions.
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Th�eor�eme A.0.7 Le �-calcul �etiquet�e est fortement normalisable et Church-Rosser.

Un th�eor�eme analogue est d�emontr�e dans [8] ch. 14 pour une extension de ce calcul.
Mais il est imm�ediat de v�eri�er que le calcul �etiquet�e d�e�ni ci-dessus y est stable, ce qui
assure le r�esultat.

A chaque terme t de �e, on peut associer un terme ~t de � en \oubliant" les �etiquettes ;
plus pr�ecisement, on d�e�nit par induction sur les termes �etiquet�es, une surjection o de
�e dans � �a l'aide des clauses suivantes :
o(x) = x pour chaque variable x,
o((cn)u) = ~u,
o((u)v) = (~u)~v,
o((cn)�x u) = �x ~u.

R�eciproquement, �a chaque terme t de � on peut associer l'ensemble E(t) des termes
u 2 �e, �-normaux, tels que ~u = t. On a donc E(t) = fu 2 �e; u �-normal; ~u = tg, et il
est facile de v�eri�er que :

E(x) = fx; (cn)xg ; E((u)v) = f(w)s; (cn)(w)s ; w 2 E(u); s 2 E(v)g ; et
E(�x u) = f(cn)�x w ; w 2 E(u)g.

Soit maintenant (D; pn) un mod�ele strati��e. L'interpr�etation canonique des cn dans D
consiste �a prendre c�n = pn. Dans la suite, nous supposerons toujours que les cn sont
interpr�et�es de cette fa�con. On abr�ege alors la notation AFp0(t)

�
�x en AF (t)��x, et on pose

E(t)��x = fu��x ; u 2 E(t)g, pour tout t 2 � et �x � V l(t).

Proposition A.0.8 Soit (D; pn) un mod�ele strati��e. Alors :
(i) D est un mod�ele du �-calcul �etiquet�e, c'est-�a-dire qu'il �ecrase la 
- et la �-r�eduction.
(ii) E(t) est �ltrant pour �D et t��x = tE(t)��x dans D

l(�x) ) D (pour �x � V l(t) quelconque).

Preuve (i) C'est une cons�equence imm�ediate de la strati�cation.
(ii) La croissance de la suite (pn) et le fait que la relation �D passe au contexte assurent
que pour tout t 2 �, l'ensemble E(t) est �ltrant pour �D.
Montrons, par induction sur t[�x], que pour tout �a 2 Dl(�x); t[�a=�x]� = tfu[�a=�x]� ; u 2
E(t)g. Nous noterons E(t)��a=�x ce dernier ensemble et nous abr�egerons parfois t[�a=�x]

� en

t[]�. Rappelons d'autre part que (a)b est une abr�eviation pour (F (a))(b).

1. t � xi On a E(t) = f(cn)xig et E(t)
�
�a=�x = f(pn)aig.

D'o�u tE(t)��a=�x = t(pn)ai = (tpn)ai = ai (car F est continue et tpn = id).

2. t � (u)v Alors E(t) = f(w)s; (cn)(w)s ; w 2 E(u); s 2 E(v)g et
E(t)��a=�x = f(w[]�)s[]�; (pn)(w[]�)s[]� ; w 2 E(u); s 2 E(v)g.

De plus tE(t)��a=�x = (tE(u)��a=�x) t E(v)
�
�a=�x (car F est continue et tpn = id) ;

comme on a u[]� = tE(u)��a=�x et v[]
� = tE(v)��a=�x par hypoth�ese d'induction, on en

d�eduit t[]� = tE(t)��a=�x.
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3. t � �x u Alors E(t) = f(cn)�x w ; w 2 E(u)g et
E(t)��a=�x = f(pn)G(b; w[b=y; �a=�x]� ; w 2 E(u)g.

Comme F; G sont continues, et que tpn = id, on a tE(t)��a=�x = G(tA�a), o�u A�a est

fb; w[b=y; �a=�x]� ; w 2 E(u)g.
De plus A�a est �ltrant dans D ) D. En e�et, E(u) est �ltrant pour �D, ce qui
signi�e que f(b; �a) ; w[b=y; �a=�x]� ; w 2 E(u)g est �ltrant dans Dn+1 ) D ; il
en est de même pour A�a qui s'obtient �a partir de l'ensemble pr�ec�edent en �xant
�a. Mais, le sup de A�a est le sup extensionnel puisqu'on travaille dans une c.c.c.
r�eguli�ere. Ce sup est donc b ; tfw[b=y; �a=�x]� ; w 2 E(u)g. Or, par hypoth�ese
d'induction tfw[b=y; �a=�x]� ; w 2 E(u)g = u[b=y; �a=�x]� ; on en d�eduit t[]� =
tE(t)��a=�x.

2

Lemme A.0.9
(i) ((c0)�x u)v �D (c0)u[(c0)v=x] �D u[(c0)v=x], pour tous u; v dans �(D [ fc0g).
(ii) Soient t; s 2 � tels que t �0 s. Alors t0 �D s0, o�u t0 et s0 sont les approximants
directs de t et s.

Preuve (i) On a ((c0)�x u)v �D ((c1)�x u)v =D (c0)u[(c0)v=x] �D u[(c0)v=x], par
strati�cation.
(ii) Il existe un contexte C[ ] et des termes q; r tels que :

t = C[(�x q)r] et s = C[q[r=x]]:

De plus t0 = C0[((c0)�x q0)r0]. Notons q
0
0 l'approximant direct de q[r=x].

� Si r n'est pas une abstraction on a q00 = q0[r0=x].

� Sinon, q00 = q0[(c0)r0=x
f ; r0=x

a], o�u xf d�esigne les occurrences fonctionnelles de x
dans q (i.e. celles pr�ec�ed�ees de \("), et xa les autres.

Dans les deux cas on a q0[(c0)r0=x] �D q00. D'autre part on a C0[q
0
0] = s0, si q[r=x] ne

cr�ee pas de redex dans s, et C0[(c0)q
0
0] = s0 sinon. Comme t0 = C0[((c0)�x q0)r0] �D

C0[(c0)q0[(c0)r0=x]] �D C0[q0[(c0)r0=x]] (d'apr�es (i)), on en d�eduit t0 �D s0.
2

La propri�et�e de Church-Rosser implique que l'ensemble AF (t)��a=�x est �ltrant, pour tout

t 2 � et �a 2 Dl(�x). De plus il est clair que tAF (t)��a=�x �D t[�a=�x]
�, puisque t0 �D t quelque

soit t.

Proposition A.0.10 Tout mod�ele strati��e satisfait la propri�et�e d'approximation.

Preuve On a t[�a=�x]� = tE(t)��a=�x ; d'apr�es ce qui pr�ec�ede, il su�t donc de montrer que

tE(t)��a=�x �D tAF (t)
�
�a=�x.

Soit donc u 2 E(t) et v sa 
�-forme normale. Si cn �gure dans un sous-terme de v
de la forme ((cn)�x q)r, n�ecessairement n = 0 puisque v est normal. Soit v0 le terme
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obtenu en supprimant dans v toutes les �etiquettes di��erentes de ces c0. Il est clair que
u =D v �D v0 ; de plus v0 2 AF (t). En e�et la 
-r�eduction de u �a v dans �e se mime en
une �-r�eduction de t �a t0 dans � ; il est alors clair que (t0)0 = v0.
2

Il est facile de v�eri�er que les mod�eles Ps et Pfs utilis�es dans le troisi�eme chapitre sont
strati��es : il su�t de prendre pn = fi(f�g; �); � 2 Dng.
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Appendix B

Isomorphismes entre i-mod�eles

fortement stables

Schellinx a montr�e dans [60] que deux mod�eles de graphes D(D1;i1) et D(D2;i2) sont ap-
plicativement isomorphes si et seulement si les paires (D1; i1); (D2; i2) sont i-isomorphes.
Pr�ecisons que (D1; i1); (D2; i2) sont i-isomorphes s'il existe � une bijection de D1 dans
D2 telle que : �i1(a; �) = i2(�

�(a); �(�)).
Et rappelons que deux i-mod�eles, (D1; F1; G1) et (D2; F2; G2), sont applicativement iso-
morphes s'il existe une bijection � de D1 vers D2 telle que �(F1(u)(v)) = F2(�(u))(�(v))
pour tous u; v 2 D1.

Pour �etablir ce r�esultat on utilise le fait que l'ordre des mod�eles de graphes est d�e�nissable
par une formule de la logique du premier ordre �a partir de l'application, r�esultat montr�e
par Betke.
Plotkin [57] a montr�e que dans tout CPO r�e
exif, l'ordre est d�e�nissable par une formule
de la logique du premier ordre �a partir de l'application. La d�emonstration utilise les
propri�et�es de la topologie de Scott et le fait que l'ordre de ces mod�eles est extensionnel. Ce
r�esultat tr�es g�en�eral ne s'adapte pas au cadre des DI-domaines r�e
exifs car les fonctions
utilis�ees ne sont pas stables. On trouve dans [39] le fait que, dans la classe des analogues
stables des mod�eles de Scott et d'Engeler, l'ordre est �egalement d�e�nissable et l'auteur
en d�eduit un crit�ere d'isomorphisme pour ces mod�eles.
Dans [44] la d�e�nissabilit�e de l'ordre est �etendu �a la classe de tous les DI-domaines
r�e
�exifs et un crit�ere d'isomorphisme pour les i-mod�eles stables, l'analogue stable du
crit�ere de Schellinx, en est d�eduit.
Nous montrons ici l'analogue de ces r�esultats pour la classe des i-mod�eles fortement
stables.

B.1 D�e�nissabilit�e de l'ordre dans les DIC

On dit que l'ordre est d�e�nissable �a partir de l'application quand l'ordre de chaque mod-
�ele de la classe de mod�eles consid�er�ee est d�e�nissable, et ce de fa�con uniforme, dans la
logique du premier ordre sur le langage L = f�g qui ne comporte qu'un symbole de
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fonction binaire.

Kerth a donn�e une d�emonstration de la d�e�nissabilit�e de l'ordre dans les domaines de
Scott r�e
exifs. Ceci est un r�esultat moins g�en�eral que celui de Plotkin mais sa d�emon-
stration s'adapte tr�es facilement au cadre des DI-domaines r�e
exifs. En fait on remarque
ici que nous pouvons �egalement adapter cette d�emonstration aux DI-domaines avec co-
h�erence r�e
exifs. Nous renvoyons a [44] pour les d�emonstrations manquantes.

Th�eor�eme B.1.1 Il existe une formule LESS(x; y) de la logique du premier ordre et
du langage L = f�g ne comportant qu'un symbole de fonction binaire, telle que dans tout
DI-domaine avec coh�erence r�e
exif D 6= f?g :
D j= Less(u; v), u � v.

Preuve : La d�emonstration donn�ee dans [44] p. 37-38 est valable sans aucune modi�ca-
tion dans le cadre des DIC et nous l'esquissons plus bas. La seule chose �a v�eri�er en plus
est la forte stabilit�e des fonctions utilis�ees dans cette preuve .

Rappelons d'abord la formule LESS(x; y). On note s1Eis2 la relation i � s1 � s2 = s1 o�u
i est une variable et s1; s2 des termes.

LESS(x; y) := 9i(�(i)^xEiy) o�u � est la conjonctions des formules �1; �2; �3 suivantes :

�1(i) := 8x; y(xEix ^ i � x � y = i � y � x)

�2(i) := 8x; y; z(xEiy ) (z � x)Ei(z � y))

�3(i) := 9b(8x bEix ^ 8z9t8x((xEiz ) t � x = b) ^ (x5
i
z ) t � x = z))).

Donnons une id�ee de la preuve :
()) On consid�ere pour i le code de la fonction Inf de D2 vers D qui �a deux �el�ements
a; b associe leur inf a ^ b. Il est clair que i satisfait �1 et �2 par monotonicit�e.
Pour montrer que i satisfait �3 on consid�ere b = ?. Alors u � v , D j= Less(u; v).

(() Le but est de montrer que la relation d�e�nit par la formule LESS ne peut être que
� ou � et �a �eliminer ce dernier cas. Dans cette partie de la d�emonstration les seules
fonctions utilis�ees sont, en plus de la fonction inf , des fonctions en estrade, fc;w1;w2.

V�eri�ons que toutes les fonctions utilis�ees sont bien fortement stables.

Soit (D; C) un DI-domaine avec coh�erence.

1. La fonction Inf de D2 vers D est d�e�nie par
V
(x; y) = x ^ y. Il est bien connu

que cette fonction est stable.
Soit A = fa1; � � �ang 2 C

2. Pour tout i � n, ai 2 D
2 et on identi�e ai avec (bi; ci)

o�u bi; ci 2 D.
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Alors inf �(A) = fb1 ^ c1; � � � bn ^ cng v fb1; � � � bng = (A)1 2 C par d�e�nition de la
coh�erence produit.
Et il est �evident que Inf(uA) = uInf �(A).

2. Soient c 2 Dc et w1; w2 2 D tels que w1 � w2. On d�e�nit la fonction fc;w1;w2 de D
vers D par :

fc;w1;w2(x) =

�
w1 si c � x ;
w2 sinon:

Cette fonction est continue car c est compact.
Soit A = fa1; � � � ; ang 2 C. Il est clair que �c;w

�(A) ne peut être que fw1g ou
fw1; w2g ou fw2g. Dans les trois cas on a �c;w

�(A) v fw2g 2 C par d�e�nition de la
coh�erence.
Montrons maintenant que fc;w1;w2(uA) = ufc;w1;w2

�(A).

� Si fc;w1;w2(uA) = w1 alors c � uA donc il existe un i � n tel que c � ai. On
a alors soit ufc;w1;w2

�(A) = ufw1; w2g = w1 soit ufc;w1;w2

�(A) = ufw1g = w1.

� si fc;w1;w2(uA) = w2 alors, pour tout i � n, c � ai ce qui entraine que c � uA.
Ainsi ufc;w1;w2

�(A) = ufw2g = w2.

2

Corollaire B.1.2 Il existe des formules de la logique du premier ordre et du langage
f�g, BOT (x); SUP (x; y; z); Inf(x; y; z); COMPACT (x) et PRIME(x) telles que
pour tout DI-domaine avec coh�erence D 6= f?g,

1. D j= BOT (u), u = ?,

2. D j= SUP (u; v; w), u _ v = w,

3. D j= Inf(u; v; w), u ^ v = w,

4. D j= COMPACT (u), u est compact ,

5. D j= PRIME(x), u est premier .

Preuve :[44] Pour les trois premi�eres formules la traduction de ces notions en formule
de la logique du premier ordre utilisant LESS(x; y) est triviale. Pour la quatri�eme noter
que u est compact si et seulement si �u;u est continue ce qui est �equivalent �a dire que
�u;u est repr�esentable. Il su�t donc d'exprimer qu'il existe un �el�ement e 2 D qui code
�u;u. En�n le lemme 1.3.1 nous dit que u est premier si et seulement si u est compact et
u � c1 _ c2 ) (u � c1 ^ u � c2), avec c1 et c2 des �el�ements compacts quelconques. 2

En�n, rappelons que dans les i-mod�eles fortement stables les �el�ements compacts sont
les �el�ements �nis et que les �el�ements premiers sont les singletons. On a donc dans ces
mod�eles des formules de la logique du premier ordre et du langage f�g d�e�nissant les
�el�ements �nis et les singletons de ces mod�eles.
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B.2 Un crit�ere d'isomorphisme applicatif

On se place maintenant dans le cadre des i-mod�eles fortement stables.

D�e�nition B.2.1 Soient (H1 = (D1;�1); i1), (H2 = (D2;�2); i2) deux paires hyperco-
h�erentes totales.
Les paires (H1; i1) et (H2; i2) sont iH-isomorphes si il existe un isomorphisme d'hypercoh�erence
� de H1 vers H2 tel que, pour tout (d; �) 2 (D1)c �D2 on a �(i1(d; �)) = i2(�

�(d); �(�)).

Cette d�e�nition est l'analogue, pour les paires hypercoh�erentes, de la notion d'i-isomor-
-phisme rappel�ee dans l'introduction de ce chapitre. On rajoute ici une contrainte sur �
en demandant que cette application soit un isomorphisme d'hypercoh�erence.

D�e�nition B.2.2 Deux i-mod�eles fortement stables (D(H1); F1; G1) et (D(H2); F2; G2)
sont fortement isomorphes s'il existe un isomorphisme applicatif � de D(H1) vers
D(H2) tel que � et ��1 soient fortement stables.

Nous pouvons maintenant �enoncer un crit�ere de d'isomorphisme.

Th�eor�eme B.2.3 Soient (H1; i1) et (H2; i2) deux paires hypercoh�erentes totales. Les
i-mod�eles fortement stables, (D(H1); F1; G1) et (D(H2); F2; G2), engendr�es par ces deux
paires sont fortement isomorphes si et seulement si les deux paires hypercoh�erentes sont
iH-isomorphes.

Preuve :()) Appelons � l'isomorphisme applicatif fortement stable existant entre D(H1)
et D(H2).
D'apr�es le corollaire B.1.2, � induit une bijection � entre les singletons et commute avec
tous les sups, �ltrants ou non. Soit �(�) l'unique �0 tel que �(f�g) = f�0g. Il est clair
que i est bien d�e�nie et est une bijection de D1 vers D2 et que i

� commute �egalement
avec tous les sups, �ltrant ou non, donc i� = �.
Montrons que � est un isomorphisme d'hypercoh�erence.
Soit u = f�1; � � � ; �ng 2 �(H1). Alors l'ensemble A = ff�1g; � � � ; f�ngg 2 C(H1) et
puisque � est fortement stable on a ��� = ff�(�1)g; � � � ; f�(�n)gg 2 C(H2) ce qui en-
traine que ��(u) 2 �(H2).
Soit v = f�01; � � � ; �

0
ng 2 �(H2). L'application � �etant une bijection on a u = f�1; � � � ; �ng

tel que ��(u) = v.
L'ensemble B = ff�01g; � � � ; f�

0
ngg 2 C(H2) et puisque ��1 est fortement stable on a

��1�(B) = ff�1g; � � � ; f�ngg 2 C(H1). Ainsi u 2 �(H1).

Il reste �a montrer que i v�eri�e :
i(i1(d; �)) = i2(i

�(d); i(�)) pour tout (d; �) 2 D(H1)c �D1.

On a F2(i
�fi1(d; �)g)(i�(d)) = f�0 2 D2; 9d0 � i�(d) i2(d

0; �0) 2 fi(i1(d; �))gg.
Et, F2(i

�fi1(d; �)g)(i�(d)) = i�(F1(fi1(d; �)g)(d)) car i� est un isomorphisme applicatif
= i�f�g par d�e�nition de F1
= fi(�)g
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Il vient que fi(�)g = f�0 2 D2; 9d
0 � i�(d) i2(d

0; �0) 2 fi(i1(d; �))gg, c'est �a dire
i(i1(d; �)) = i2(d

0; i(�)), pour un d0 � i�(d). Or d0 ( i�(d) n'est pas possible car un
tel d0 satisfait d0 = i�(d0) pour un d0 ( d. Et on obtient la contradiction :
fi(�)g = F2(fi2(d0; i(�))(d0) = F2(fi(i1(d; �))g(d0)

= F2(i
�fi1(d0; �)g)(i(d0))

= i�(F1(i1(d; �))(d0))
= i�(;) = ;

(() Le lemme 2.8.4 nous a�rme que i� est un isomorphisme fortement stable. Il reste
�a montrer que i� est un isomorphisme applicatif.
Soient u; v 2 D(H1).
On a i�(F1(u)(v)) = i�f� 2 D1; 9d � v i1(d; �) 2 ug

= fi(�); 9i�(d) � i�(v) i(i1(d; �)) 2 i�(u)g
= fi(�); 9i�(d) � i�(v) i2(i

�(d); i(�)) 2 i�(u)g
= F2(i

�(u))(i�(v))
2

Kerth a montr�e que si on a deux paires totales coh�erentes (D1; à 1
; i1) et (D2; à 2

; i2) ic-
isomorphes, c'est �a dire qu'il existe � un i-isomorphisme qui est en plus un morphisme
d'espace coh�erent entre ces deux paires, alors les i-mod�eles stables D1 et D2 engendr�es
par ces deux paires sont applicativement isomorphes, voir [44]. Dans le cadre des i-
mod�eles stables on a pas besoin de rajouter en hypoth�ese que l'isomorphisme applicatif
et son inverse sont stables car il existe une formule Coherent(x; y) de la logique du
premier ordre et du langage L = f�g telle que :
pour tout D i-mod�ele stable, D j= Coherent(u; v) ssi u = f�g, v = f�g et �à�.

Grâce �a ce crit�ere Kerth donne une d�emonstration s�emantique de l'existence de 2@0 mod-
�eles stables non applicativement isomorphes, et, en a�nant le crit�ere d'isomorphisme, il
arrive �egalement �a montrer qu'il existe 2@0 mod�eles stables non �equationnellement �equiv-
alants.

Pour pouvoir remplacer la notion d'isomorphisme fort dans le th�eor�eme B.2.3 par la
notion d'isomorphisme applicatif il nous faudrait trouver, pour tout entier n, une for-
mule Hypcoherentn(x1; � � � ; xn) telle que, pour tout (D; C) i-mod�ele fortement stable,
D j= Hypcoherentn(a1; � � � ; an) ssi fa1; � � �ang 2 C.
On ne sais pas s'il existe une telle formule.

En utilisant le th�eor�eme B.2.3 on peut toutefois montrer qu'il existe 2@0 mod�eles forte-
ment stables non fortement �equivalent.

Il reste �a a�ner ce r�esultat en montrant :

1. Il existe 2@0 mod�eles fortement stables non applicativement isomorphes.

2. Il existe 2@0 mod�eles fortement stables non �equationnellement �equivalants.

Ces questions sont actuellement ouvertes.
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Proposition B.2.4 Il existe 2@0 mod�eles fortement stables non fortement �equivalent.

Preuve : Pour tout X � IN on consid�ere la paire hypercoh�erente partielle suivante :
(HX ; IX) avec HX = (IN;P�f (IN)) et IX de graphe f((f0; � � � ; ng; n); n); n 2 Xg. Il est
facile de v�eri�er que IX est bien un morphisme partiel d'hypercoh�erence.

Montrons que si X 6= X 0 alors les paires hypercoh�erentes totales (HX ; IX) et (HX0; IX0),
qui sont respectivement les compl�etions canoniques (voir section 2.10.3) de (HX ; IX) et
(HX0; IX0), ne sont pas iH-isomorphes.
Rappelons que la compl�etion canonique d'une paire partielle ne rajoute pas de nouveaux
cycles (voir la d�e�nition 2.10.8 et [44]).
Soit, par exemple, n0 2 X nX 0.
Supposons que l'on a � un iH-isomorphisme de (HX ; IX) vers (HX0 ; IX0). Alors :
�(IX(f0; � � � ; n0g; n0) = �(IX(f0; � � � ; n0g; n0) = �(n0) = IX0(f�(0); � � � ; �(n0)g; �(n0)).
Et d'apr�es la d�e�nition de IX0 et puisque n0 =2 X 0, il est clair que l'on a pas d'�el�ements
du type ((d; n); n) dans le graphe de IX0 avec ]d = n0+1 et n 2 d. Puisque la compl�etion
ne rajoute pas de cycles on obtient une contradiction.
2
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