
MPRI 2�2 : Domaines. Examen du 8/2/2010Tous do
uments autorisés. Composer les deux parties de l'examen sur des 
opies séparées.Notations et terminiologie. On rappelle que, dans le lambda-
al
ul, (M)N1 · · ·Nn est une nota-tion pour ((· · · (M)N1 · · ·)Nn−1)Nn ; en parti
ulier, pour n = 0, le terme ainsi noté est M . De même,
λx1 · · ·xn M représente λx1 (λx2 · · · (λxn M) · · · ). Etant donné un lambda-terme M et une liste de variables
~x = x1, . . . , xn, on dit que ~x est adaptée à M si ~x est sans répétitions et 
ontient toutes les variables libresde M . Si M est un lambda-terme, on appelle forme normale de tête de M la forme normale de M pour larédu
tion de tête βh vue en 
ours, si elle existe, auquel 
as on dit que M est normalisable de tête.A) Donner l'interprétation dans le modèle de Engeler des lambda-termes 
los suivants : λxx, λxλy y,
λxλy λz (x) (y) z, λxλz (x) (x) z, λx (x) xx. En faisant le moins de 
al
uls possible, montrer que l'interpré-tation de (λf (λx (f) (x) x)λx (f) (x)x)λz z est vide.B) On dira que 2 lambda-termes M et N sont observationnellement équivalents, et on é
rira M ∼ N , si,pour tout n ∈ N, et tous lambda-termes P1, . . . , Pn, le terme (M)P1 · · ·Pn est normalisable de tête si etseulement si le terme (N)P1 · · ·Pn est normalisable de tête.1) Montrer que ∼ est une relation d'équivalen
e sur les lambda-termes.2) Soient M et N deux lambda-termes et soit ~x une liste de variables adaptée à M et à N . Montrer qus si
[M ]~x = [N ]~x, alors M ∼ N (la sémantique étant 
al
ulée dans le modèle de Engeler vu en 
ours).C) On appellera préordre ave
 
ohéren
e (POC pour faire 
ourt) une stru
ture X = (|X |,≤X , ⌢⌣X) où� |X | est un ensemble� ≤X est une relation de préordre sur |X |� et ⌢⌣X est une relation binaire, symétrique et ré�exive sur |X |, appelée 
ohéren
e.Ces relations doivent de plus véri�er la propriété suivante : ∀a, b, b′ ∈ |X | (b′ ≤X b et b ⌢⌣X a) ⇒ b′ ⌢⌣X a.On appellera (CP) (
ohéren
e-préordre) 
ette 
ondition dans la suite.Si X est un POC, on note I(X) l'ensemble des parties de |X | qui sont 
loses vers le bas pour ≤X(ie. I(X) = {x ⊆ |X | | ∀a, b ∈ |X | (a ≤ b et b ∈ x) ⇒ a ∈ x} et on note IC(X) l'ensemble des éléments de
I(X) qui sont des 
liques pour la relation ⌢⌣X (ie. IC(X) = {x ∈ I(X) | ∀a, b ∈ x a ⌢⌣X b}).1) Montrer que si u est une 
lique de (|X |, ⌢⌣X), alors ↓ u ∈ IC(X). (On rappelle qu'une 
lique de (|X |, ⌢⌣X)est une partie u de |X | telle que ∀a, b ∈ u a ⌢⌣X b, et que ↓ u = {a ∈ |X | | ∃b ∈ u a ≤X b}).2) Montrer que IC(X), muni de l'in
lusion, est un ordre partiel 
omplet et que, dans IC(X), toute partiebornée a un sup (qui est l'union de ses éléments).3) Montrer qu'un élément x de IC(X) est isolé si et seulement s'il existe une 
lique �nie u0 de (|X |, ⌢⌣X)telle que x = ↓ u0. En déduire que tout élément de IC(X) est le sup de ses minorants isolés (autrement dit
IC(X) est algébrique).4) On vient de montrer que IC(X) est toujours un domaine de S
ott (qui est en fait premier-algébrique).Donner un exemple de POC X tel que IC(X) ne soit pas un treillis 
omplet.5) Soient X et Y deux POC. Dé�nir un POC X & Y tel que IC(X & Y ) soit isomorphe à IC(X)×IC(Y )(ave
 l'ordre produit), en tant qu'ensembles partiellement ordonnés. Justi�er. [S'inspirer de 
e qui a été vupour les espa
es 
ohérents et les préordres.℄6) Soient X et Y deux POC. On dé�nit X ⇒ Y 
omme le triplet (|X ⇒ Y |,≤X⇒Y , ⌢⌣X⇒Y ) où :� |X ⇒ Y | est l'ensemble des 
ouples (u0, b) où u0 est une 
lique �nie de (|X |, ⌢⌣X) et b ∈ |Y | ;� ≤X⇒Y est la relation de préordre sur |X ⇒ Y | donnée par (u0, b) ≤X⇒Y (u′

0
, b′) si et seulement si

∀a′ ∈ u′

0
∃a ∈ u0 a′ ≤X a, et b ≤Y b′ (on ne demande pas de véri�er que 
'est un préordre) ;� ⌢⌣X⇒Y est la relation ré�exive et symétrique sur |X ⇒ Y | donné par (u0, b) ⌢⌣X⇒Y (u′

0, b
′) si etseulement si (∀a ∈ u0 ∀a′ ∈ u′

0
a ⌢⌣X a′) ⇒ b ⌢⌣Y b′ (on ne demande pas de véri�er que 
ette relationest ré�exive et symétrique).Montrer que X ⇒ Y ainsi dé�ni est bien un POC (il s'agit don
 seulement de véri�er que la 
ondition (CP)est véri�ée par X ⇒ Y ).



7) Soit f : IC(X) → IC(Y ) une fon
tion 
ontinue (au sens de S
ott). On dé�nit Tr(f) = {(u0, b) ∈
|X ⇒ Y | | b ∈ f(↓ u0)}. Montrer que Tr(f) ∈ IC(X ⇒ Y ).8) Soit t ∈ IC(X ⇒ Y ). Soit Fun(t) : IC(X) → P(|Y |) dé�ni par Fun(t)(x) = {b | ∃u0 (u0, b) ∈ t et u0 ⊆ x}.Montrer que ∀x ∈ IC(X) Fun(t)(x) ∈ IC(Y ) et que la fon
tion Fun(t) est 
ontinue.9) Montrer que les deux fon
tions Tr et Fun dé�nissent un isomorphisme d'ordre entre l'ensemble desfon
tions 
ontinues de IC(X) vers IC(Y ) (muni de l'ordre pon
tuel : f ≤ g si ∀x ∈ IC(X) f(x) ⊆ g(x))d'une part, et IC(X ⇒ Y ) de l'autre.10) On dé�nit X ⊸ Y = (|X ⊸ Y |,≤X⊸Y , ⌢⌣X⊸Y ) de la façon suivante :� |X ⊸ Y | = |X | × |Y | ;� ≤X⊸Y est la relation de préordre sur |X ⊸ Y | donnée par (a, b) ≤X⊸Y (a′, b′) si et seulement si

a′ ≤X a et b ≤Y b′.� ⌢⌣X⊸Y est la relation ré�exive et symétrique sur |X ⊸ Y | donné par (a, b) ⌢⌣X⇒Y (a′, b′) si et seule-ment si a ⌢⌣X a′ ⇒ b ⌢⌣Y b′.Montrer que X ⊸ Y ainsi dé�ni est bien un POC (il s'agit don
 seulement de véri�er que la 
ondition (CP)est véri�ée par X ⊸ Y ).11) On dira qu'une fon
tion f : IC(X) → IC(Y ) est linéaire si, pour toute partie bornée B de IC(X),on a f(∪B) = ∪x∈Bf(x) (en parti
ulier, f est 
ontinue). Montrer que la tra
e linéaire de f , dé�nie par
Trlin(f) = {(a, b) ∈ |X ⊸ Y | ∈ f(↓ {a})}, appartient à IC(X ⊸ Y ) et esquisser la preuve qu'on dé�nitainsi un isomorphisme d'ordre partiel entre l'ensemble des fon
tions linéaires de IC(X) vers IC(Y ), muni del'ordre pon
tuel sur les fon
tions, et IC(X ⊸ Y ).12) Proposer une dé�nition pour un POC X⊗Y tel que, pour tout POC Z, les ordres partiels IC((X ⊗ Y ) ⊸ Z)et IC(X ⊸ (Y ⊸ Z)) soient isomorphes. Justi�er.13) Soit ⊥ le POC tel que |⊥| = {∗} (singleton arbitraire). Soit X un POC. Dé
rire le POC X ⊸ ⊥. Endéduire que IC(X) et IC((X ⊸ ⊥) ⊸ ⊥) ne sont pas isomorphes en général. Comparer ave
 
e qui se passedans les deux modèles vus en 
ours (espa
es 
ohérents et préordres).


