
MPRI 2�2 : Domaines. Feuille de TD no 227 novembre 2009Exer
i
e 0.1 Si S est un préordre et si x ∈ I(S) et x′ ∈ I(Sop), on é
rit x ⊥ x′ si x ∩ x′ 6= ∅.Soient S et T des préordres et soit f : I(S) → I(T ) une fon
tion linéaire. Soit f ′ : I(T op) → I(Sop).Montrer que si la propriété suivante est satisfaite :
∀x ∈ I(S)∀y′ ∈ I(T op) f(x) ⊥ y′ ⇔ x ⊥ f ′(y′)alors f ′ est linéaire, et donner sa tra
e.Exer
i
e 0.2 Soit N le préordre dont les éléments sont les entiers naturels, ave
 n ≤ m ssi n = m. Donner unexemple d'une suite in�nie stri
tement dé
roissante (fn)n∈N de fon
tions 
ontinues fn : I(N) → I(1) qui sonttoutes isolées (et même premières) dans le treillis premier-algébrique des fon
tions 
ontinues I(N) → I(1).Donner un exemple d'une fon
tion 
ontinue isolée (et même première) I(N) → I(1) qui a un minorantnon isolé.Expliquer pourquoi de telles situations ne peuvent pas se produire dans le modèle des espa
es 
ohérents.Exer
i
e 0.3 Soit N l'ensemble des entiers naturels ave
 l'ordre habituel. Dé
rire aussi simplement quepossible le treillis des fon
tions 
ontinues I(N) → I(1). Même question pour (!N)⊥.Exer
i
e 0.4 Montrer que l'opération Φ : S → !(S ⊸ S) est un objet variable, donner la forme généraledes éléments de son plus petit point �xe U et dé
rire le préordre dont 
e plus petit point �xe est équipé.Soit Ψ : S 7→ (!S ⊸ !S). Montrer que Ψ est un objet variable ; soit V son plus petit point �xe, montrer que

U = !V .Exer
i
e 0.5 Dans le modèle de Engeler E∞ vu en 
ours, 
al
uler l'interprétation [M ] ∈ U des termessuivants :� λxx ;� λxλy x� λxλy (x) y� λxλy (x) (x) y� ∆f = λx (f) (x) x (attention : 
e terme n'est pas 
los)� Y = λf (∆f )∆f� (Y ) λz (z) z.Exer
i
e 0.6 Un lambda-terme M est en forme normale de tête s'il peut s'é
rire
M = λx1 · · ·λxn (x) M1 · · ·MkMontrer que si M est en forme normale de tête et si y1, . . . , yp est une liste de variables sans répétitions et
ontenant toutes les variables libres de M , alors [M ]y1,...,yp 6= ∅.Exer
i
e 0.7 On dira qu'un élément a de E∞ est héréditairement non vide s'il appartient à A (
'est unatome), ou s'il est de la forme (u0, b) ave
 b ∈ E∞ héréditairement non vide, et u0 ensemble �ni non vided'éléments héréditairement non vides.1. Montrer qu'un terme est normalisable si et seulement s'il est beta-équivalent à un terme normal.2. Montrer que si M est beta-équivalent à un lambda-terme normal, alors [M ]y1,...,yp 
ontient un élémenthéréditairement non vide.3. Montrer que, ré
iproquement, si [M ]y1,...,yp 
ontient un élément héréditairement non vide, alors M estnormalisable. Il faut adapter la preuve du théorème de sensibilité du modèle de Engeler vue en 
ours.[Plus di�
ile ! ℄


