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Il s’agit de comparer l’homologie définie par Métayer avec l’homologie classique dans le cas d’un monoïde.

Domaines apparentés : homologie de la réécriture ; homologie des groupes gaussiens ; homologie desn-catégories ;
réécriture en dimension supérieure ; homotopie dirigée.

1 Complexes non abeliens.

Un complexe(non abelien) est une∞-catégorie X : X0 ⇐ X1 ⇐ X2 ⇐ X3 · · ·
Ici, la double flècheXn−1 ⇐ Xn représente lasource∂−n : Xn → Xn−1 et lebut∂+

n : Xn → Xn−1.

Cette notion généralise un certain nombre de structures algébriques bien connues, par exemple :

le singleton 1: 1 ⇐ 1 ⇐ 1 ⇐ 1 · · ·
un ensembleS : S ⇐ S ⇐ S ⇐ S · · ·
un monoïdeM : 1 ⇐ M ⇐ M ⇐ M · · ·

une catégorieC : C0 ⇐ C1 ⇐ C1 ⇐ C1 · · ·
un monoïde abelienM : 1 ⇐ 1 ⇐ M ⇐ M · · ·

une catégorie monoïdaleC : 1 ⇐ C0 ⇐ C1 ⇐ C1 · · ·
une 2-catégorieC : C0 ⇐ C1 ⇐ C2 ⇐ C2 · · ·

Remarque : dans tous ces exemples,Xn = Xn−1 et∂−n = ∂+
n = idXn à partir d’un certain rang.

2 Résolutions non abeliennes.

Un morphismeϕ : X → Y est unefibration trivialesi chaqueϕn satisfait lapropriété de relèvement des cellules.

Définition équivalente : chaqueϕn est surjectif et chaqueϕn (pourn ≥ 1) satisfait lapropriété d’étirement.

Un complexeX est dittrivial si l’unique morphismeϕ : X → 1 est une fibration triviale.

Un complexe libreest un polygrapheΣ∗ : Σ0 = Σ∗
0 ⇐ Σ∗

1 ⇐ Σ∗
2 ⇐ Σ∗

3 · · ·
Exemples de complexes libres (de dimension finie) :

1. l’ensembleS : il suffit de poserΣ0 = S etΣn = ∅ pourn ≥ 1 ;

2. le monoïde libreS∗ : il suffit de poserΣ0 = 1, Σ1 = S, etΣn = ∅ pourn ≥ 2 ;

3. le système de réécritureS∗,→∗
R : il suffit de poserΣ0 = 1, Σ1 = S, Σ2 = R, etΣn = ∅ pourn ≥ 3.

Proposition (Métayer) : le complexe libreΣ∗ estcofibrant. Autrement dit, siϕ : X → Y est une fibration triviale
etψ : Σ∗ → Y est un morphisme quelconque, alors il existe une factorisationψ = ϕ ◦ σ avecσ : Σ∗ → X.

Question : est-ce que tout complexe cofibrant est libre ?

Unerésolution(non abelienne) du complexeX est une fibration trivialeϕ : Σ∗ → X.

On a la notion évidente demorphisme de résolution.

Théorème (Métayer) :

1. un complexe admet toujours une résolution ;

2. entre deux résolutions d’un même complexe, il existe toujours un morphisme ;

3. deux morphismes entre deux résolutions d’un même complexe sont toujourshomotopes.

Remarque : c’est la troisième propriété qui est cruciale. Pour cela, il faut définir la notion d’homotopie.

Corollaire : deux résolutions d’un même complexe sont toujourshomotopiquement équivalentes.
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3 Linéarisation et homologie

Étant donné un complexe libre (non abelien)Σ∗, on définit un complexe abelien deZ-modules libres :

ZΣ : ZΣ0
∂1← ZΣ1

∂2← ZΣ2
∂3← ZΣ3 · · ·

On définit d’abord∂−n et∂+
n en remplaçant les composés par des sommes, puis on pose∂n = ∂+

n − ∂−n .

Remarque : on a∂n ◦ ∂n+1 = 0. De plus, lelinéariséZΣ est un quotient deΣ∗ (abelianisé).

L’ homologie(en dimensionn) de ce complexe abelien est le groupeHn(ZΣ) = ker ∂n/im ∂n+1 (avec∂0 = 0).

Remarque :Hn(ZΣ) = 0 si et seulement siker ∂n = im ∂n+1.

Siϕ : Σ∗ → Σ′∗ est un morphisme de complexes, on défini sonabelianiséϕab : ZΣ→ ZΣ′.

Proposition (Métayer) : si deux morphismesϕ,ψ : Σ∗ → Σ′∗ sont homotopes, alorsϕab etψab sont homotopes.

Corollaire 1 : siϕ : Σ∗ → X etϕ′ : Σ′∗ → X sont des résolutions non abeliennes, alorsHn(ZΣ) ' Hn(ZΣ′).
Ainsi, l’homologie ne dépend pas du choix de la résolution : c’est l’homologie du complexe non abelienX.

Corollaire 2 : si le complexe libreΣ∗ est trivial alors lecomplexe augmentésuivant est exact :

0 ← Z ε← ZΣ0
∂1← ZΣ1

∂2← ZΣ2
∂3← ZΣ3 · · ·

L’ augmentationε est le morphisme de groupe abelien défini parε(a) = 1 pour touta ∈ Σ0.

4 Cas des groupes

SiG est un groupe etS un ensemble, on noteGS l’ action libredeG surS : c’est le produit cartésienG× S dont
les éléments(g, s) sont notésgs. De plus, sig ∈ G eths ∈ GS, on poseg(hs) = (gh)s ∈ GS.

On va démontrer le résultat suivant :

Théorème : siG est un groupe, alors son homologie coïncide avec celle du complexe non abelienG.

Soitϕ : X → G un morphisme de complexes. Pour simplifier, on suppose queX0 = 1 de sorte queGX0 ' G.
On construit alors un nouveau complexeGX : G ⇐ GX1 ⇐ GX2 ⇐ GX3 · · ·
La source∂−n et le but∂+

n sont définis par les formules suivantes :

∂−1 (gx) = g et∂+
1 (gx) = gϕ1(x), ∂−n (gx) = g∂−n (x) et∂+

n (gx) = g∂+
n (x) pourn ≥ 2.

Remarque : toutes ces applications sont compatibles avec l’action deG. De plus, on a un morphismeπ : GX → X
défini parπn(gx) = x pour toutx ∈ Xn.

Lemme 1 : siϕ est une fibration triviale, alors le complexeGX est trivial.

Remarque : l’existence des inverses est cruciale pour ce résultat.

Lemme 2 : siX est un complexe libreΣ∗ (avecΣ0 = 1), alorsGX est un complexe libreΓ∗ avecΓ0 = G et
Γn = GΣn pour toutn ≥ 1. Autrement dit, les générateurs de ce complexe libre sont lesga avecg ∈ G eta ∈ Σn.
De plus, le linéariséZΓ est un complexe deZG-modules libres.

On considèreZ comme unZG-module en posantgm = m pour toutg ∈ G etm ∈ Z. L’augmentationε : ZG→ Z
définie parε(g) = 1 pour toutg ∈ G est alorsZG-linéaire.

Lemme 3 : siϕ : Σ∗ → G est une résolution non abelienne, alors le complexe suivant est une résolution du
ZG-moduleZ par desZG-modules libres :

0 ← Z ε← ZG ∂1← ZGΣ1
∂2← ZGΣ2

∂3← ZGΣ3 · · ·

Le morphismeπab : ZΓ→ ZΣ est défini parπab
0 = ε etπab

n (ga) = a pour touta ∈ Σn avecn ≥ 1. On en déduit
que le complexe deZ-modulesZΣ s’obtient en trivialisant l’action deG dans le complexe deZG-modulesZΓ.
Par définition, l’homologie du groupeG est donc celle du complexeZΣ, d’où le théorème.

5 Cas des monoïdes

Conjecture : siM est un monoïde, alors son homologie coïncide avec celle du complexe non abelienM .

En général, le complexeMX n’est pas trivial. Il vérifie une propriété plus faible (existence d’un objet initial).
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