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Il s’agit de comparer 'homologie définie par Métayer avec I'homologie classique dans le cas d’'un monoide.

Domaines apparentés : homologie de la réécriture ; homologie des groupes gaussiens ; homalecptédesies ;
réécriture en dimension supérieure ; homotopie dirigée.

1 Complexes non abeliens.

Un complexdnon abelien) est unso-catégorie X: Xy < X; <« X, <« X3
Ici, la double flecheX,,_; < X,, représente laourced,, : X,, — X,,_1 etlebutd; : X,, — X,,_.
Cette notion généralise un certain nombre de structures algébriques bien connues, par exemple :

lesingletonl 1 <« 1 <« 1 <« 1
unensembls: S <« S « S <« S
unmonoideM: 1 « M <« M <« M

une catégori€': Cy <« C; <« C; <«

un monoide abelied: 1 « 1 « M <« M
une catégoriemonoidale: 1 <« Cyp <« ¢, <«
une 2-catégori€’: Cy <« C; <« (Cy <« (O,

Remarque : dans tous ces exemplés,= X,,_; etd,, = 9,7 = idx, a partir d’'un certain rang.

2 Résolutions non abeliennes.

Un morphismep : X — Y est undibration triviale si chaquep,, satisfait lapropriété de relevement des cellules
Définition équivalente : chaqug, est surjectif et chaque,, (pourn > 1) satisfait lapropriété d’étirement

Un complexeX est dittrivial si I'unigue morphisme : X — 1 est une fibration triviale.

Uncomplexe libreest un polygrapheX*: 3y =3} « X <« X5 « Xj

Exemples de complexes libres (de dimension finie) :

1. 'ensembles : il suffit de poseX, = S etX, = 0 pourn > 1;

2. le monoide libreS* : il suffit de posey = 1,%; = S, etX,, = @ pourn > 2;

3. le systéme de réécritug*, —7, : il suffit de poseiXy = 1, X1 = S, ¥ = R, etX,, = () pourn > 3.
Proposition (Métayer) : le complexe libk&* estcofibrant Autrement dit, sip : X — Y est une fibration triviale
ety : ¥* — Y est un morphisme quelconque, alors il existe une factorisatieny o o aveco : ¥* — X.
Question : est-ce que tout complexe cofibrant est libre ?

Unerésolution(non abelienne) du complexe est une fibration triviale : ¥* — X.
On a la notion évidente daorphisme de résolution
Théoreme (Métayer) :

1. un complexe admet toujours une résolution ;

2. entre deux résolutions d’'un méme complexe, il existe toujours un morphisme ;

3. deux morphismes entre deux résolutions d’'un méme complexe sont tobf@usopes
Remarque : c’est la troisieme propriété qui est cruciale. Pour cela, il faut définir la ndtiomdtopie
Corollaire : deux résolutions d’'un méme complexe sont toujbareotopiqguement équivalentes



3 Linéarisation et homologie

Etant donné un complexe libre (non abeli&lt), on définit un complexe abelien @emodules libres :

7y 7y, & ozy, 2 o7y, Z gy,

On définit d’abord;; etd;F en remplacant les composés par des sommes, puis odpesd;” — 9, .
Remarque : on &,, 0 9,,,.1 = 0. De plus, IdinéariséZY. est un quotient d&* (abelianisg.

L’ homologie(en dimensiom) de ce complexe abelien est le groupg(ZY) = ker 9, /im 9,41 (avecd, = 0).
Remarque H,,(ZX) = 0 si et seulement sier 0, = im 9, 41.

Sip : ¥* — ¥'* est un morphisme de complexes, on défini abalianisép®” : ZY. — 7.

Proposition (Métayer) : si deux morphismesy : ©* — X'* sont homotopes, alogs™ etv*P sont homotopes.
Corollaire 1 : sip : ¥* — X ety’ : ¥* — X sont des résolutions non abeliennes, al§f$2y%) ~ H, (ZY').
Ainsi, 'homologie ne dépend pas du choix de la résolution : c'éstriiologie du complexe non abeligh
Corollaire 2 : si le complexe libr&* est trivial alors lecomplexe augmengiivant est exact :

0 — 7z & 75, & zy, & 7y, & o7y,

L’ augmentatiorz est le morphisme de groupe abelien définiga) = 1 pour touta € X.

4 Cas des groupes

Si G est un groupe et un ensemble, on not@S I action librede G surS : c’est le produit cartésie@ x S dont
les élémentsg, s) sont notégs. De plus, sig € G eths € GS, on posgy(hs) = (gh)s € GS.

On va démontrer le résultat suivant :
Théoréme : sz est un groupe, alors son homologie coincide avec celle du complexe non abelien

Soity : X — G un morphisme de complexes. Pour simplifier, on supposeXjue: 1 de sorte qué&r Xy ~ G.
On construit alors un nouveau complex@X : G <« GX; <« GX; <« GXj3

La source);, et le butd," sont définis par les formules suivantes :

9y (97) = g etdf (gz) = gpi(x), 9, (92) = g9, (x) €t} (gz) = g9} («) pourn > 2.
Remarque : toutes ces applications sont compatibles avec I'acti@nde plus, on a un morphisme: GX — X
défini parm,, (gx) = « pour toutx € X,,.
Lemme 1 : sip est une fibration triviale, alors le comple&eX est trivial.

Remarque : I'existence des inverses est cruciale pour ce résultat.

Lemme 2 : siX est un complexe libr&* (avec¥, = 1), alorsGX est un complexe libr&* avecl'y = G et
I',, = GX,, pourtoutn > 1. Autrement dit, les générateurs de ce complexe libre sogtlesecyg € G eta € %,,.
De plus, le linéaris&I" est un complexe déG-modules libres.

On considérd, comme urZG-module en posantm = m pour toutgy € G etm € Z. Laugmentatiorr : ZG — Z

définie par(g) = 1 pour toutg € G est alorsZG-linéaire.

Lemme 3 : sip : ¥* — G est une résolution non abelienne, alors le complexe suivant est une résolution du
Z.G-moduleZ par desZG-modules libres :

0 — 72 & 726 2 7oy, 2 7oy, & 763,

Le morphismer®® : ZI' — ZX. est défini pari® = ¢ et72P(ga) = a pour touta € %, avecn > 1. On en déduit
gue le complexe d&-modulesZ¥: s'obtient en trivialisant I'action dé& dans le complexe déG-modulesZI'.
Par définition, 'homologie du group& est donc celle du complex&:, d'ou le théoreme.

5 Cas des monoides

Conjecture : siV/ est un monoide, alors son homologie coincide avec celle du complexe non dlfelien
En général, le complex& X n’est pas trivial. Il vérifie une propriété plus faiblex{stence d’un objet initid



