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On appelle radical de ’anneau préordonné (A4, II) et on désigne par
Rad(4,TI) (ou par Rad(4)) I'intersection des | Q| quand Q décrit I'ensemble
des préordres maximaux de A contenant IIL. C’est un idéal de 4 ¢t on a en
fait Rad(4) = |Env(4)|.

Théoréme 9. Le radical de (A,IF) est ’ensemble des x€ A, tels que
pour tout A€ A il existe n = 0 (c. d d. neIl) tel que a(l —ix) 2 1.

Si x satisfait cette condition soit Q un préordre maximal contenant II. Si
X ¢ | Q] on a ##0 dans A /Q et par suite (4/Q étant un pseudo-corps) il existe
Ae A tel que 1% = 1 dans A/Q. Or il existe n 2 0 tel que n(l — Ax) = 1; d’otr
7i(l — %) = 1. Comme A /Q est totalement ordonné et 7 = 0 dans 4/Q, on a
{—J%>0 dans 4/Q ce qui contredit J%= 1. Donc x€|Q| et par suite
x € Rad(4,1I).

Si x ne satisfait pas cette condition, il existe 1 € A4 tel que pour tout = =>0on
ait n(1 — Ax) = 1. Donc pour tous n,n’=0 on a a(Ax — 1) + 7" # —1.

1l existe donc un préordre, et par suite un préordre

maximal Q contenant TT et Ax — 1 (Th. 2). Dans 4/Q on a 1% ~1 2 0 donc
%50 et pour suite x ¢ |Q|. Donc x ¢ Rad(4,II).

Théoréme 10. L’enveloppe de (A,II) est I'ensemble des x €A, satis-
faisant une des deux conditions équivalentes suivantes:

1) Vied,3n,n,,m5 20 tels que (n; + n3A)(1 + AX) — Az,

2) VAe A, 3n,,m,,m5 20 tels que myx + (1, — m3x)(1 + Ax) = 1.

Si xsatisfait la condition 1, soit @ un préordre maximal contenant IL Si
x¢Qona %<0 dans 4/Q. Donc il existe Ae 4 tel quel>0et —Ax21;
Clest A dire 1€Q, et —(1 +Ax)eQ. Or il existe 7;,mp,m3 €Il tels que
nh — (1 + Ax) (m, + m3d) £ —1; donc il existe 7, € I tel que
ntp + M A — my(l + Ax) — myM(1 + Ax) = —1. Comme A et —(1+4x) sont
dans Q, on a —1€Q ce qui est une contradiction. Donc x € Q et par suite
x € Env(4, IT).

Si x ne satisfait pas la condition 1, on a

7t0 + TCIA, - 7'[2(1 + }.x) - 7E3/1(1 + }.x) # _1

quels que soient 7,7y, 7,,7; € I1. Donc (Th. 3) il existe un préordre, donc
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aussi un préordre maximal contenant IT, 4, —(1 + Ax). Dans 4/Q on a
A=0et —JIx=1, donc % <O0. Par suite x¢Q, donc x ¢ Env(4,Q).

Si x satisfait la condition 2, soit Q un préordre maximal contenant Il. Si
x¢Q il existe Ae 4, telque —Ax=1.0n a donc —xeQ et —(1 + Ax)eQ.
Par suite (Th. 3) quels que soient 7y, 7;,7,,m;€Iona

g — My X — Ta(1 + AX) + max(l + Ax)# 1,

ce qui contredit la condition 2.
Si x ne satisfait pas la condition 2, on a

g — My X — Mo(1 + Ax) + m3x(1 + Ax) # —1

quels que soient 7y, 7y, 7,,73 € II. Donc (Th. 3) il existe un préordre, donc
aussi un préordre maximal Q contenant —x et —(1 + Ax). Dans 4/Q on a
donc ¥<0et1+I%8<0,donc x#0. On a donc %<0 et par suite x ¢ Q.
Donc x¢Env(4,Q).

Préordres archimédiens

Un préordre TI sur ’anneau réel A est dit archimédien si pour tout x € 4,
il existe un entier n = 0 tel que x < n (c’est-d-dire n—x e IT). 1l est clair que
si Q est un préordre quelconque contenant le préordre archimédien II,
alors Q est archimédien.

Si IT est un préordre archimédien, (4,II) sera appelé anneau préordonné

archimédien.

Théoréme 11. Soit A, II un anneau préordonné archimédien et a,be A.
Siab=1et a=0, il existe un entier M >0 tel que a=1/M et b 21/M.
En particulier on a b Z=0.

(4, TI) étant archimédien il existe deux entiers > 0 H et K telsque0<asH
et b<K. Posons a’=a/H. On"a donc 0sa’'<1 et a’b=1/H (car
ab = 1). En multipliant I’inégalité b < K par a’ qui est 2 Oonaa'b=La'k,
donc 1/H <a’b £ a’K soit a’ 2 1/KH.

(On en déduit a = 1/K ce qui est une partie du théoréme 4 démontrer).
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Posons o =1—a’. Comme on a 1/KH<a’<1 on a 0<a=0 avec
0=1-1/KH.

L’inégalité a’b = 1 /H s’écrit (1 — o) b = 1/H. Multiplions ses deux membres
par 1+a+a®+... + a" ‘quiest = 1. On obtient:

a —a")bg%(l R R

Donc (1 — a™)b = 1/H quel que soit I’entier n > 0.

L’anneau (4,IT) étant archimédien il existe un entier L > 0 telque —b S L.
Multiplions par «" (qui est 2 0) les deux membres de cette inégalité. On
obtient: —a"b < «"L. Comme 0 < ¢ £ 6, et donc 0 £ "< 0" ona«"L < 0"L.
Donc —o"b < 6L, soit o"b = —6"L.

Ajoutons cette inégalité a la précédente. On obtient
b = 1/H — L8" quel que soit I’entier n > 0.

Comme 0 est un nombre rationnel et que 0 < 0 <1, il existe un entier

1 1 1
— > >
n> 0 tel queH Lo" = Tk Onadonch= 26 C.Q.F.D.

Théoréme 12. Si (A4,II) est un anneau préordonné archimédien, I’en-
veloppe de (A,TI) est I’ensemble des x € A, tels que pour tout entier n> 0
on ait x= —1/n(c.dd. x +1/n €Il). Le radical de (A,TI) est I’ensemble
des x € A tels que pour tout entier n>0on ait —1/nSx = 1/n.

Si x € Env(4) d’apres la condition 1 du Théoréme 10, pour tout AeAd il
existe m;,7m,,m3 =0 tels que (7, + wA)(1 + Ax) — Az 1.

C’est vrai en particulier si A est un entier n > 0. Mais "alors n,A 20 et par
suite on a (m, + myn)(1 + nx) = 1.

Comme 7, + n;n =0, d’aprésle Théoréme 11 on a 1 +nx= 0. D’ol
x = — 1/n quel que soit ’entier n > 0.

Inversement si on a x = — 1/n pour tout entier n > 0, soit Q un préordre
maximal quelconque contenant IT. Six ¢Qona ¥ <0 dans A/Q. Doncil existe
ye Atel que 7 =0 et — jx 2 1. Comme (4, IDest! archimédien, il existe un
entier K > 0 tel que y £ K. On a donc y < K dans 4/Q. Comme —xX20
ona — %y < — Kx et par suite 1 £ — KX. Soit ¥ = —1/K. Or par hypothése
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onax=—1/2K,soitx=~1 /2K ce qui est contradictoire. Donc xeQ et
par suite x € Env(4,II).

Le radical de A étant ’ensemble des x € A4, tels que x e Env(4, IT) et
—xeEnv(4, IT), on en déduit immédiatement le résultat cherché pour
Rad(4,1I).

Théoréme 13. Pour que (A1) soit un pseudo-corps archimédien, il
Sfaut et il suffit qu’il soit isomorphe, en tant qu’anneau ordonné, @ un sous
anneau de R contenant Q.

Il est clair que la condition est suffisante. Soit alors (4,IT) un pseudo-corps
archimédien. On définit une application ¢ de 4 dans R de la fagon suivante:
pour chaque x € 4, ’ensemble des g€ Q tels que g < x est majoré dans Q
(par un entier M > 0 tel que x £ M). 1l a donc une borne supérieure o dans
R. On pose ¢(x) =a.

It est évident que si xeQ on a ¢(x) = x.

¢ est biunivoque et croissante: soient x, y € A, x 7~ y. Comme 4 est totale-
ment ordonné on a par exemple y > x. Donc il existe w € A tel que w(y —x) = 1.
Comme w <N pour un certain entiecr N>0, on a N(y—x)=1, soit
y—x=1/N. Or il existe g€ Q, q < x, tel que ¢(x)— g <1/2N (d’aprés la
définition de ¢(x)). Comme y=x+1/N, on a y=g+1/N. Donc
¢(y) = q + 1/N et par suite ¢(y) = ¢(x) +1/2N ce qui montre que ¢ est
biunivoque et croissante.

On a ¢(—x) = — ¢(x) pour tout x € 4 :en effet pour tout g Q, g > ¢(—x),
alors g n’est pas < —x. Comme A est totalement ordonné ,on a donc g > —x,
soit x > —gq et par suite ¢(x)> —q. Comme g est un rationnel arbitraire
> ¢(—x) on a donc ¢(x) = —¢(—x). D’autre part si geQ, g < ¢(—x),
alors ¢ £ —x, donc x £ —q et par suite ¢(x) < —q. Donc ¢(x) £ —P(—x)
et par suite ¢(x) = ¢(—x).

Soient x,ye 4. Alors ¢(x + y) = ¢d(x) + ¢(y). En effet, si p,qeQ et si
PEx,q=<y,onap+g=x+y. Donc ¢(x)+ @) £ P(x + y). On a donc
aussi @(—x) + ¢(—y) < ¢(—x—y) soit P(x) + ¢(y) = $(x + y).

Soit x = 0. Pour tout ¢ >0 dans Q, il existe geQ tel que £ x<q +¢
(il suffit de prendre g entre ¢(x) —&/2 et ¢(x) + &/2). Alors g2 < x2 < (g +¢&)2
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donc g2 < ¢(x2) £ (¢ + ). Ilen résulte qu’on a ¢(x2) = [$(x)]2. On démontre
de méme cette inégalité si x £ 0.
Par suite si x,y€ A on a ¢(x + y)2 = [¢(x + y)]2: soit

$(x2) + $(y2) + 29(xy) = [$(OT + [9(]* +26(x)$(y)-

D’ol ¢(xy) = ¢(x)p(3); ¢ est donc bien un isomorphisme de A dans R, con-
servant ’ordre. C.Q.F.D.

Soit (4, IT) un anneau préordonné archimédien. SiQ est un préordre maximal
contenant II, A/Q est un sous-anneau de R contenant Q d’aprés le théoréme
précédent. Inversement si x est un homomorphisme d’anneaux préordonnés
de A dans R, comme x(A) est alors un pseudo-corps le préordre =P
(o0 P désigne I'ensemble des réels = 0) est un préordre maximal dans A.

Le spectre de (A,II) est donc identifié @ ensemble des homomorphismes
x d’anneaux préordonnés de A dans R.

Pour tout x € A il existe un entier M(x) > 0 tel que —M(x) < x £ M(x).
Donc x(x) € [ — M(x), M(x)] pour tout x eSp(4). Posons & = [ | [—M(x),M )]
xeA

c’est un espace compact quand on le munit de la topologie produit et
Sp(4) = &. Or Sp(A) est I’ensemble des 5 €& tels que pour tout x et pour
tout y on ait 8(x +y) = &(x) + 6(»);8(xy) = 6(x)o(y); pour tout x = 0,
8(x) = 0; et (1) = 1. Il en résulte que Sp(4) est un fermé de &, donc est
compact pour la topologie induite par &.

Dans la suite on supposera toujours Sp(A) muni de cette topologie qui en
fait un espace compact.

Pour tout x € 4 soit £ la fonction définie sur Sp(4) & valeurs dans R par
#(x) = x(x) pour chaque y €Sp(4). Il est immédiat que £ est continue sur
Sp(A)(en fait la topologie de Sp(4) est la moins fine rendant continues
toutes les fonctions £) et que x — £ est un homomorphisme de A sur un sous-
anneau A de I’algébre des fonctions continues réelles sur Sp(4). Son noyau
est le radical de (4,II). Env(4,IT)est ’ensemble des x € 4 tels que £ soit 2 0
sur Sp(A, II).

A estuniformément dense dans ’algébre des fonctions continues réelles sur
Sp(4). En effet c’est une algebre sur Q qui sépare les points de Sp(4) (si
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£(x1) = %£(x,) pour tout xe€ A, alors x(x) = x,(x) pour tout xe 4, c. a d.
X1 = X2)-

Mesures sur le spectre d’une R-algébre archimédienne.

On suppose ici que 4 est une algébre sur R, munie d’un préordre archimédien
II. Une forme linéaire T sur A est dite positive si T(x) = 0 pour tout xIl.

Théoréme 14. Soit T une forme linéaire positive sur une R-algébre
archimédienne (A4,11). Alors il existe une mesure de Radon p positive sur Sp(4)
et une seule telle que T(x) = [£du pour tout x € A. Inversement toute mesure
positive u sur Sp(A) définit une forme linéaire positive sur A:x— [#dp.

La deuxi¢me partie du théoréme est évidente.

Soitx € Rad(4). Alors pour tout ¢>0 on a —¢ < x <S¢ (Th. 12). Donc
—eT(1) £ T(x) < eT(1), et par suite T(x) = 0. Il en résulte que T induit une
forme linéaire U sur A, par U(X) = T(x)(car £ = j entraine T(x) = T(y)).
U est continue pour la norme uniforme de A4 :en effet soit yeAd; alors
[#]—$=20 sur Sp(4) ce qui vent dire que [#] - y € Env(4). Donc
(Th. 12) | #|| —» +&2 0 pour tout nombre f¢ >0 et [par suite

(|#] +&)TM) = T(3) 2 0. 1 en résulte que T(y)<|#|T(1). On a de
méme —T(§) < || #|| T(1). Donc | UQ)| £ | 7] T(D).

Comme A est partout dense dans 1’algébre des fonctions continues réelles sur
Sp(A), U s’étend en une forme linéaire continue sur cette algébre c’est a dire
en une mesure pu sur Sp(4). Cette mesure est positive : en effet, soit ¢ une
fonction continue = 0 sur Sp(A4). II existe une suite y, d’éléments de A telle
que | $, — ¢|| — 0. Donc pour n assez grand on a $, 2 — & sur Sp(4), donc
y + &€ Env(4) et par suite (Th. 12) y, +2¢ 2 0. iDonc T(y,) = — 2¢ pour
n assez grand. Comme p(¢) = lim T(y,) on a u(¢) 2 0.

n— o0
On a donc une mesure positive p sur Sp(4) telle que [£du = T(x) pour
tout x € 4. Si u' aila'méme propriété, g et u’ sont égales sur A donc sont égales,
puisque 4 est dense dans ’algébre des fonctions continues sur Sp(4). C.Q.F.D.

Soit I un idéal d’une R-algébre archimédienne A. On désigne par
I* P’ensemble des points p de Sp(4) tels que £(p)=0 pour tout xel.
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C’est évidemment un fermé de Sp(4); OI* est donc un espace localement
compact.

Théoréme 15. Soit I un idéal d’une R-algébre archimédienne A, et
T une forme linéaire positive sur I (xel, x Z 0= T(x) 2 0). Alors il existe
une mesure p positive sur ( I* telle que T(xyz) = [ £p2dpu quels que soient

. o
x,y,z€l.

Désignons par I+ I’ensemble des sommes de carrés d’eléments de I. Pour
tout a € I'*+ soit T, la forme linéaire positive sur A définie par T,(x) = T(ax)
pour tout x € A. D’aprés le théoréme précédent il existe une mesure y, positive
sur Sp(4) telle que T,(x)= [£dpu, pour tout x€ 4.

Si a,bel* on a [fddp,= [£bdp,=T(abx) quel que soit xe€A4.
Comme A est partout dense dans P’algtbre des fonctions continues sur
Sp(4) on a donc [¢ddp,= [¢pbdu, pour toute fonction continue sur
Sp(A). On définit alors une mesure positive p sur I’espace CI* de la fagon
suivante : pour tout compact K = 0I* il existe ael* tel que d>0 sur K
(en effet pour tout point p de K il existe a,eI* tel que d,(p)#0. Comme

K est compact il existe py,...,p,€ K tel que é‘f + .. F é‘f >0sur K). Si ¢

est continue & support compact K contenu dans 0I* on pose u(¢) = fgi du,

¢

pour tout a € I+ quiest > O sur K (en effet si a,b e I'* sont >0sur K,y = ik

est continue sur Sp(4) donc [y ddu,= fYbdu,). On a ainsi défini une
mesure p positive sur GI*.

Désignons par p la restriction de la mesure g, & 0I* (c’est a dire la restric-
tion de 1, aux fonctions continues a support compact contenu dans (I*). On
a alors ddpu = dy,.'En effet si ¢ est continue a support compact contenu dans

GI* on a d’aprés ladéfi nition de p: [dgdp = éidu,, ot bel* est > sur
b

le support de ¢. Donc [dpdp = [pdu, (puisque ddp, = bdp,). Soit xel.
Alors £ = Osur I*. Donc  [£du,= [£du, = T(ax). Par suite £ est intégrable
pour la mesure ddp et on a [d£dp = T(ax). Soient y,zel. Alors (y + z)2
et (y—z)2 sont dans I*. On a donc [(J+2)28du=T(y +2)%;
J@ — #2%dp = T(y — z)2x. D’od par différence [£92dp = T(xy2).
C.Q.F.D.
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Algébres de Banach réelles

On appelle algébre de Banach réelle une algébre A sur R normée, compléte
qui est un anneau réel (c’est 4 dire qu’on a 1 + x2 + ... + x2 %0 quels que
soient x, ..., x, € A). On suppose donc en particulier que 4 a un élément unité,

Théoréme 16. Sur une algébre de Banach réelle A tout préordre est
archimédien. On a en fait x < || x || pour tout x € A et tout préordre sur A.

Soit x€ A, x # 0. Posons y = Wj—:ﬂ La série

1 1, 13.2p—3 ,
l—iy §y ves ‘—‘-"——‘pr! y

converge puisque | y|| = 1. La somme z satisfait z2=1 — y.

D’ou || x| z2=| x| — x ce qui montre que |[x| — x est le carré d’un élément
de A.

Nous désignerons par Sp(A4) le spectre de 4 muni du préordre minimum
(ensemble des sommes de carrés d’éléments de A). Sp(A) est donc I’ensemble
des homomorphismes y de A dans R. (En effet si y est un homomorphisme
de A4 dans R on a y(x2) = [x(x)]? donc x(x2) = 0 pour tout x € A).

Soient Q, Q' deux préordres sur A4, tels que Q = Q'. Alors Sp(4,Q’) est un
sous-ensemble fermé de Sp(d4, Q) (ensemble des xe Sp(4, Q) tels que.
2(x) = 0 pour tout x € Q’). En particulier pour tout préordre Q sur A, Sp(4,Q)
est un sous-ensemble fermé de Sp(4).

Pour tout xe Aona x < || x| donc x(x) < | x| pour xe Sp(4) puisque yx
conserve l’ordre et que x(1) =1. On a de méme —y(x) =< "x" . Donc si
x € Sp(A), x est continu sur A et on a |x(x)| < [|x].

Théoréme 17. Si £=0 sur Sp(A) et ne s’annule pas sur Sp(A), il
existeac R, «#0, et x4,...,x, €A tels que x = o + x2 4. +x2.

Comme Sp(A) est compact et que £ est continue il existe fe R, f#0 el
que £ f2 sur Sp(4). Il résulte que x — f2€ Env(d4). Par suite (Th. 12)

2
x - %—- = 0 pour le préordre considéré. C.Q.F.D.

Théoréme 18. | 2| est la borne inférieure des nombres réels 1=0
tels que A + x et A — x soient des sommes de carrés d’éléments de A.
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En effet si A — x et A + x sont des sommes de carrés d’éléments de A on a
x S det —x < A Donc | x(x)| < 4 pour tout y € Sp(4), soit |£] =2. Donc
si a est la borne inférieure de ces 4, on a [[%| < «. Mais si p=[[£] +¢
eréel >0 alors u + £ et u— £ sont > 0 sur Sp(4). Le théoréme précédent
montre alors que u + x et u — x sont des sommes de carrés, donc que u = «.
Comme ¢ est arbitraire on a [|£] = «. C.Q.F.D.

Deux exemples d algébres de Banach réelles.

1) A est ’algébre £!(N) munie du produit de convolution: les éléments

[*2]
de A sont donc les suites (a,), .y de nombres réels telles que X |a,| < co.
n=0

n oc
Le produit est défini par asb(n) = £ a(p)b(n—p). Lanormeest [ja]| = X |a,|.
p=0 n=0
On a immédiatement |a*b|| <] a]|?].

Désignons par §, 1a suite nulle partout sauf au point n ou elle vaut 1. Pour
-] o]

chaque a€4 on a donc a= X a,0,= X a,(5,)" Comme |6, =1 on a
n=0 n=0

x(6y) =xe[—1,1] pour tout y& Sp(4). Comme y est continu on a donc
-]

x(a@) = X a,x" Le spectre de 4 est donc identifi¢ 4 I’intervalle [—-1,1]. La
n=0

topologie de Sp(4) est la moins fine qui rende continues toutesles & pour ac 4.
Elle est donc moins fine que la topologie ordinaire de [—1,1] et comme
elles sont toutes deux compactes, elles sont identiques.

Le Théoréme 17 s’énonce ici: si ¢(x) est définie sur [ —1,1] par une série
entiére absolument convergente et si ¢(x)>0 sur [—1,1], il existe
¢1(x),...,0(x) définies par des séries entiéres absolument convergentes sur
[—1,1], et aeR, a0 tels que ¢(x) = a® + ¢3(x) + ... + 7 (x).

Soit a un élément quelconque de 4, Q le plus petit préordre sur A contenant
a. Q est donc I’ensemble des éléments de la forme o, + w;a, @, et @, étant
des sommes de carrés. Le spectre de (4,Q) est 1’ensemble des ye Sp(4)
tels que y(a@) = 0. C’est donc I’ensemble X des xe[—1,1] tels que d(x) = 0.
Si b e A est tel que 5> 0 sur X, comme X est compact on a b —a2=0sur X

(o réel #£0). Donc b— a2 €Env(4,Q) et b—%i €Q (Th. 12). Donc: Si
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$(x) et Y(x) sont définies sur [—1,1] par des séries entiéres absolument
convergentes et si on a Y(x) >0 pour tout x tel que ¢(x) =0, il existe
F10)5 oo fil%), 81(%), ..., gi(%) définies sur [—1,1] par des séries enticres abso-
lument convergentes et a € R, a0 tels que

W) =02 + 2 + ... +fF +¢X)(gF + ... +80)

Les formes linéaires T positives sur A munie du préordre minimum sont
celles qui satisfont T(a *a) = 0 pour tout a € 4. D’aprés le Théoréme 14, Si T
est une forme linéaire positive sur 4 il existe une mesure p sur [—1,1] et une

seule telle que T(a) = fld(x)dy(x). On a donc |T(a)| < | @] u(D) £ || a | u(1)
-1

ce qui montre que T est continue sur 4. On a donc T(a) = Y a(n)t(n) ou
n=0

1€ ZP(N). La condition T(a*a)20 s’écrit X (m + n)a(m)a(n) 2 0.
m,neN

L’égalité jl'd(x)du(x) = § a(n)t(n) donne t(n) = }x"du(x). Donc:
~1 n=0 -1

1
Pour qu’une suite ©€ (N soit de la forme ©(n) = [x"du(x) pour une
-1

mesure p positive sur [ —1,1] il faut et il suffit qu’onait X X (i + jao; 2 0
i=0 j=0

pour tout entier n > 0 et toute suite &y, ..., &, de nombres réels.

Ces théorémes s’étendent facilement au cas des séries entiéres & plusieurs
variables.

2) Désignons par P1’ensemble des réels = 0. 4 est I’algébre £ 1(P) (fonctions
numériques intégrables pour la mesure de Lebesgue) munie du produit de

convolution: f* g(x) = [f(u)g(x—u)du & laquelle on a ajouté un élément
4]

unité. Les éléments de A sont donc de la forme f + 4 avec f € £'(P) et A€R.
La norme est | f + A = [f]s +]4]-

1l est immédiat que ’application x, :f +4— Ade A dans R est un élément de
Sp(A4), qu’on appelle point & Pinfini. )l envoie FY(P)sur 0. Soit y un élément
de Sp(A) qui ne soit pas=0 sur & 1(P). C’est une forme linéaire continue sur
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ZL(P); il existe dond une fonction y(x) € L*(P) telle que x(f) = f«}(x)x(x)dx
(1]
pour toute feZL'(P). On a x(f*g) = [[ x(x +y) f(x)g()dxdy ;

P2
Nx@) = [ x®)x(»)f(x)g(y)dxdy. Tl en résulte que la mesure
Pl '

[x(x + y) — x(x) x(¥)]dxdy annule toutes.les fonctions intégrables sur P2.
On a donc x(x + y) = x(x)x(») presque partout sur P2 Ce qui entraine que
P’ensemble des x € P tels que x(x + y) = x(x) x(»), pour presque tout y a un
complémentaire négligeable.

B ,

Soit h un nombre réel> Otel que [x(x)dx 0 (il en existe un, sinon
0

uth

x(x)=0 presque partout). Posons ¢(u) = [ x(x)dx. Il est immédiat que ¢ est

continue sur P.
h

On a par changement de variable ¢(u) = [ x(x + u)dx. Or pour presque
tout u on a x(x + u) = y(x) x(u#) pour presque0 tout x. Donc ¢(u) = x(u)¢(0)
pour presque tout u, ce qui montre que x'(x) équivaut a une fonction continue.
Si on identifie x(x) a cette fonction continue on a x(x + y) = x(x)x(»)
pour tout couple x,ye P2 Par suite yx(x)=e ?* et comme x(x)e.L™(P)
onapz=0.

Le spectre de A4 privé du point a ’'infini est donc identifié &4 P, ensemble

[+ <]
des réels 20 en associant & chaque p € P ’homomorphisme f— [e ~?%(x)dx
0

de #'(P) dans R.Pour f € £'(P), fest donc la transformée de Laplace de f,
Sp(A) es donc PU{xw}. Il est immédiat que la topologie de Sp(4) est
celle du compactifié d’Alexandroff de P (elle est moins fine que cette topologie

et toutes deux sont compactes).
Cherchons les formes linéaires positives continues sur #(P). Elles sont de la

forme f— 0} J(X)k(x)dx avec k(x) e Z¥(P) et satisfaisant j('xJ k(xX)f+f(x)dx = 0
0 12
pour toute f € LY(P).
On a donc [f k(x + y)f(x)f(y)dxdy = 0 pour toute f e L(P).
P2

Une fonction k(x)e Z“(P) satisfaisant cette condition sera dite de type
positif.
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En appliquant le Théoréme 15 avec I = £'(P) d’ou 01* = P on voit qu’il
existe une mesure positive p sur P telle que

| 10e@h@0 = | Kosmgricoas
[§] 1]
quelles que soient f,g,h € £'(P). Ce qui s’écrit

J e PETIf(x)g(y)h(z)dx dy dzdp(p) = f k(x + y + 2)f(x)g(y)h(z)dx dydz.

y P2
®
On en déduit qu’on a k(x + y +2) = Je —p(x+y¥)q,(p) presque partout dans
P3 donc que k(x) = _cfe"”‘dy(p) presque partout,
La mesure g est une mesure bornée sur P. En effet, on a k(x) e & ®(P). Or

o] o]
quand x —»0 k(x)— [du(p). Donc [du(p) < o
0 i

Théoréme. Pour que k(x) € £ *(P) soit de type positif, il faut et il suffit
w0

qu’il existe une mesure positive bornée u sur P telle que k(x)= [ e “Pdu(p).
. 0

Corollaire 1. Si k(x) est de type positif elle est analytique pour x > 0.

© © AN
En effet on a k(xo +h)= [e P X ——(n,p—h)dﬂ(l’) pour tout x>0 et
0 n=0 .

|n] < x,. Pour | B]<xo

On peut donc échanger les signes de sommation et d’intégration. D’ou:

k(xo +h)= X’ %J(—p)"e”"“’du(p)-
n=0 :
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Cette série convergeant pour | k| < x,.

Corollaire 2. Le produit de deux fonctions de type positif est de type

positif. Soit ky(x) = [e P dus(p) et ky(x) = [e P*du,(p).
: 0 (o]

Soit i = uy*u,; pourtoute ¢ continue z‘fsupport compact

u(@) = f f $(x + ). du(Ddps(y).

o0

p est une mesure positive bornée sur P. Si k(x)= [ e Pdu(p) on a
(4]

k(x) = ki (x)ky(x).

Corollaire 3. Soit k,(x) une suite de fonctions de type positif de & *(P)
telle que I’ensembile des || k, ||, (c’est-2-dire ’ensemble des k,(0)) soit majoré.
Si k,(x) converge presque partout sur P sa limite k(x) est de type positif.
De plus la convergence a lieu en tout point de P sauf peut-étre en 0.

Pourtoute fe Z1(P), Qk,,(x +IWff(dxdy - j;jz'k(x + ) x)f (y)dxdy

(théoréme de Lebesgue). Donc k(x) est de type positif. Si x40 et si £ est un
point de convergence de la suite k,, £ < x comme toute fonction de type
positif est continue et décroissante on a lim sup k,(x) < limk, (&) = k(¢).

De méme si n est un point de convergence, > x, on a liminfk,(x) =
lim k,(n) = k().

Comme k est de type positif donc continue, et que ’ensemble des points
de convergence et partout dense (son complémentaire est négligeable) on a
k(x) = lim k,(x). '

La convergence peut ne pas avoir lieu au point 0 comme le montre I’exemple
[e o]
k(x)=e""= [e Pdu,p) ol p, est la mesure de Dirac au point neN.
(1]

Relation avec les C*-algébres commutatives.

Soit B uneZalgébre de Banach sur C, avec unité, munie d’une involution con-
tinue x — x* satisfaisant & (x + y)* = x* + y*; (xy)* =x*y*; A*=] pour
AeC; 1 +xxT + ... +x,xF 0 quels que soient x,,...,x, € B.

Soit A l’algébre de Banach réelle formée des éléments auto-adjoints de B
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(c’est a dire les x € B tels que x = x*). Nous désignerons par Sp(B) le spectre

de B (c’est-a-dire I’espace de ses idéaux maximaux) et par Sp(4) le spectre
de A (c’est-a-dire ’espace de ses préordres maximaux).

Théoréme 19. Le spectre de A s’identifie (en tant qu’espace topologique)
a Pensemble des x € Sp(B) tels que y(A) = R. C’est donc une partie fermée

de Sp(B).
Remarquons d’abord que tout élément x de B s’écrit d’une fagon et d’une
N .
seule sous la forme x =a + ib avec a,beAd (a= __x_;—_x_ ;b= %(x - x*)).

Soit X = {xeSp(B);x(4)=R}. Si yxeX sa restriction a4 A4 est un
homomorphisme de A sur R D’autre part si x,,x, € X et si x; =y, sur 4 on
ay, =X, sur B tout entier puisque tout x € B se met sous la forme a + ib

avec a, beA.

1l en résulte que X est un sous-ensemble de Sp(4). Soit alors ¢ € Sp(4)
Pour tout xeB, x=a +ib avec a,be A, on définit x(x) = ¢(a) + id(b).
11 est immédiat que ¢ est un homomorphisme de B sur C. Donc ¢ € X.
C.Q.F.D.

BIBLIOGRAPHIE

1. Loomis, Abstract harmonic analysis. Princeton, 1953.

2. A. Robinson, Introduction to the theory of models and to the metamathematics of
algebra. Amsterdam, 1963.

3. Van der Waerden, Modern algebra. New York, 1953.

(Regu le 10 juillet 1963).



1iny
NoNnNn no*YaIRYy

MDDl NIRY R¥1?

naaynn nyyin

nar»aya
11PRR 17n213

nannwna

18w OMan 1111 ANTY

17 713

orhwie
- Trawn





