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Introduction

Le principal probleme, pour transformer les preuves mathématiques en programmes, est
naturellement posé par les axiomes : en effet, on sait depuis longtemps comment traiter une
preuve en logique intuitionniste pure (i.e. sans axiome), y compris au second ordre [2, 7, 4].

Le premier de ces axiomes est le tiers exclu, et il a paru longtemps insurmontable. La so-
lution, tout a fait surprenante, a été donnée par T. Griffin [5] en 1990 et il s’agit 1a d'une
découverte logique essentielle : dés ce moment, il devenait clair que tous les autres axiomes
allaient suivre, en se placant dans un cadre adéquat.

La théorie de la réalisabilité classique constitue un tel cadre : elle est développée dans [12, 13],
ol on traite les axiomes de I’ Analyse (arithmétique du second ordre avec choix dépendant).

Dans [15], on commence a s’occuper de I'axiome du choix général, avec I’existence d'un ul-
trafiltre sur N; I'outil principal est la notion de structure de réalisabilité, dans laquelle les
programmes sont écrits en A-calcul.

On la remplace ici par celle d’algebre de réalisabilité, qui a plusieurs avantages : elle est plus
simple, du premier ordre, et beaucoup plus utilisable du point de vue informatique. Il s’agit
d’une variante, a trois sortes d’objets, de la notion usuelle d’algébre combinatoire. Le langage
de programmation n'est donc plus le A-calcul, mais un systéme convenable de combina-
teurs; les A-termes ne sont considérés que comme des notations ou abréviations, fort utiles
au demeurant : un A-terme est infiniment plus lisible que sa compilation en combinateurs.
Pour autant que je sache, la traduction utilisée ici est nouvelle; sa propriété essentielle est
donnée par le théoréme 4.

On montre ici comment transformer en programmes les preuves utilisant I’axiome du choix
dépendant et :

i) I'existence d'un ultrafiltre non trivial sur N;

ii) I'existence d'un bon ordre sur R.

Bien entendu, (ii) implique (i), mais la méthode utilisée pour (i) est intéressante, car elle
donne des programmes plus simples. Ce point est important, parce qu'un nouveau pro-
bléme apparait maintenant, capital et fort difficile : interpréter les programmes obtenus,
c’est-a-dire expliquer leur comportement. Un travail passionnant et de longue haleine.



Le cadre logique est donné par la logique classique du second ordre, autrement dit, le schéma
de compréhension. Toutefois, comme on utilise une relation d’appartenance sur les indivi-
dus, il s’agit, en fait, d'une logique d’ordre 3 au moins. C’est d’ailleurs indispensable puisque,
si’axiome du choix dépendant sur R est exprimable comme un schéma au second ordre, les
axiomes (i) et (ii) ne le sont pas.

En utilisant la méthode exposée dans [11], on peut obtenir les mémes résultats dans ZF.

Il me parait clair que la technique utilisée ici permettra de traiter tous les axiomes « naturels »
introduits en théorie des ensembles. C’est déja fait pour I’ hypothese du continu, qui feral’ob-
jet d'un prochain article. Laxiome du choix et 'hypothése généralisée du continu dans ZF ne
me semblent pas soulever de probléme sérieux, a part celui-ci : il faudra se servir du forcing
avec classes propres d’Easton [3] al'intérieur du modele de réalisabilité, ce qui menace d’étre
tres lourd.

Un probleme ouvert fort intéressant est posé par les axiomes de grands cardinaux, comme
I'existence d’'un cardinal mesurable, ou par I'axiome de détermination.

Mais le probleme ouvert essentiel reste de comprendre ce que font les programmes obtenus,
et ainsi d’arriver a les exécuter. Je crois que bien des surprises nous attendent la.

En effet, au fur et a mesure qu’on réalise les axiomes usuels des mathématiques, on est
amené a introduire des outils tout a fait standard et indispensables en programmation sys-
teme : pour la loi de Peirce, ce sont les continuations (particulierement utilisées pour les
exceptions) ; pour 'axiome du choix dépendant, c’est 'horloge et la numérotation des pro-
cessus; pour 'axiome de l'ultrafiltre et le bon ordre sur R, ¢a n’est rien de moins que la lecture
et I'écriture dans une mémoire globale, autrement dit l'affectation.

On peut raisonnablement conjecturer que ces outils ne sont pas mobilisés pour rien, et donc
que les programmes fort complexes qu’'on obtient par ce travail de formalisation accom-
plissent des taches intéressantes. Lesquelles ?

Remarque.

Le probléme de transformer en programmes les preuves utilisant certains axiomes doit étre posé
correctement du point de vue informatique. Prenons comme exemple une preuve d'un théoréme
d’arithmétique, utilisant un bon ordre de 22(N) : en restreignant cette preuve a la classe des ensembles
constructibles, on la transforme aisément en une preuve du méme théoréeme n'utilisant plus ce bon
ordre. Il suffirait donc, ensuite, de transformer cette nouvelle preuve en programme.

Mais l'extraction du programme aura été effectuée sur une preuve profondément différente de la
preuve originale. De plus, avec ce procédé, il est impossible d’associer un programme a ’axiome du
bon ordre lui-méme. Du point de vue informatique, il y a 1a un inacceptable défaut de modularité :
au lieu d’avoir mis 'axiome du bon ordre dans une bibliothéque de programmes, on est obligé de re-
commencer le travail de programmation a chaque nouvelle preuve.

La méthode exposée ici utilise seulement le A-terme extrait de la preuve originale, qui contient donc
une instruction pour 'axiome du bon ordre sur 22(N), qui n’est pas encore implantée. Par une com-
pilation convenable, elle le transforme en un programme qui réalise le théoreme considéré.

Comme corollaire de cette technique, on obtient un programme associé a I’axiome du bon ordre, que
I'on peut mettre en bibliotheque pour le réutiliser.



Algebres de réalisabilité

Une algebre de réalisabilité est constituée par trois ensembles : A (ensemble des termes), I1
(ensemble des piles), A x I (ensemble des processus) avec les opérations suivantes :

&, —()nde A? dans A (application) ;

(&, m) — ¢ e de AxII dans II (empiler) ;

(&, m) — ¢ *mde AxII dans A x IT (processus) ;
7 — k; de II dans A (continuation).

On a, dans A, des éléments distingués B,C, E, I, K, W, cc, appelés combinateurs élémentaires
ou instructions.

Notation. Le terme (... ((()n1)n2)...)n, sera aussi noté ({)ni1nz2...Nyouénine...Ny.

Par exemple : ¢n¢ = (&)n¢ = (&M = ((E)N)C.

On définit une relation de préordre, notée >, sur A % II. C’est la plus petite relation réflexive
et transitive telle que, quels que soient ¢,n,{ € A et 1,® € I1, on ait :

N *m>E*xner.

Ix&emm>E&x.

Kx¢enerr>¢& *m.

Ex&enemr > ()N k.
Whéenem>ExNenert.
CxéeNelem >k (ano.
Bx&enelem> (&) *m.
cCrEem>ExKyam.

kyx&ée@>¢& X,

On se donne enfin une partie 1. de A % II qui est un segment terminal pour ce préordre,
c'est-a-direque: pe I, p'>p=>p'e L.
Autrement dit, on demande que L ait les propriétés suivantes :
En*megl=>Cxneme L.

Ixemg IL=>Exme AL,

K*x&enem¢ L=>Exme L.
Exéener¢ L= (E)n*me L.
Whéenemg L =>Exnenen ¢ L.
CkCeNeloem¢ L =>E¢XCoeneme L.
Bxéaneloem¢ L= ()M xme L.
ccxéem¢ L =>Exkreme AL,
kp*xéeg Il =>EXxme AL,

c-termes et 1-termes

On appelle c-terme un terme construit avec des variables, les combinateurs élémentaires
B,C,E,I,K,W,cc et I'application (fonction binaire). Un c-terme est dit clos s'il est sans va-
riable; il est alors aussi appelé quasi-preuve et a une valeur dans A.

Etant donné un c-terme ¢ et une variable x, on définit le c-terme Ax t par récurrence sur ¢;
pour cela, on utilise le premier cas applicable dans la liste suivante :



1. Ax t = (K)t si t ne contient pas x.

2. Axx=1.

3. Axtu= (CAx(E)t)u si u ne contient pas x.
4. Ax tx = (E)t si t ne contient pas x.
5.Axtx=(W)Ax(E)t (si t contient x).

6. Ax(t)(u)v = Ax(B)tuv (si uv contient x).

On voit facilement que cette réécriture se termine pour chaque c-terme ¢ : en effet, durant
la réécriture, aucun nouveau combinateur n’est introduit a l'intérieur du terme ¢, ils sont
seulement placés devant. De plus, les seuls changements dans ¢ sont faits dans les paren-
theéses. Or, les regles 1 a 5 diminuent strictement la partie de ¢ qui reste sous Ax, et la regle 6
ne peut étre appliquée consécutivement qu'un nombre fini de fois.

Les A-termes sont définis a la facon habituelle.

Tout A-terme P, comportant éventuellement B,C, E, I, K, W, cc, définit donc un c-terme que
nous notons |P|. Si P estun A-terme clos, il a donc une valeur dans A.

Remarque. La notation Ax est donc utilisée dans deux sens différents : dans les A-termes, c’est un
constituant de la syntaxe ; dans les c-termes, c’est une abréviation. Dans cet article, sauf pour le théo-
reme 1, c’est dans ce dernier sens que nous 'utiliserons exclusivement.

Théoreme 1. Sit=|P|etu=|Q|, alors t{u/ x] = |P[Q/x]|.

Preuve par récurrence sur lalongueur de P. C’estimmédiat si P est un atome, ou si P = Py P;.
Si P=AyP,alors t = Ayt avec t = |P|,t' = |P'|. On a t'[u/x] = |P'[Q/x]| par hypothese
de récurrence. Donc |P[Q/x]| = |Ay P'[Q/x]| = Ay|P'[Q/x]| = Ay t'[u/ x]. Comme t = Ay, il
reste a montrer Ay t'[u/x] = (Ay t')[u/ x], ce qui est le lemme 2.

C.Q.F.D.

Lemme 2. Sit,u sontdesc-termes, ona Ay tlu/x] = (Ayt)[u/x].

Preuve par récurrence sur le nombre de regles utilisées pour traduire Ay ¢. On considere la
premiere regle utilisée.
Si c’est la regle 1, ¢ ne contient pas y et Ayt = Kt. Or, u ne contient pas y par hypotheése,
donc t[u/x] ne le contient pas non plus. On a donc Ay t[u/x] = Kt[u/x], d'ou le résultat.
Si c’est I'une des autres regles, c’est trivial.

C.Q.F.D.

Remarque. Le théoréme 1 n’est pas utilisé dans la suite, puisque les A-termes ne représentent, dans
cet article, qu'une notation pour des c-termes. Onl’a énoncé ici simplement parce c’est une propriété
intéressante de la traduction considérée.

Par contre, la propriété essentielle de cette traduction, utilisée tout au long de I'article, est donnée par
le théoréme 4.

Lemme 3. Si ¢ est un c-terme ne comportant que les variables (distinctes) x, y1,..., Yn, et Si
&Ny, -onneN, alors: Ax )1/ yr,....nulypl *Eem > tIE/X,01/ V1,5, Nnl Ynl * 7.

Pour alléger la notation, on pose u* = u[ny/yi,...,nn/ yn] pour chaque c-terme u; onadonc:

u*[S/x] = uls/x,m/!yr,....0nl yul.
On fait la preuve par récurrence sur le nombre de reégles 1 a 6 utilisées pour traduire le terme



Ax t. On considere la premiere regle utilisée .
Sicestlaréglel,ona (Axf)* x{em=(K)t* *x{em >t %1
=t/ x,n1/V1,...,Nnl ¥l * T puisque x n'est pas dans t.
Sicestlarégle2,onat=xet (Axt)* x{em=Ixem>Ekm=tE/x,01/Y1,...., 00! Yn]l * 7.
Sicestlaregle3,onat=uv et (Axt)* *em = (CAX(E)W)*V* * et > Ck(AX(E)U)* e V™ ool
> Ax(BE)u)* *&ev™ et > (E)u*[{/x] x v* o  (par hypotheése de récurrence)
>Exu*[E/x]e v o> (W [E/ X))V %7 = t[E/ X,/ Y1,...,Nn! Y]l * 7 puisque x n’est pas dans v.
Sicestlarégle4,onat=ux et (Axt)* x{enm=(E)u* *Eem>Exu*elem>u*éxm
=t[&/x,n1/y1,...,Mnl ynl * T puisque u ne contient pas x.
Sicestlaregle5,onat=ux et (Axt)* *{em=(WAX(E)u)* * et > W x (AX(E)U)* oo
> Ax(E)u)* *&eéemm> (E)u*[{/x] % & o (par hypothese de récurrence)
>Exu*[E/x]eéoem> (U [EIXDExm=tEI X,/ Y1, sl Ynl * 70,
Sicestlarégle6,onat=(w)(v)w et Axt)* *&em=(Ax(B)uvw)* xéem
> B)u*[¢/x]v* [E/x]w™ [¢]x] % m (par hypothese de récurrence)
>Bxu*[E/x]e vV [Elx)e W [E/x)emm > (W [E/XD)(WH[E/XDWH [Elx]) % 7
=t/ x,n1/ Y1, Ol Ynl * 7.

C.Q.F.D.

Théoreme 4. Sit est un c-terme ne comportant que les variables x1,..., Xy, et siéy,...,{n €A,
alors Ax1.. Axptx&ie...elpem>tl1/x1,...,¢nl xp] * 0.

On raisonne par récurrence sur 7; le cas n = 0 est trivial.

Ona Ax1..Ax, 1Axpt*x&1e.c.oép1elpnem> Ax,0)[E1/X1,...,En1l X1l % EpeTt

(par hypothese de récurrence) > t[&/x1,...,$n-1/Xn—1,Enl xp] * m d’apres le lemme 3.
C.Q.F.D.

Déduction naturelle

Avant d’expliciter le langage formel que nous allons utiliser, il est bon de décrire informel-
lement les structures (modeéles) que nous avons en vue. Ce sont des structures du second
ordre, a deux types d’objets : les individus appelés aussi conditions et les prédicats (d’arité
diverses). Comme il s’agit d’'une description intuitive, on se limite aux modeles dits pleins.
Un tel modele est constitué de :

¢ un ensemble infini P (ensemble des individus ou conditions).

» I'ensemble des prédicats d’arité k est 2 (PF) (modele plein).

o des fonctions de P* dans P.

En particulier, on a un individu 0 et une fonction bijective s : P — (P \ {0}). Cela permet de
définir 'ensemble des entiers N comme le plus petit ensemble contenant 0 et clos par s.

On a aussi une condition notée 1 et une application notée » de P? dans P.

« des relations (prédicats fixés) sur P. En particulier, on a la relation d’égalité sur les indivi-
dus et le sous-ensemble C des conditions non triviales.

Clpnrq] selit: « p et g sont deux conditions compatibles ».

On passe maintenant au langage formel, pour écrire des formules et des preuves concernant
ces structures. Il est constitué par :

e des variables d’individu ou variables de conditions notées x,y,...oup,(,...

o des variables de prédicat ou variables du second ordre X,Y,...; chaque variable de prédi-



cat a une arité qui est dans N.

e des symboles de fonction sur les individus f, g, ...; chacun d’eux a une arité qui est dans N.
On a, en particulier, un symbole de fonction d’arité k pour chaque fonction récursive f :
N — N. Ce symbole sera noté aussi f.

On a aussi un symbole de constante 1 (qui représente la plus grande condition) et un sym-
bole de fonction binaire A (qui représente la fonction inf sur les conditions).

Les termes sont formés a la facon habituelle avec les variables et les symboles de fonction.

Les formules atomiques sont de la forme X (1, ..., f;), ou X est une variable de prédicat d’arité
n, et f,...,t; sont des termes.

Les formules sont construites comme d’habitude, a partir des formules atomiques, a 'aide
des seuls symboles logiques —,V :

¢ chaque formule atomique est une formule;

e si A, B sont des formules, alors A — B est une formule;

e si A estune formule, alors Vx A et VX A sont des formules.

Notations. La formule A; — (A, — (...(A,; — B)...) seranotée A, Ay,..., A, — B.
Les symboles logiques usuels sont définis comme suit :

(X est une variable de prédicat d’arité 0, appelée aussi variable propositionnelle)
1l=vVXX;mA=A—-1;AvB=(A—- 1), B—-1)—1;AANB=(AB—1)—1;
JyF =Vy(F— 1) — 1 (ouy est une variable d’'individu ou de prédicat).

Plus généralement, on écrira 3y{Fy,..., Fx} pour Yy(Fy,...,Fr— 1) — L.

On pourra noter F une suite finie de formules Fi, ..., Fy;

on écrira alors 3 y{ﬁ} et V y(lE —-1)—1.

x =y estlaformule VZ(Zx — Zy), ou Z est une variable de prédicat unaire.

Les régles de la déduction naturelle sont les suivantes (les A; sont des formules, les x; sont
des variables de c-terme, t, u sont des c-termes) :

1.x1:A1,..., x5 A xi 0 Aj.

2.X1:A1,..,xp: Ay t:A—=B, x1:A1,.... X Ayt u:A > x1:A;,...,xp: Ay tu: B.
3.X1:A1,. ., Xn A, X AR E:B = x1:Ay,..., x5 Ay Axt: A— B.
4.x1:A1,..,XpnApEt: A > Xx1: A, xpt Ay £ VXA quelle que soit la variable x
(individu ou prédicat) qui n'apparait pas dans Ay, ..., Aj,.

5.x1:A1,..,X,: Ay Ft: VXA > x1:A1,...,x,: A, t: Alt/x] ol x est une variable
d’individu et 7 un terme.

6. x1:A1,.., Xpt Ap P EIVXA = x1: AL, xpt ApE B AlFI Xy .. ¥kl ol X est une
variable de prédicat d’arité k et F une formule quelconque.

Remarque.
Dans la notation A[F/X}y;...yxl, les variables yi,..., yx sont liées. Une notation plus usuelle est
AlAy1 ... Ay F1X]. Je ne 'emploie pas, car cela introduit un troisieme usage de A.

Réalisabilité

Etant donnée une algebre de réalisabilité «# = (A, II, A x II, L), un <« -modele ./ est I'en-
semble des données suivantes :
e Un ensemble infini P qui est le domaine de variation des variables d’individu.



o Le domaine de variation des variables de prédicat d’arité k est 22(IT)” g

« A chaque symbole de fonction f d’arité k, on associe une fonction de P¥ dans P, notée f
ouméme f s’il n'y a pas d’ambigiiité.

En particulier, on a donc un élément distingué 0 de P et une fonction s: P — P (interpré-
tation du symbole s). On suppose que s est une bijection de P sur P\ {0}. On peut alors
confondre s"0 € P avec 'entier n. Onadonc N c P.

Chaque fonction récursive f : N¥ — N est, par hypothése, un symbole de fonction. Bien en-
tendu, on suppose que son interprétation ?: Pk — P prend les mémes valeurs que f sur N,
Enfin, on a aussi une condition 1 € P et une fonction binaire » de P? dans P.

Un terme clos (resp. une formule close) a paramétres dans le modele 4 est, par définition,
un terme (resp. une formule) o1 on a remplacé les occurrences libres de chaque variable par
un parametre, c’est-a-dire un objet du méme type du modele .# : une condition pour une
variable d’individu, une application de P* dans 22 (II) pour une variable de prédicat k-aire.
Chaque terme clos ¢, a parametres dans .4 a une valeur t € P.

Une interprétation . est une application qui associe un individu (condition) a chaque va-
riable d'individu et un parametre d’arité k a chaque variable du second ordre d’arité k.

Fx — pl (resp. L[X — X)) est, par définition, 'interprétation obtenue en changeant, dans
# lavaleur de la variable x (resp. X) et en lui donnant la valeur p € P (resp. & € 2(II)" k).
Pour toute formule F (resp. terme ), on désigne par F¥ (resp. t”) la formule close (resp.
le terme clos) avec parametres obtenue en remplacant chaque variable libre par la valeur
donnée par .#.

Pour chaque formule close F¥ 4 parametres dans .4, on définit deux valeurs de vérité :
|FY| c et |F7|cA.

|F¥| estdéfinipar: (€ |F7| & (Vmel|F/|)éxme L.

| FZ || est définie par récurrence sur F :

e F est atomique : alors F? est de la forme & (11,..., t;) ou X : P¥ — (1) et les t; sont des
termes clos a parametres dans .#. On pose | % (t,..., )|l = X (t1,..., tx).

e F=A— B:onpose IEY | ={lem; € |AZ|, e ||BY}.

e F=VxA:onpose IFZ || = Ul AZ =P pe P}

e F=VXA:onpose IFZ || = U AT X2 2 € Q’(H)Pk} si X est une variable de prédicat
k-aire.

Notation. On écrira ¢ |- F pour & € |F|.

Théoreme 5 (Lemme d’adéquation).
Si x1:A1,.., XAt A etsi & ||—Af,...,€;C ||—A‘If, ou & est une interprétation, alors

t1Er/ X, .. &l xi] |- A7
En particulier, si A est closeetsi - t: A, alors t |- A.

Preuve par récurrence sur la longueur de la démonstration de x;: Ay,...,x,: Ay - 11 A.

On considere la derniere regle utilisée.

1.Onat=x;, A= A;. Or, on a supposé ¢; |- A‘f et c’est le résultat cherché.
2.0nat=uvetonadéjaobtenu x;:A,..., x;: AxFu:B—Aet x1:Ay,..., Xk Ax - v:B.
Etant donnée 7 € || A ||, on doit montrer (uv)[&1/x1,. vl xpl*xme L.

Par hypothese sur U, il suffit de montrer u[,/xy,...,{x/ Xkl * VIE1/X1,..., )/ Xp] e € L.



Par hypothese de récurrence, on a v[¢y/xy,...,¢{x/ Xkl |- B et par suite :

v[Er/x1,...,Epl xp] e € |BY — A

Or, par hypothése de récurrence, on a aussi u[¢/x1,...,¢x/ xk] |- BY — AY, d’ot le résultat.
3.0na A=B— C, t =Ax u. On doit montrer :

Axulér/xy,..., ¢l x5) - BY — C? et on considére donc ¢ I-BY, m € |C7|. On est ramené
a montrer Axulé;/xy,...,¢k/x] * e € 1. Pour cela, par hypothese sur 1L et d’apres le
lemme 3, il suffit de montrer u[é/x,&1/x1,..., ¢/ xp] *xme L.

Cela résulte de I'hypothese de récurrence appliquée a x;: Ay,...,x,: Ay, x:BFu:C.

4.0na A=VXB, X n'étant pas libre dans Aj,..., A;,. On doit montrer :
tlér/x, ..., Exl xi) |- (VX B)Y, Cest-a-dire t[&1/x1,...,Ek/ x¢] - B avec ¢ = (X — Z]. Or

on a, par hypothese, ; |- A*f doncé; |- A}j : en effet, comme X n’est pas libre dans A;, on a
”A}'] | = IIA‘I.}Z |. L ’hypothése de récurrence donne alors le résultat.

6.0na A= B[F/Xy;...yyl eton doit montrer :
&/ x1,. ., X5] II—B[F/Xyl...yn]j avec I'hypothese £[¢1/x1,...,¢k/ xk] (VX B)~*.
Cela découle du lemme 6.

C.Q.E.D.

Lemme6. |B[F/Xy; ...yn]ﬂll = |BYX=%1| oit & : P" — P (1) est défini par :
Z(p1,-.., pp) = |[FZ=Proyn=pal ||

Preuve par récurrence sur B. C’est trivial si X n’est pas libre dans B. Le seul cas intéressant
delarécurrenceest B=VY C,etonadoncY # X.On aalors:
IBIF/Xy1...yn) | = I(YY CIF/Xy1...yn)” | =Us ICIFI Xy1 ... yul 7V =20,
Par hypotheése de récurrence, cela donne Uy [|CF1Y —Z X2 soit (g |CTX—ZIV =]
c’est-a-dire [|(VY C)7X =1,

C.Q.F.D.

Lemme 7. Soient % ,% <1l des valeurs de vérité. Sin e &, alors k; |- — ¥ .

Soient ¢ |- et p € % ; on doit montrer k; x e« p € L, soit { x w € I, ce qui est clair.
C.Q.F.D.

Proposition 8 (Loi de Peirce). cc |FVXVY (X —Y)— X) — X).

On veut montrer que cC|-F(¥X - %) - %) — Z.On prend donc ¢ |H(&F — %) - X et
€ % ; ondoit montrer que ccx . e 1, ouencore ¢ xk;om e L. D’apres '’hypothese sur ¢
et 7, il suffit de montrer que k;; |- % — %/, ce qui résulte du lemme 7.

C.Q.F.D.

Proposition 9.
i)Si ¢{ |FA— B, alors Vn(n|-A=¢nl-B).
i) Si Yn(n |- A= ¢n |- B), alors (E)¢ |-A— B.

i) D’apres {nxm>¢*nem.
ii) D’apres (E)¢ *xnem >¢n* .
C.Q.F.D.



Symboles de prédicat

On utilisera dans la suite des formules étendues utilisant des symboles (ou constantes) de pré-
dicat RS, ... sur les individus. Chacun d’eux a une arité, qui est dans N.

On a, en particulier, un symbole de prédicat unaire C (pour représenter I’ensemble des con-
ditions non triviales).

On ajoute aux regles de construction des formules, les regles :

¢ Si F est une formule, R une constante de prédicat n-aire et ty,..., t;, sont des termes, alors
R(ty,...,t,) = F et R(fy,...,t;) — F sont des formules.
e T est une formule atomique.

Dans la définition d'un «/-modele .4, on ajoute la clause :

¢ A chaque symbole de relation R d’arité n, on associe une application, notée R .y ou ﬁ, de
P" dans 22(A). On écrira aussi IR(pl_,. ., pn)l, aulieude R(py,..., pn), pour py,...,p, € P.
En particulier, on a une application C: P — 22(A), que 'on notera |C[p]]|.

On définit comme suit la valeur de vérité dans .# d’une formule étendue :

1Tl =@a.

IR(t1,.... t)) = 7| ={tem; te R(,..., ), me |[F}.

IR(#, ..., tp) = B[ = IF I sile R, ..., )

IR(#,..., 1) — F)7| = @ sinon.

Proposition 10.

DAx(X)I |FVXVxy...Vx,[(R(xq,...,x,) — X) — (R(x1,..., x5) — X)].

ii)Siona |IR(py,...,pn)| #8 = [ €|R(py,..., pn)| quels que soient py, ..., pn € P, alors:
KIFVYXVxy..Vx,[(R(xy,...,x5) — X) — (R(x1,..., x,) — X)].

Trivial.

C.Q.E.D.
Remarque. D’aprés la proposition 10, on voit que, si 'application R:P" — P(A) ne prend que les
valeurs {I} et @, on peut remplacer R(t,...,t,;) — F par R(t,...,t;)— F.
On définit le prédicat binaire ~ en posant |[p=~q|={l}sip=q et |[p=ql=@sip #q.
D’apres la remarque ci-dessus, on peut remplacer p =~ g — F par p = q — F. La proposi-
tion 11 montre qu’on peut aussi remplacer p=¢g — F par p=~q— F.
Notations. On écrira p=q— F aulieude p=qg— F.Onadonc:
lp=qg—Fl=IFl sip=q; lp=q—Fl=9¢ sip#q.
On écrira p# q pour p=¢g— L.Onadonc:
IpZql=Isip=qet |p#ql=0sip#q.
Lutilisationde p=qg— F aulieude p=qg— F,etde p # g aulieude p = g — L, simplifie
beaucoup le calcul de la valeur de vérité d'une formule comportant le symbole =.

Proposition 11.
DAxXI |FVXVxVy(x=y—=X)— (x=y— X));
AxXAyyx IFVXVxVy(x=y— X),x=y — X).

i) Soienta,be P, X cIL{|lFa=b—-X etne|la=b—X|.
Onadonca=b,doul|la=b,doncé*xl.mell,doulxxI*éeme l.



ii) Soient maintenantn |- (a=b— %), {lFa=betpe |X|.
On montre que AxAy yx*ne(«p € 1L autrement dit { *nep € L.
Sia=b,alorsn |FZ,(IFVY(Y = Y).Onane.pe | —X|,donc{*ne.pe L.
Sia#b,alors(|-T— 1,donc{*ne.pe L.
Dans les deux cas, on a le résultat voulu.

C.Q.F.D.

Remarque.

Soient R une partie de P¥ et 1 : PF — {0,1} sa fonction caractéristique, définie par :

1r(p1,..., pn) =1 (resp. =0) si (p1,..., pn) € R (resp. (p1,..-,pn) € R).

On étend le prédicat R au modele .# en posant :

|R(p1,---,pn)l =1{1} (resp. = @) si (p1,..., pn) € R (resp. (p1,-..,pn) € R).

D’apres les propositions 10 et 11, on voit que R(x,...,x;) et 1g(x,..., X,) = 1 sont interchangeables.
Plus précisément, on a:

TIFVYXVYXx:...Vx,(R(x1,...,Xp) — X) < (1r(x1,...,x5) = 1— X)).

Pour chaque formule A[x;,...,xt], on peut définir le symbole de prédicat k-aire Ny, en po-
sant [Na(py,..., pi)l = {ky; m € | Alps,..., pilll}. La proposition 12 montre que Ny et =1 A sont
interchangeables; cela peut simplifier les calculs de valeurs de vérité.

Proposition 12.
D I=VYx1...Vxp(Nalxy,..., xk) = 7 A, X0))
i) ccl-Vxy.. VX ((Na(x1,..., xp) — L) — A(x1,..., Xp).

i) Soient py,...,pr€ P, me |A(p1,...,p)ll, ¢ |- A(py, ..., pr) et p € II. On doit montrer :
Ixkzelepe ll,soitExme I, cequiest évident.
ii) Soientn |- Na(p1,...,px) — L et me ||A(py,..., pr)ll. On doit montrer :
ccxneme I, soitnxkyeme 1L, cequiest clair, puisque k; € |[Na(py,..., pi)l-

C.Q.F.D.

Combinateur de point fixe

Théoreme 13. On pose Y = AA avec A= Aalf(f)(@)af.Onaalors Y*§em>ExYEom.
Soit f : P?> — P telle que f(x, y) = 1 soit une relation bien fondée sur P. On a alors :
DYIFVX{Vx[Vy(f(y,x) =1— Xy) = Xx] = Vx Xx}.
i) YIFVX)...VXg

VxIVy(X1y,....Xky— f(,x) #1), X4x,..., Xpx — L] = Vx(Xyx,..., Xpx — L)}

La propriété Y x¢em > ¢ * Yo estimmédiate, d’apres le théoreme 4.

i) Onfixe X : P - 2{I), pe Pet ¢ IFVx[VyY(f(y,x) =1— Xy) - Xx]. On montre, par
induction sur la relation bien fondée f(x,y) =1, que Y x{«7 € IL pour tout 7 € X p.

Soit donc 7 € X'p; d'apres (i), ona Yx&em > { xYEem et il suffit donc de montrer que
{xYEeme L. Par hypothese,onaé [FVy(f(y,p) =1— Zy) — Z p; il suffit donc de montrer
que Y¢ |- f(g,p) =1— Z g pour tout g € P. C'est évident si f (g, p) # 1, par définition de —.
Si f(q, p) =1, on doit montrer Y¢ |- X g, soit Y x ¢« p € AL pour tout p € & q. Or, cela découle
de I'hypothese d'induction.

ii) La preuve est presque identique : on fixe Z1,..., % : P — 2 (Il), pe P et
¢IFYxIVy(@ Y, ...y — fy,x) #1),21%,...,Zrx — L]. On montre, par induction sur la

10



relation bien fondée f(x,y) =1, queY*¢em € 1L pourtoutn € |21 p,..., Zrp — L.

Comme précédemment, on est ramené a montrer que :

Y¢-21q,...,%xq — f(q,p) # 1 pour tout g € P; c’est évidentsi f(q, p) # 1.

Si f(q, p) =1, on doit montrer Y¢ |- %14,...,Zrqg — L, ou encore :

Yx¢e.pe€ l pourtoutpe||Z1q,...,Zrqg — Ll. Or, cela découle de 'hypothese d'induction.
C.Q.F.D.

Entiers, mise en mémoire et fonctions récursives

On a un symbole de constante 0 et un symbole de fonction unaire s qui est interprété, dans
le modele .4 par une fonction bijective s: P — (P \ {0}).
Rappelons que nous avons identifié s"0 avec 'entier n et qu’on suppose donc que N c P.

On désigne par int(x) la formule VX (Vy(Xy — Xsy), X0 — Xx).

Soit u = (u,) nen une suite d’éléments de A. On définit le symbole de prédicat unaire e, en
posant: |e,(s"0)| = {un}; ley(p)l=@ sip¢N.

Théoréme 14. Soient T,, S, € A tels que l'on ait S, |-(T — 1), T — L et:
Tu*peVeTTl >VhkSyehellgel; Sy * Welly o T >W X Upi] el

quels que soientv,p,y € A et € I1. Alors :

T, IFVXVx[(ey(x) — X), int(x) — X].

T, est appelé opérateur de mise en mémoire.

Soient pe P, ¢ e, (p) — X, vIint(p) et m € | X]. On doit montrer T, x pevem € 1L
autrement dit vx Sy epetpeme L.

e Si p ¢ N, on définit le prédicat unaire Y en posant :

Y(@=TsigeN; Y(gg=T — Lsigé¢N.

On a donc, évidemment, ¢ |- Y (0) et ug.m€ | Y (p)I.

Or, par hypothése surv,onav [FVy(Yy — Ysy), Y0 — Y p. Il suffit donc de montrer que :
SulFYy(Yy—Ysy),soit S, |FY(g) — Y(sq) pour tout g € P.

C’est évident si g € N, puisqu’alors | Y (sg) | = @.

Si g ¢ N, on doit montrer S, |- (T — 1), T — L, ce qui résulte de I'hypothese.

e SipeN, ona p=s”0; on définit le prédicat unaire Y en posant :
IIYsiOII ={up-jemtpourO0<i<pet||Yql|l=90siqg¢ {siO; 0<i=<pl
Par hypothese sur v,¢,m,0on a:
VIFVy(Yy—Ysy),Y0— YsP0; ¢ |FYO0; upeme ||YsPOl.
Il suffit donc de montrer que S, FVYy(Yy — Ysy), soit Sy, |- Yqg — Ysq pour tout g € P.
C’est évident si g ¢ {s'0; 0 < i < p}, car alors | Y sq| = @. Si g = s'0 avec i < p, soité |- Yq;
on doit montrer Sy*etp—j—1eT € L. Or,0na Sy*xCallpy_j1e7>EkUy ;o7 quiestdans I,
par hypothése sur ¢.

C.Q.F.D.
Notation. On définit les c-termes clos 0= AxAyy; o = AnAfAx(f)(n)fx; et, pour chaque
neN, on pose n = (0)"0.0n définit le symbole de prédicat unaire ent(x) en posant :
lent(n)| ={n}sineN;
lent(p)| =@ si p ¢ N.
Autrement dit, ent(x) est le prédicat e, (x) lorsque la suite u est (1) ;en-
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Théoréme 15.

Onpose T=AfAn(n)Sf0, avec S=AgAx(g)(o)x. Onaalors:
i) T|FVXVx((ent(x) — X), int(x) — X).

ii) I |FVx((ent(x) —int(x)).

T est donc un opérateur de mise en mémoire (théoreme 14).

i) On a immédiatement, d’apres le théoreme 4 :

TxPeVeT >VhkSeha0err; SkWYe(0)"0emr >y * (o) 10er

quels que soient v,¢p,w € Aet e I1.

On vérifieque S|-(T — 1), T — L:eneffet,si{|FT — L,alors Sxenenr > *xoneme 1L
quels que soientnn € A et w € I (d’apres le théoréme 4).

Le résultat est alors immédiat, d’apres le théoréme 14.

ii) On doit montrer I |- ent(p) — int(p) pour tout p € P. On peut supposer p € N (sinon
ent(p) = @ et le résultat est trivial). On doit alors montrer :
Ix0P0.p € 1 sachant que p € |int(s”0)]|.
Il existe donc un prédicat unaire X : P — ZII), ¢ |- Vy(Xy — Xsy), o |- X0 et w € || XsP0|
tels que p = ¢« w o+ . On doit montrer (0)?0xp+w+n € 1. On montre, en fait, par récurrence
sur p, que (0)P0xpsweme L pourtoutmn e || XsP0|.
Pour p =0, soit 7 € || X0l ; on doit montrer 0 x pewem € 1L, soit w *x € I, ce qui est évident
puisque w |- XO.
Pour passerde pa p+1, soitm € | XsP*10]l.Ona:
PO Pew e = (0)(0O)POXPaw et > T *kTP0epew o > Ppx (0P0)PwoT.
Or, par hypothese de récurrence, on a 0”0 *x p.w+p € 1L pout tout p € || Xs”0||. Il en résulte
que (070)¢w |- Xs”0. Comme ¢ |- XsP0 — XsP*10, on a bien ¢O* (0P0)pweme L.

C.Q.F.D.
Le théoreme 15 montre qu’on peut utiliser le prédicat ent(x) au lieu de int(x), ce qui simplifie
beaucoup les calculs. En particulier, on définit le quantificateur universel restreint aux entiers
Vx" en posant VxMF = Vx(int(x) — F).
On peut donc le remplacer par le quantificateur universel restreint a ent(x) défini par :
Vx®™ F = Vx(ent(x) — F). Onaalors |Vx®"F|| = {n.m; neN,x € |F[s"0/x]|}.
La valeur de vérité de la formule Vx®"'F est donc beaucoup plus simple que celle de la

formule metF .

Théoreme 16. Soit ¢ : N — N une fonction récursive. Il existe un A-terme clos 0 tel que, si
meN, n=¢(m) et f est une A-variable, alorsOm [ se réduit a fn par réduction de téte faible.

Il s’agit d'une variante du théoreme de représentation des fonctions récursives par des A-
termes. Elle est démontrée dans [13].
C.Q.F.D.

Théoréme 17. Soit ¢ : N — N une fonction récursive. On définit, dans .4, un symbole de
fonction f en posant f(s"™0,...,s"0) = s0 avec n = ¢p(my,...,my) ; on prolonge f de facon
arbitraire sur P*\N¥. Alors, il existe une quasi-preuve 0 telle que :

0 |FYxy...Vxglint(xy),..., int(xg) —int(f(x1,..., X)].

Pour simplifier, on suppose k = 1. D’apres le théoréme 15, il suffit de trouver une quasi-
preuve 0 telle que 6 |- Vx[ent(x), (ent(f(x)) — L) — L]. Autrement dit :
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0 |Fent(p), (ent(f(p)) — L) — L pour tout p € P.
On peut supposer que p = s"*0 (sinon, |ent(p)| = @ et le résultat est trivial).
On a donc ent(p) = {m}; on doit donc avoir :
O*xmeleme L pourtout m eIl et |-ent(s”0) — L, avec n = ¢p(m).
On prend le A-terme 6 donné par le théoréme 16. D’aprés ce théoreme, on a:
O*meloem>¢*nem, quiestdans 1L, par hypothese sur ¢.

C.Q.F.D.

Remarque. On a ainsi réalisé par des quasi-preuves, tous les axiomes de I'arithmétique du second
ordre, avec un symbole de fonction pour chaque fonction récursive.

Algebres standard

Une algebre de réalisabilité of est dite standard si son ensemble de termes A et son ensemble

de piles I1 sont définis comme suit :

On a un ensemble dénombrable 1y qui est 'ensemble des constantes de pile.

Les termes et les piles de <« sont les suites finies d’éléments de I'’ensemble :
MloU{B,C,E,I,LK,W,cC,¢, 1, ¥’ k (), 1, o}

qui sont obtenus par les regles suivantes :

B,C,E,I,K,W,cc,c, ¥, x sont des termes;

chaque élément de I1j est une pile;

si ¢,n sont des termes, alors ({)n est un terme;

si ¢ est un terme et 7 une pile, alors ¢ « 77 est une pile;
si 7 est une pile, alors k[7] est un terme.

Un terme de la forme k[r] est appelé continuation. 1l sera noté aussi k.

L'ensemble des processus de I'algébre of est A xII.
Sié e Aetmell, le couple (¢, ) est noté & x 7.

Une pile est donc de la forme 7 =& e...e&,emp, OU &y,...,¢n € A et mg € Ty (;p est une
constante de pile). Etant donné un terme 7, on pose 1° =¢&je ... e pe T o 7.

On fixe une bijection récursive de I1 sur N, notée 7 — nj.

On définit une relation de préordre, notée >, sur A % I1. C’est la plus petite relation réflexive
et transitive telle que, quels que soient ¢,n,{ € A et ,® € I1, on ait :

En*m>Exnem.
Ix&emm>E&xm.
Kx&enemr>&xm.
Ex¢enern > ()N K.
WHh&enem >ExNeneTt.
CxCeNelem>EXx(eMneT.
Bx¢enelem> (E)(m * .
cCk&em>Exkyom.
kpx&e@ > & XTI,
CHCel>C kN _oT.
A*Eem" > X To.

Y *éeTem>EXT".
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On se donne enfin une partie 1L de A xII qui est un segment terminal pour ce préordre, c’est-
a-direque: pe l,p'>p=>p'€e L.

Autrement dit, on demande que L ait les propriétés suivantes :

En* xnegl=>Exneme L.

Ixlemg IL=>Exme L.

Kxéenem¢ L =>Exme A

Ex{enem¢ L= (E)n*me L.

WHhéenem¢g L =>Exkneneme L.

CkCeNelom¢ L =>EXCenem ¢ L.

Bx¢eneleme L= ()M rme L.

cCrxéem¢ Ll =>Exkeme A

kp*xéeg Il =>&xme L.

CxCem¢ L =>C*n o L.

A *Eem’ ¢ L =>ExTemme AL,

¥ x&eTeme L>EXm" ¢ UL,

Remarque. Le seul élément non fixé dans une algebre de réalisabilité standard est doncl’en-
semble de processus L.

L’axiome du choix sur les individus (ACI)

Soient &« une algebre de réalisabilité standard et .4 un «/-modele, dont I'’ensemble d’indi-
vidus est noté P. On a alors :

Théoreme 18 (ACI). Pour chaque formule close Vx;...Vx,VyF avec parametres, il existe
une fonction f : P! — P telle que l'on ait :

D) ¢lIFVxy...Vx,(Vx(int(x) — FIf(x1,...,Xm, X)/ y]) = Yy F).

ii) ¢ IFVxy...Vx,(Vx(ent(x) — F[f(x1,...,Xm, X)/y]) = Vy F).

Pour py, ..., pm, k € P, on définit f(py,..., pm, k) de fagon arbitraire si k ¢ N.
Si k€N, ona k= ng;, pourune pile 7 € Il et une seule. On définit la fonction f(py,..., pm, k)
au moyen de 'axiome du choix, de facon que, s'il existe g € P tel que 7y € |Flp1,..., Pm, g1,
onaitmg € |Flp1,...., Pm> fF(P1y-e s Py O]
i) On doit montrer ¢ | Vx(@int(x) — Flp1,....Pm f(P1s-- s P> X)) — Flp1,..., Pm> ql, quels
que soient py,...,Ppm, q € P.
Soient donc ¢ |- Vx(int(x) — Flp1,.--, P, f(P1,---, Py X)) et w € | Flp1,...,Pm, q1l; on doit
montrer ¢ x{«m € 1L, soit {*xn_«.7m€1L.0r,0ona:
¢ |Fint(ng) — FIp1,.., Pm> [ (P1,---, Pm>N7)] par hypothese sur ¢;
n_ |-int(n,;) d’apres le théoreme 5;
nelFlp1,...,Pm>» f(P1,..., Pm, N1l par hypothese sur 7 et par définition de f.
ii) La preuve est la méme ; on observe simplement que n_ € [ent(n,)|.

C.Q.E.D.

Modeles génériques

A partir d’'une algebre de réalisabilité standard </ et d'un «/-modele .4, on construit une
nouvelle algebre de réalisabilité 28 et un %8-modele A/, qui est dit générique sur .4 . Nous
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définirons ensuite le forcing, qui est une transformation syntaxique sur les formules; c’est
'outil essentiel pour calculer les valeurs de vérité dans le modele générique A
On considere donc une algebre de réalisabilité standard </ et un «/-modele .# dont1’ensem-
ble d’individus est P.
On a un prédicat unaire C: P — Z2(A), une fonction binaire a : P2 — P et un individu distin-
gué 1 € P. On suppose que les données {C, A, 1} constituent une structure de forcing dans .,
ce qui veut dire qu’on a la propriété suivante :
Il existe six quasi-preuves ay, @1, a2, Bo, B1, B2 telles que :
T e |Cl(pag)ar]l = apt € |C[pal(gan)]l;
Te|Clpll = a7 €|C[prlll;
1 €|Clpagll = az7 € |Clq]l;
T €|C[pll = Bot € |Clpapll;
T €|Clpagll = pr7 € |Clgnpll;
T € |C[((pAg)AT)ns]| = B2t € [C[(pA(gaT))asll.
Nous appellerons C-expression une suite de symboles de la forme y = (6¢)(01)...(0k) ou
chaque 6; est 'une des quasi-preuves g, a1, a2, Bo, B1, B2.
Une telle expression n’est pas un c-terme, mais YT en est un, pour tout c-terme 7 ;
le terme y1 = (0¢)(81)...(0)T sera aussi écrit (y)T.
Notation. Un A-ferme est un terme écrit avec les variables py, ..., pg, la constante 1 et le sym-
bole de fonction binaire A. Soient (py,..., px), u(p1,..., px) deux an-termes. La notation :
Y t(p1,..., pr) = ulpy,..., Px)

signifie que y est une C-expression telle que 7 € |C[t(py,..., p)ll = ()T € |Clulp,..., p)ll.
Avec cette notation, les hypothéses ci-dessus s’écrivent donc :
ap: (pAq@)Ar = pal(gar); ar::p= pal; az:prqg=q;

0 p=>pap; Bripag=qgnap; B2 (PAGIATIAS = (PA(GAT))AS.
Lemme 19. Il existe des C-expressions By, B}, B5, B3, By telles que :
By paq = (PAq@InG; By (PAQIAT = (GAPIAT 5 B pA(GAT) = (PAGIAT ;
B3 palgnar) = pa(raq); ,Bg 2 (pA(GAT)IAS = (PA(TAG))AS.

On écrit la suite des transformations, avec la C-expression qui I’exécute :

e By = (B1)(a2) (@) (Bo).
pAq; Bo; (pa@In(prq); ao; palga(paq)); az; ga(paq); Br; (paging.
e B, = (B1) (o) (B1) (o) (B1).
pAGAr) ;B (Gar)ap; ag; garap); Br; (rap)ag; ao; ra(paq); Br; (pag)ar.
o B = (@2)(@0) (B2) (B1) (@) (a2) (B1) (B5) (By) (B1).
(PA@IAT; Brs TA(PAQ) 5 By (ra(PAg)A(paq); By ; (FA(PA@)APIAG 5 Brs Ga((rA(paq@))ap) ;
az; (ran(pag)ap; ag; ra((paq)ap); B1; (PA@)APIAT ;5 Bos (PA(GAP)AT ; a5 pa((gap)aT) ;
az; (gap)ar.
e B3=(B1(BY(BL.
pa(gnar); Bu; (gar)ap; By (rag)ap; Brs pa(raq).
o By =(BDBL B (@) (BY).
(palgar))as; Bys ((Gar)ap)as; ao; (Gar)a(pas); By s (raq@)a(pas); By s (rag)ap)as; By ;
(pa(rag))as.
C.Q.F.D.
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Théoreme 20. Soient t, u deux r-termes tels que toute variable de u apparaisse dans t. Alors,
il existe une C-expressiony telle quey :: t = tau.

Lemme 21. Soientt un -terme et p une variable de t. Alors, il existe une C-expression y telle
que y:t= tap.

On raisonne par récurrence sur le nombre de symboles de ¢ qui se trouvent apres la der-
niére occurrence de p. Si ce nombre est 0, ona ¢t = p ou ¢t = uap. On a alors y = fy ou f
(lemme 19).
Sinon, on a t = uav; si la derniére occurrence de p est dans u, I’hypothese de récurrence
donne y':: vau= (vau)ap.Onaalors y = (B))(y)(B1).
Si la derniere occurrence de p est dans v, on a v = yyav;. Si cette occurrence est dans vy,
I'hypotheése de récurrence donne y':: ua(viavg) = (ua(v1avg))ap. On pose y = (B3)(y")(B3)
(lemme 19).
Si cette occurrence est dans vy, 'hypotheése de récurrence donne
Y’ (uavg)avy = ((uavg)avi)ap. On pose alors y = (B2) () (B5).

C.Q.E.D.
On montre le théoréme 20 par récurrence sur la longueur de u.
Siu=1,onay=a;siuestune variable, on applique le lemme 21.
Si u = vaw, 'hypothése de récurrence donne y':: t = tav etaussi y”:: tav = (tav)aw. On
pose alors y = (ao) (y") (y)).

C.Q.F.D.

Corollaire 22. Soient t, u deux r-termes tels que toute variable de u apparaisse dans t. Alors,
il existe une C-expressiony telle quey :: t = u.

D’apres le théoreme 20, ona y':: t = tau. On peut donc poser y = (a2)(y').
C.Q.F.D.

Corollaire 23. Il existe des C-expressionsyo, Y, YK, YE, YW>YC Y B>Yce Yk telles que:
Yripag=q; Yk In(pa(gar)) = par; ve = Ia(pa(gar)) = (pag)ar;

Yw  Ia(pa(gar)) = palga(gar)); Yo In(pa(ga(ras))) = pa(ra(gas));

YB = IA(pA(gA(ras))) = (PA(GAT)IAS; Yec i In(paq) = pa(gnag) ;

Yk palgar) = gap.

Lalgeébre 2

On définit une nouvelle algebre de réalisabilité 28 = (A, II, A % IT, Il ).

Son ensemble de termes est A = A x P, son ensemble de piles est II = IIx P et son ensemble
de processus est A * IT= (A xII)xP.

Le sous-ensemble distingué 1L iz de A % II sera noté L. Il est défini comme suit :
Exmplell & (VreClp)éxnte L.

Pour (¢, p) € A et (7, q) € II), on pose :

&, p)* (m,9) = *7,prq);

&, p)e(m,q) = (em, prq).

Pour (¢, p),(n,q) € A, on pose :

&P, q) = (@uén, prqg) avec ap=Ax(Y)Ay(x'x)(ao)y.
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Lemme 24. Pour chaque C-expressiony, on pose ¥y = Ax(Y)Ay(x'x)(y)y.
Onaalors y x&en* >Ex "7,

Immédiat, d’apres le théoreme 4. On aurait pu aussi prendre y = (y)AxAy(x'y) (y)x.
C.Q.F.D.

Proposition 25. Siona y:: t(py,..., p)l = u(ps,..., px), alors:
()_/*6077:, t(pl)rpk)) gl = (6*77:, u(pl;ypk)) ¢ .

Par hypothese, il existe 7 € C[t(py,..., pr)] telque Y x{enmr” ¢ 1. On a donc:
YT € Clu(py,..., pr)l etéxn’t ¢ I, d’apres le lemme 24. Par suite (& * 7, u(py,..., pr)) € L.
C.Q.F.D.

Lemme26. Ona (&, p)n,q) x (m,r) ¢ 1L = (&, p)*x(1,q)«(m, 1) ¢ L.

Par hypothese, on a (aoén xm,(pag)ar) € UL ; il existe donc 7 € C[(pag)ar] tel que :
apén* ' ¢ 1. D’apres le lemme 24, on a { xn.7%" ¢ 1L ; comme aoT € C[pr(gar)], on a
(E*xnem, pr(gar)) ¢ L etdonc (&, p) x (1, q)e(m, 1) ¢ L.
C.Q.E.D.
On définit les combinateurs élémentaires B, C, E, I, K, W, cc de I'algébre 98 en posant :
B=(B*1);C=(C*"1);E=(E*1);I=("1);K=(K"1);W=(W"1);cc=(cc*,1)
avec B* = AxAyAz(yg)(@ox)(@o)yz; C* =yC; E* = AxAy(yp) (@o)xy; I" =7y,I;
K* =y K; W* =y, W; cc* = (0 AxAY (L)X y) (Ye) X) (N AxAY (k) (X' y) (yi) x.
On pose k¢, p) = (k;, p) avec ki = (N AxAy (k) (X' ) (yi) x.

Théoreme 27. Quels que soierztf,ﬁ,f eANeti,Dell,ona:
IxCeig Wl = Exg ll;

Kxéoffet¢ Il = Exg dL;

Ex&ofjete Il = Ofixaell;

WxkéEefeig Il = Exfeijeii¢ L.

Bxiefjeletg I = @) *a¢

CH&ufjel et I = ExCofjei ¢ AL,

cCxéeiigll = Exkyoiie I,

kixEedg Il = Expe .

A titre d’exemples, on fait la démonstration pour W, B, k3, cc.
Onpose ¢ = (&, p), 7= ,q),{ =), 7= (1,9,0= (@,

Supposons Wx .7« 7 ¢ L, donc YwW *&enem,1n(pa(gnas))) & AL.

Il existe donc 7 € C[Ir(pa(gns))] telque Yy, W x&enen” ¢ IL.
Comme Yy, Wx¢{enen’ >&xnenen’W ,ona {xnenen’ ¢ 1.

Mais ywT € C[pa(gna(gas))] etil en résulte que 'ona & xfjefje i ¢ L.
Supposons Bx Eefjel o ¢ I, 50it (B* % & en)el o« 1, In(PA(GA(1AS)))) & L.
Il existe donc 7 € C[1a(pa(ga(ras)))] telque B* x&Eenelem” ¢ L.
Or,ona B* *{enelen” > (yp)(@oé)(@o)n{ *x n” (d’apres le théoreme 4)

> (@) (@p)n¢ *x m¥8" (d’apres le lemme 24). Donc, on a (@oé) (@p)nd * V8% ¢ 1.
Mais ypT € C[(pa(gaT))as] eton adonc:

(@) (@o)n¢ * 7, (pA(gar))as) & AL, autrement dit (&) ()¢ * 7 ¢ L.
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Supposons ki *x&.@ ¢ I, soit (k% x&«@,srn(pag)) ¢ L. 1l existe donc 7 € C[sa(paq)] tel que
K xée@™ ¢ 1L.Or,onak; x&e@” > AxAy(ky) (X' V) (Vi) X X T o€ e @ > (K7) (X' E) (yK)T * @ (d’apres
le théoreme 4) > (Y'&)(Y1)T* T > ' * EYiT o7t > &% VT,
On adonc ¢ * 7" ¢ 1 ; mais, comme YT € C[pas], on a bien Exg L.
Supposons €c * &« 77 ¢ I, soit (cc* x e, 1n(pas)) ¢ AL. Il existe donc 7 € C[1a(pas)] tel que
cc*xéem"¢ 1L.0Or,0na:
CC* * Eart™ > AXAY(COAK((X' 1) (Y ) X) (DAXAY () (X' 1) (i) X X Te 0Tt
> (COA((X ') (YT N AXAY () (X' Y) (Y1) x * 7w
> (O IDWAXAY KD (X' V) (Y dx * 71> )" * o yecT o (NAXAY k) (X' V) (Yi) X o 70
>Ex (NAXAY k) (X Y () xe Vet =&k ko mTeeT.
Il enrésulte que &xk;om¥e? ¢ L. Or,0onayc1 € C[pa(sas)] etil enrésulte quel'ona (&, p) x
(kr,s)e(m,s) ¢ 1L, c'est-a-dire ExKyof gt L.

C.Q.F.D.
On a ainsi défini completement ’algebre de réalisabilité 28.

Pour chaque c-terme clos ¢ (quasi-preuve), désignons par g sa valeur dans 1’algebre 28 (sa
valeur dans I'algebre standard </ est ¢ lui-méme). On pose tg = (£*,1;), ou t* est une quasi-
preuve et 1, une condition écrite avec 1, A et les parenthéses, qui sont définis comme suit
par récurrence sur ¢ :

e Si t est un combinateur élémentaire B,C, E, I, K, W, cc, alors t* a déja été défini; 1,=1.

o (tw)  =aot u*; 1, =1:n1,.

Le modele A

Le 28-modele A" ale méme ensemble d’individus P et les mémes fonctions que ..

Par définition, les prédicats d’arité k de .4 sont les applications de Pk dans 2 (IT). Mais
comme IT = ITx P, ils s'identifient aux applications de P**! dans 22(Il), c’est-a-dire aux pré-
dicats d’arité k+ 1 du modele .4 .

Chaque constante de prédicat R, d’arité k, est interprétée dans le modele .4, par une appli-
cation R 4 : PF — 2(A). Dans le modele .4, cette constante de prédicat est interprétée par
I'application R 4 : Pk — a2(A), ol Ray(p1,--o,p) =Ru(p1,..., pr) x{1}.

Pour chaque formule close F a parametres dans .4/, sa valeur de vérité, qui est une partie
de I, sera notée || F||. On écrira (¢, p) |- F pour exprimer que (¢, p) € A réalise F, autrement
dit (Vzell)(Vqg e P)((m,q) € IFI) = (&, p) * (7, q) € 1L).

Théoréeme 28.
Siona + t: Aenlogique classique du second ordre, ot A est une formule close, alors
tg=(t",1,) lI- A.

Application immédiate du théoréme 5 (lemme d’adéquation) dans le 8-modele .A4".
C.Q.F.D.

Proposition 29.

i) Si (&,1) - F, alors (y¢, p) - F pour tout p € P, avec y :: paqg = 1rq.
ii) Soient &,n € A tels que ¢ % m > 1 x 1t pour touten € I1. On a alors :
Exm,p)¢ = (n*m, p)¢ L quels que soientmelletpeP;

(n,p) IFF = (&, p) I-F pour toute formule close F.
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i) On doit montrer que, pour tout (1, g) € [IF|ll, ona (y¢, p) x (7w, q) € 1L, soit :
(y¢*m,prq) € L. Soit donc 1 € C[prql, douyt € C[1rg].
Comme on a, par hypothese, ({ x 1,12g) € 1L, on en déduit {x 7’7 € 1L etdoncyéxn’ e L.
ii) Par hypothese, il existe T € C[p] telque {xn1” ¢ 1. Onadonc nxn’ ¢ I, d'ou(nxm,p) ¢ 1.
Soit (7, qg) € IF|ll; ona (n, p) x (1, q) € 1L, soit (nx 7, paq) € L. D’apres ce qu’on vient de voir,
onadonc (§ xm, prg) € 1L, donc (&, p) * (7,q) € L.

C.Q.F.D.

Les entiers du modele A

Rappelons qu'on a posé :

o=AnAfAx(f)(n)fx, 0=AxAyy et n=(0)"0 pour tout entier n.

Onadonc og=(0%1,) et ng,=(0)"0)g = (n",1,).

Donc 0, =(KD)g=(K*,1)(I*,1) et n+1,=0gn,4=(0"15)(n"1,).

Les définitions par récurrence de n*, 1 n sont donc les suivantes :

0" =aoK*I"; (n+1)* =apo"n*;

19 =1a1; 141 = Lyal,.

On peut définir le prédicat unaire ent(x) dans le modele A" de deux facons distinctes :

i) A partir du prédicat ent(x) du modeéle .4, en posant:

lent(s"0)| = {(n, 1)} ; lent(p)| = @ si p ¢ N.

ii) Directement par la définition de ent(x) dans le modele 4" ; nous notons ce prédicat
ent 4 (x). Onadonc:

lent 4 (s"0)| = ng; lent y (p)| =@ sip ¢ N.

D’apres le théoreme 15, appliqué dans le modele .4/, on sait que les prédicats int(x) et
ent_4 (x) sont interchangeables. Le théoréeme 30 montre que les prédicats int(x) et ent(x)
sont aussi interchangeables. On a ainsi trois prédicats qui définissent les entiers dans le mo-
dele A4 ; c’est ent(x) que nous utiliserons le plus souvent dans la suite. En particulier, on
remplacera le quantificateur V x™ par Vx¢™t,

Théoréme 30.

Il existe deux quasi-preuves T, ] telles que :
) (T,1) IFVXVx((ent(x) — X), int(x) — X).
ii) (J,1) IFVx(ent(x) —int(x)).

i) On applique le théoréme 14 ala suite u : N — A définie par u, = (n, 1).
On cherche deux quasi-preuves T, S telles que :
SD*xw,ple(n,De(m@,r)>w,p)*x(n+1,De(m,r); (SDIFT—LT— L.
(TLD)*x (D, p)e(V,q)e(m,1)>(v,q) % (§,1) e (p,p)«(0,1) e (71, 7).

D’apres le théoreme 14, on aura alors le résultat cherché :

(T,1) - VYXVx((ent(x) — X), int(x) — X).

On pose S=AfAx(yf)(0)x, avecy :: Ia(pa(gar)) = pa(gnar).

Onaalors (S,1) *x (¥, p)e(V,q) ¢ (,7) = (Sk Y eVer,In(pnr(gnar))) >

(Yw x ovenm, 1n(pa(gnar))) (théoreme 4 et proposition 29(ii))

> (W * ovem, pa(gnar)) (proposition 25) = (v, p) x (0, q) « (7, 71).

Supposons d’abord que (v, p) [T — L; onaalors (¢, p) x (0Vv,q)«(m,r) € 1l etdonc:
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(S, D) * (y,p)e(v,q)e(m,r) € L. Cela montre que (S,1) [FT — L, T — L.
Par ailleurs, en posantv =n,d'ouov=n+1, et g=1, on a bien montré que :
SD*x,p)le(n,D)e(m,r)>W,p)*x(n+1,1)e(m,r).
On pose ensuite T = }Lf/lx(?’x)SfQ, avec Y 1a(pa(gar)] = ga(Aa(pa(1ar))).
Onaalors (T,1) % (p,p)e(v,q) o (71, 7) = (T * peVerm,In(pa(gar))) >
F'v*Sepa0am, 1n(pa(gar))) (théoréme 4 et proposition 29(ii))
>(WVkSepe0er,ga(In(pa(1ar)))) (proposition 25)
=W,q) % (S, 1)e(,p)e(0,1)e(mr, ) cequiestlerésultat cherché.
ii) On cherche une quasi-preuve J telle que (/,1) |- Vx(ent(x) —int(x)). Il suffit d’avoir :
(J,1) I-ent(s"0) —int(s"0) pour tout n € N, puisque |ent(p)| = @ si p ¢ N.
Soit (7, g) € |lint(n) ||| ; on doit avoir (J,1) % (n,1)« (1, q) € 1L, soit (J*xnem,1r(1rq)) € L.
Or,ona (n*,1,) = ((0)"0)% lI-int(s"0) (théoréme 5, appliqué dans %) et donc :
(n*,1,) % (r,q) € IL ouencore (n* xm,1,rq) € L.
Soit donc 7 € C[1A(1rg)]; on aalors (y)"(yo)T € C[1,A4]
ol yp et y sont deux C-expressions telles que :
Yo:: 1a(1naqg) = (Ia)aq; v i paqg = (gap)aq.
En effet, on a vu que 1y = 121 et 1,41 = 1511,. Il en résulte que, si 7 € C[1A(1Ag)], alors
(Yo)T € Cllgaql, d’olt (1)"(yo)T € C[1,Aql. Onadonc n* x M 007 e 1,
On construit ci-dessous deux quasi-preuves g, j telles que, pour tout n € N, on ait :
a) gxnelenn® >ExaM 0T,
b) j*xneemr>Exn*om.
En posant ] = Ax(gx)(j)x,ona Jxnen’ >n* % a7 ¢ 1, ce qui est le résultat voulu.
a) On pose g = AkAx(y,)(k)yx; ona, d’apres le théoreme 4 :
g* Nl o' =Yy * (MYEe” > (Y& x0T,
Il suffit donc de montrer que (n)yéxn’ >¢& % aM"T ce qu’on fait par récurrence sur 7.
Si n =0, on aimmédiatement 0 xy+&en” > ¢ * " puisque 0=AxAyy.
Pour passerde nan+1,ona (n+1)y{*n* = (0n)yE*xn" >0 % NeYel e’
=T * (WYEn” > (WYE* 7N > Ex 70" par hypothése de récurrence.
b) Onpose f=ago”, U=AgAly(g)(Byet j=AkAf(k)Uf0*.
Onadonc j*xnelem>nU¢*0*.m. On montre, par récurrence sur n, que :
nUéx k™ e >&x (n+k)* o pour tout entier k, ce qui donne le résultat voulu avec k = 0.
Pour n=0,0ona QUéx k™ em > &% k™ o puisque 0 = AxAy y.
Pourpasserdenan+1,ona (N+ D) *Uelek™em=0n*Uelek™em>UxnUEk™ o7
(puisque 0 = AnAfAX(f) (M) fx) > nUEx Bk em=nUE* (k+1D)*en>éx(n+k+1) om
par hypothése de récurrence.

C.Q.F.D.

Forcing

Il s’agit d’évaluer les valeurs de vérité des formules dans le Z8-modele générique 4.

Pour chaque variable de prédicat X d’arité k, on ajoute au langage une nouvelle variable de
prédicat, notée X*, d’arité k + 1. Dans le «/-modele .#, on utilisera les variables X et X™;
dans le Z8-modele &, seulement les variables X.
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A chaque parameétre du second ordre d’arité k du modele 4, soit & : P¥ — 22(Il), on associe
un parametre du second ordre d’arité k+1, soit X : P+l . g2(1T) du modele .. 1l est défini
de facon évidente, puisque II =I1x P; on pose :

XY (p,p1y..pr) = ell; (m,p) € X (p1,..., i)}

Pour toute formule F écrite sans les variables X*, avec parametres dans le modele .4/, on
définit, par récurrence sur F, une formule notée p - F (lire « p force F »), avec parametres
dans le modele ¢, écrite avec les variables X* et une variable libre p de condition :

Si F est atomique de la forme X(f,..., ), alors p i F est Vq(Clprql — Xt (q, t1,..., ty)).
Si F est atomique de la forme &' (t1,...,t), alors p F Fest Vq(Clparql = X" (g, t1,..., tx)).
Si F = (A— B) ou A, B sont des formules, alors p - Fest Vg(qiA— prg I B).

Si F = (R(ty,..., tx) — B), ou R est une constante de prédicat, alors :

plF est (R(ty,...,tx) = p & B).

SiF=(t1j=1,— B), alors pB-F est (1j=6— p B).

SiF=VxA, alors p-F est Vx(p | A).

SiF=VXA, alors pfF est VX" (p B A).

On a donc, en particulier :
Si F=Vx®™"A, alors p - F est Vx®™(p | A).

Lemme 31. Soient F une formule dont les variables libres sont parmi X, ..., X et Z1,..., %k
des parametres du second ordre du modele N, d’arités correspondantes. On a alors :
(p B PIXTIX],... . XX = (p b FI2 Xy, ..., Zil XiD).

Immédiat, par récurrence sur F.
C.Q.F.D.

Théoréme 32.

Pour chaque formule close F a parametres dans le modele .V, il existe deux quasi-preuves
XF» X qui ne dépendent que de la structure propositionnelle de F, telles que l'on ait :

S HF) = (xS, p) IFF;

&P IFF = ¥pél-(p i F)

quels que soient{ € Netp € P.

La structure propositionnelle de F est le type simple construit avec un seul atome O et —,
obtenu a partir de F en supprimant tous les quantificateurs, tous les symboles — avec leur
hypothese, et en identifiant toutes les formules atomiques avec O.

Par exemple, la structure propositionnelle de la formule :

VX(Vx(Vy(f(x,y) =0— Xy) — Xx) — VxXx) est (O— O) — O.

Preuve par récurrence sur la longueur de F.

e Si F estatomique,ona F =X (f3,..., f;); on montre que yr = y et X}; = X’- On a, en effet :
Ip B Fll =1IVq(Ciprql — X7 (q, tr,..., )| =Uglt e 5 T € Clpaql, (, q) € IZ (11, ..., £ I}
En effet, par définitionde Z*,ona n € |X " (q,t,..., )l © (7, q) € X (t1,..., ;).
Onadonc:

(*) ¢IF(pRF) © (VgeP)VTeClpag)(VrelD)((m,q) € X (t1,..., tp)ll > ExTemre LL).
Par ailleurs,ona (¢, p) [FF < (Vge P)(Vr eI)((m,q) € lIFll = (&, p) x (m,q) € 1)

< (VgeP)(Vrnell)((m, qg) € IFll= (& *xm, prq) € IL) d’ot enfin, par définition de L :
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(3 %) &, p)IFF o (YgeP)VTeClpag) (Y eI ((m,q) € IFll = {* " € ).
Supposons que ¢ |- (p | F). Comme y& x> ¢ *Tom, onadapres () :

(Vge P)(VTeClprg)(Vm e ID)((mr,q) € IX (t1,..., tR)ll = yE*xTeme L)

etdonc (x¢,p) I-F d’apres (xx).

Inversement, supposons que (&, p) [ F. En appliquant () et le fait que y'é x Tem > x 717,
on obtient (Vg e P)(Vt € Clpaql)(Vr € ID)((mr, q) € IFIl = X’f* Teme l)

etdonc y'¢ | (p B F) d’apres ().

e SiF=VXAalorsphF=VX*(ph A).Onadonc ¢ |-F(pBF)=VXTEI-(p B A).

Par ailleurs,ona (¢, p) I[FF=VX((¢, p) lIFA).

Soient & : P¥ — 2 (IT) un parametre du second ordre du modele .4, de méme arité que X,
et X" le parametre correspondant du modele ..
Si¢|F(pBF)alorsona(|-(pRhAXT/X'],doncé |- (p B AIZ /X]),d apres le lemme 31.
Par hypothese de récurrence, on a (y ¢, p) - AIZ / X]. Comme & est arbitraire, on en dé-
duit (ya¢,p) IFVXA.

Inversement, siona (¢, p) |- F, alors (¢, p) - A[Z / X] pour tout .

Par hypothese de récurrence, on a x',¢ |- (p I A[Z/X]), dou x), ¢ I-(p B AIX /XD,
d’apres le lemme 31. Comme %" est arbitraire, on en déduit X’A'f IFYX*(p B A), c'est-a-
dire y',¢ I-F(p VX A).

e SiF=VxAalorsplF=Vx(pfA).Doncé |Fp Bl F=Vx({ I+ (pFA).

Par ailleurs, (£, p) I F=VYx(( p) - A).

Le résultat est immeédiat, d’apres I'hypothese de récurrence.

e SiF=(tj=th— A),alorspf-F=t,=t—pl A Donc:

(IFpEF) =t =n6—<¢IF(piA).

Par ailleurs, (&,p) IFF= (1 =6 — (&, p) lIFA).

Le résultat est immeédiat, d’apres I'hypothese de récurrence.

e SiF=A—B,ona pkF=VYq(gh A— prq i B) etdonc:

() (IF(pBEF) =>VnVqgmi-(g A —¢énl-(paq | B)).

Supposons ¢ |- (p B F) etposons yr=AxAy(yy) (xp)(x)(x')y.

On doit montrer (yg¢, p) IIFA— B;soientdonc (1, q) - Aet (n,r) € [|B]|l.

On doit montrer (ygré, p) *x(n,q) e« (m,r) € I soit (ypé *xnem, pa(gnar)) € L.

Soit donc 7 € C[pa(gar)]; on doit montrer yré *nen’ € 1L ouencore yp*x&enem’ € L.
D’apres ’hypothése de récurrence appliquée a (1, q) lI- A, on a )('An (g I A).

D’apres (*), ona donc (&)(x')n |- (paq & B).

En appliquant de nouveau I'’hypothese de récurrence, on en déduit :

((xB) (&) ()(24)17, pAq) |l B. Mais, comme (7, 7) € || B]|, on a alors :

((xB) Q) (X' )0, paq) * (m,7) € AL, soit ((xB)&)(x')n * 7, (pag)ar) € L.

Comme 7 € C[pa(gnar)],ona Yot € C[(pag)ar] etdonc (xp)(&)(x')n* " € 1.

Mais, par définition de yr, on a, d’apres le théoréme 4 :

xrx&enen’ > (xB)&)(x')n * 77" ce qui donne le résultat voulu: ypx¢enen’ € L.
Supposons maintenant (¢, p) [-A— B;onpose x5 =AxAy(xs) (@ox)(xa)y-

On doit montrer y7.¢ |- (p i A— B) c’est-a-dire Vq(yi:¢ - (g B A— paq | B)).
Soientdonc nl-q - Aetme||prq I Bll; on doit montrer )(%f *xneme I.

Par hypothese de récurrence, on a (yan,q) - A, donc (¢, p)(xan,q) IFB ou encore, par
définition de I'algebre 98 : ((@o¢)(xa)n, prq) lI- B.
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En appliquant encore 'hypothése de récurrence, ona (y%)(@oé) (xa)n I-(paq | B) etdonc:

(xp) (@) (xA)n*me L. Maisona:

X}f * 1) o0 > )(;; *&eM el > ()(;3) (@pé)(xa)n * m d’apres le théoreme 4 ; d’ot1 le résultat voulu.
C.Q.F.D.

Une formule F est dite du premier ordre si elle est obtenue par les regles suivantes :

e | est du premier ordre.

¢ Si A, B sont du premier ordre, alors A — B est du premier ordre.

e Si B est du premier ordre, R est un symbole de prédicat et fi,..., fx sont des termes avec

parametres, alors R(ty, ..., tx) — B, t; = t, — B sont du premier ordre.

* Si A est du premier ordre, Vx A est du premier ordre (x est une variable d’'individu).

Remarques.

i) Si A estune formule du premier ordre, il en est de méme de Vx

ii) Cette notion sera étendue plus loin (voir proposition 39).

ent A

Théoréme 33. Soit F une formule close du premier ordre. Il existe deux quasi-preuves 6 ,0",
qui ne dépendent que de la structure propositionnelle de F, telles que l'on ait :

£ I-Clpl — F) > (6rE,p) IFF;

&P IFF = & I-(Clpl — F)

quels que soienté € A etp € P.

On raisonne par récurrence sur la construction de F suivant les regles ci-dessus.

e Si Festl,onpose:

01 =Ax(PAyx)(a)y aveca::prg=Dp.

0" =AxAy(y'x)(a')y aveca’:: p= pal.

En effet, supposons ¢ |FC[p] — L et montrons (0 ,¢, p)(m,q) € UL, soit (6,¢*m, pag) € L.
Soit donc 7 € C[pag], donc at € C[p], d’ott { xat.m € L, par hypothese sur ¢, ce qui donne
5J_f*JTT e .

Inversement, si (¢, p) IFL,ona (¢, p)*(m,1) = (& *xm, pal) € Il pour toute 7 € I1.
Or,siteC[p],ona a't € C[pal], donc Ex %7 e I, donc O\ éxTeme L.

Donc é' ¢ |-Clpl — L.

e SiFest A— B,onpose:

0a—p =AxAy(YAz((x)(Op)Ad((x)(@)2) (8", ¥)(B)2)(y)z avec

a:pa(gar)=>p; Bupalgar)=q; v palgar) = 1ar.

En effet, supposons ¢ |-C[pl,A— B, (n,q) I A et (m,r) € ||Bl.

On doit montrer (0 4—p¢, p) *x (1, q)«(m, 1) € UL, soit (64— *Nem, pa(gnar)) € L.

Soit donc 7 € C[pa(gar)]; on doit montrer d4—.gé *Nem’ € L.

On a at € C[p], Bt € Clq]; or, par hypothése de récurrence, on a 6,1 |-Clg] — A, donc
0, MPTIA et (O@T)OMP)TI-B;dott Ad(&)(@)1)(8'ym (BT I-C[1] — B.

D’apres I'hypothése de récurrence, ona ((6g)Ad((&)(@)7)(6',n)(B)7,1) B, donc:
(0p)Ad()(a)T)(0"ym (B)T,1) * (m, 1) € 1L, soit ((63)Ad((§)(@)T)(&'ym) (B)T * 7, 1aT) € IIL.
Or,onayt € C[1ar],donc (6p)Ad(({)(a)T) (6;‘17) Byrxn'Tel,dou:

(XN (@RIAA((E)(@)T) (', M(B)T) ()T * 7 € LL. Par suite :

(WAz(X)0)AA () (@)2) (6", m (B)2) (Y)zxnT € 1L d'ott §4—pl*nen” € L.

On pose maintenant :

0y p = AxAyAz((0) (@ox)(6A)Ad 2)(a)y avec a::p = pal.
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Supposons (&, p) FA— B;soientt € C[p],n |- Aetme|B]|.On doit montrer :

5;PB£ *TeNem € L. On a Adn |-C[1] — A; en appliquant '’hypothese de récurrence, on a
((64)Adn,1) |- A, donc (&, p)((64)Adn,1) =B soit ((@eé)(ba)Adn, pal) |- B.

En appliquant de nouveau I’hypothese de récurrence, on trouve :

(05) (@¢) (0 A)Adn |-C[pal] — B. Comme on a a1 € C[pal], on obtient :

(0%) (@) (0 A)Adn* ate.nm € I etfinalement 6, ¢ Teneme L.

e Si F=R(g§) — B, ot1R est un symbole de prédicat d’arité k et p € P¥, on pose :
Op—p=AxAy(@)(0p)Az(x)zy avec a:: pa(lar) = par.

0% 5 =AxAyAz((0%)(@p)xz)(a')y avec a'::p = pal.

Supposons ¢ | C[p],R[g] — B et soient n € [R[4]|, (7, 7) € || B|ll. On doit montrer :

(Op—B&, p)*xM,1)e(m,1r) € I, soit (Or—pé*nem,pa(lar)) € lL. Soitdonc 7 € C[pa(1a1)]; 0N
doit montrer 6p_.gé *xnen’ € 1L. Or,ona Az(¢)zn |- Clp] — B, donc ((6p)Az(¢)zn, p) - B,
par hypothése de récurrence. Par suite, ona ((6p)1z(¢)zn, p) * (n,r) € 1L, soit :

((6p)Az(&)zn % m,par) € UL. Mais on a at € C[par], donc (0p)Az(&)zn * %" € 1, donc
(@ (0p)Az(l)zn*at € 1L, d' ot dp_pé*nen’ € L.

Supposons maintenant (¢, p) [FR(g) — B; soient 7 € C[p], n € |IR[4]| et 7 € || B|. On doit
montrer 6;3_,Bf*r.n.n€ 1.0r,0na (& p)n,1) |- B,soit ((ap)én, pal) |- B, donc:

(0%) (@p)én I-Clpal] — B, par hypothese de récurrence.

Or,ona a'r € C[pal], donc (8%)(@p)én* a'r.me 1L, d’'ol le résultat.

e SiF=(p1=p2— B),onpose Op=0p et 0, =0.

En effet, supposons ¢ [FC[p] — (p1 = p2 — B) et (w,q) € lIp1 = p2 — BJl. On doit mon-
trer (6p¢,p) x (m,q) € IL. Comme ||p; = p2 — Bll # @, on a p; = p», donc (,q) € ||BI|l et
¢ |[FCl[p] — B. D’ou le résultat, par hypothese de récurrence.

Supposons maintenant (&, p) [ py = p.— B, T |- Clpl et € || p; = p2 — B||. On doit montrer
5;9 *Tem€ 1.Comme ||[p; = p,— Bl # @,ona p; = py, doncme Bl et (& p)ll-B.Doule
résultat, par hypothese de récurrence.

e SiF=VxA onpose 6p =04 et 6. =0,.
En effet, si ¢ |-C[p] — Vx A,ona{ |- C[p] — Ala/x] pour tout a € P. Par hypothése de récur-
rence, on a (6 4¢, p) - Ala/x]; donc (6 4¢, p) I Vx A.
Si(¢,p)lIFVYxA, ona (& p)ll-Alalx] pour tout a € P. Par hypothése de récurrence, on a
0',¢ I-Clpl — Alalx]; donc 8',¢ -Clp] — Vx A.

C.Q.F.D.

Lidéal générique
On définit un prédicat unaire ¢ : P — Z2(II) du modele A" (parametre du second ordre
d’arité 1), en posant _#(p) =IIx{p}; onl'appellera l'idéal générique.
Le prédicat binaire ¢* : P> — 2(I1) du modele .# qui lui correspond, est donc tel que
Z (p,q) = @ (resp. 1) si p # g (resp. p = q). Autrement dit :
FZ*(p,q) estle prédicat p # q.

La formule p | _#(g) s'écrit Vr(C[par] — _#£*(r,q)). On a donc |p I _£ (@)l = ImClpag]ll.
Autrement dit :

p I _#(q) estidentique a 7C[paq].
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Notations.

e On note p £ g la formule Vr(=C[gar] — =C[par]) et p ~glaformule p= gAqgC p,
c'est-a-dire Vr(nClgar] < ~C[par]).

Dans la suite, on écrira souvent F — C[p] au lieu de =C[p] — —F;

p E g s'écrit alors Vr(C[par] — Clgar]) et p ~ g s'écrit Vr(C[par] — Clgnr]).

Remarque. On rappelle, en effet, que C[p] n’est pas une formule, mais une partie de A ; en fait, dans
certains modeles de réalisabilité considérés plus loin, il existera une formule C[p] telle que |C[p]| =
{t € A¢; T IFClpl}. On pourra alors identifier C[p] a la formule C[p].

¢ Si F est une formule close, on écrira [ F pour exprimer qu’il existe une quasi-preuve 6
telle que (6,1) |- F. D’apres la proposition 29(i), cela équivaut a dire qu’il existe une quasi-
preuve 0 telle que (8, p) |- F pour tout p € P.

Proposition 34.
D) ¢ IF-Clpragl = (X6, p) I-_2(q);
& p) 2@ = x'¢I--Clpaql.
ii) { IFVYr(Clpa(an)],Clgl — 1) = (x¢, p) I-—Clgl;
& p) IF-Clgl = x'¢ I-VYr(ClpaAan],Clg] — 1).
iii) Si¢ |--R(ay,...,ax) alors (&, p) IF—R(ay,...,ax) pour tout p (R est un symbole de prédi-
cat d'arité k).

i) Si¢ |-—Clpnagl,alors{ xTem € 1L etdonc y¢ * " € 1L pour tout 7 € C[parg]. On a donc:
(x¢ *m, paqg) € 1L, soit (x¢, p) x (7, g) € 1L pour toute 7 € I1, c’est-a-dire (x¢, p) I+ _£Z(q).

Si(,p)l-_Zlgl,ona (&, p)*(m,q) € L, donc (§ x 7, paq) € UL pour toute 7 € I1. On a donc
Exat e L, soit y'é x Tem € UL pour tout T € C[pag]. Donc y'¢ |- ~Clpaq].

ii) Si ¢ - Vr(Clpa(1an)],Clgl — 1), onaéxvetem € 1L pourve C[pa(lar)] et T € C[g]. Donc
1 *xtem’ € L, d'ott (yEx Tem, pa(lar)) € UL soit (y&, p) *x (1,1)e (1, 7) € L.
Or (7,1) décrit C 4 [g], et donc (x¢, p) I-Clgl — L.

Si (€, p) I--Clgl,ona (&, p)*x(r,1)e(m,r) € 1L, etdonc (§ xTem, pa(1ar)) € UL pour tout 7 €
Clgl.Onadonc éxTen’ € L d'olt ¥/ *xvVeTeme I pour tout v e C[pa(1ar)].
On en déduit y'¢ |- Vr(Clpa(1ar)],Clg] — 1).
iii) Soit T € |R(ay,...,ar)|;onaxt.m € L pour toute 7 € I1, donc (£ x T« 7, a) € Il quel que
soitae P,d’ou (¢, p) x (1,1)«(,q) € L.

C.Q.F.D.

Théoreme 35 (Propriétés élémentaires du générique).

D), 1)lIF2_21Q) avec a::1r(prq) = pal.

i) (0,1) IFVx(=Clx] — £ (x) oit 0 =Ax(NAy(xX'0)(B)y)(@)y

avec a:1r(prq) = q et [ 1a(prq) = pa(1al). _

i) (0,1) IFYxVy( £ (xny), 7 2 (x) — Z(y) ot 0 =AxAy(@)(y)(B)x

avec a :1A(p'A(g'nq)) = g'A(grp")a1) et B (gap)ap = p'A(prg).

iv) (0,1 IFVx(Vy(=Clxayl = _£() — 7. Z(x) oit 0 = AxAy(y)(x)Az(y'y)(B)z, avec
Biprg= qnrp et y:1a(ra(gar)) = ra(lap).

v) (0,1) IFVxVy(Z(x),yEx— £()

ot 0 =AxAy(N)Az(((x) @) AZ' (x'x)(B)2) (@) 2)(y)z, avec

a:zIan(p'A(raq)) = (ra)a(Aal); @ = 1a(P'A(G'AqQ)) = grp’; B prg = grp.
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i) Soit (¢, p) Il _# (1) ; on doit montrer que (a,1) x (£, p)« (7, q) € 1L, c’est-a-dire :
(@*x¢em,1n(prq)) € IL. Mais, d’apres la proposition 25, on a:

(@*&em,In(prq)) > (& * 1, pal) = (&, p) * (71, 1).

Or,ona (¢, p) x (7,1) € Il par hypothése sur (¢, p).

ii)Soient (n, p) lI-~Clg] et (, q) € lI_Z (@) lll. On doit montrer que (6,1)* (1, p) « (77, q) € L, soit
@ *nem,1r(prq)) € 1. Soit donc T € C[1A(pag)]; on doit montrer que @ xnem’ € L.
D’apres la proposition 34, ona y'n [FCipa(1a1)],Clg] — L.

Or,ona Bt e C[pa(1rl)] et at € C[g], donc y'nx freat.m€ 1L d'ou

WMAY(YMPB) (@) y*nT e L doub*xn.n’ € L.

iii) Soient (¢, p) I+ _Z(prq), 0, g") I--_2(p) et (7, q) € ll_Z(g)ll. On doit montrer que :
O, 1) % (&, p)e(m,q")e(m,q) € AL, soit (O*&Eenerm, In(p'r(g'rq))) € LL.
D’apreés les propositions 29(ii) et 25, on est ramené a montrer :
(@) (1) (B)_g‘*n, IA(P' A (G Ag))) € AL puis (n* BEem, g’ a((gap))a1)) € IL, C'est-a-dire :
M, q") * (BE, gap’) e (m,1) € L. _
Par hypothese sur (1, ¢'), il reste donc a montrer que (B¢, gap’) II-_# (p), c’est-a-dire :
(BE, gap) * (@, p) € L, ou encore (BE* @, (gap")ap) € L pour toute @ € I1.
Or, d’apres la proposition 25, on a:
(BE* @, (Grp")ap) > (Ex @, p'r(prq)) = &, p') x (@, prq) € 1L par hypothese sur (&, p').
iv) Soient (¢,q) - _Z(p) et (n, 1) IFYq(—Clparql — #(q)); on doit montrer que :
O, 1) x (1,1 e (&, q)e(m, 1) € 1L, s0it (B %N e, In(ralgar’))) € lL.
D’apres la proposition 34(i), on a y'¢ | ~C[gap]. Soit T € C[pag], donc Bt € C[gap] d’olut
¥'&* BTep € I pour tout p € I1. On a donc Ax(y'é)(B)x *x T« p € I, donc
Az(x'&)(B)z |- ~Clpnagq]. D’apres la proposition 34(iii), on a (Az(y'é)(B)z,1) | Clpag].
Par hypotheése sur (1, 7), onadonc (1,7) *x (Az(x'&)(B)z,1)« (1, ) € 1L, soit :
Mm*Az(Y'&)(B)zem, ra(lng)) € AL, donc ()(MAz(x'E)(B)z* 1, 1a(ra(gar’))) € AL
(proposition 25) et donc (0 xne&em, 1a(ra(gar’))) € L.
v) Soient (&, p) II-_#(p) et ,1) lI- g E p; on doit montrer que :
O, 1) x (&, p)e(m,1)e (7, q) € IL pour toute 7 € I1, s0it (B % Een e, In(p'A(raq))) € AL.
D’apres la proposition 34(i), ona y'¢ |- C[p'ap], donc AZ' (' &) (B) 2’ | ~Clpap'] : en effet, si
TeClpapletpell,onadz (Y'&)(B)z' *T«p > (}'E)(B)T * p € I puisque B7 € C[p'Ap].
D’apres la proposition 34(iii), on a alors (Az'(y'¢) (B)z', 1) lIF 7C[pap’]. Or, par hypothese sur
(n,r),ona (n,r) - (~Clpap'l = Clgap']). l en résulte que :
M, NAZ (X' (P2, 1) IF-Clgap'l, soit (@emAz' (x'E)(B)z',ral) [F-Clgapl.
D’apres la proposition 34(ii), ona (y")(@omAz' (x'&)(B)z" |- Cl(ral)a(1a1)],Clgap’] — L.
Soit T € C[1A(p'A(raqg))], donc at € C[(ral)a(1al)] et @'t € C[gap']. On a donc:
(N @emAZ (' & (B)z) (@) T) ()T * € L, donc:
(NDAz(((x" (@om Az (¥ ) (B)Z) (@) z) (@) z x n¥ € L. Autrement dit :
(A2 (@omAZ (X' &) (B)Z) (@) 2) (@) z % 7, In(p'A(rag))) € UL
ou encore, d’apres la proposition 29(ii) : (6 % &ene7, In(p'A(rrq))) € L.

C.Q.E.D.

Théoreme 36 (Densité).
Pour toute fonction¢p :P— P,ona:

©0,1) IFVx(=Clxap(x)] — £ (X)), Vx £ (xrd(x)) — L
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010 = (BAxAY(x) @)y, 9= (NAdAXAY (X' ) (@) y;
avec a :: gar = ga(gnar); B 1a(pa(gar)) = pa(1rg).

Soient (¢, p) IFVx(=Clxard(x)] — £(x), 0, q) IV x £ (xap(x)) et (w,r) € II.
On doit montrer que (6 x ¢ «n e, In(pa(gnar))) € UL ; soit donc 1g € C[1a(pa(gar))]. On doit
montrer @ x&enen™ e 1.
On montre d’abord que (91, 1) |- ~Clgad(g)].
Soient donc (@, ") e Il et T € C[gap(q)] ; on doit montrer (9n,1) x (7,1)«(@,7") € UL
soit (In* Te®,1A(1A7")) € 1L ou encore Inx T ' el pour tout 7’ € C[1A(1a1")]).
Or,Inxte o' > n*x@*" et at € C[ga(grd(g))]. Il suffit donc de montrer :
(n*x o, gnr(gad(q))) € UL ou encore (1, q) * (@, grdp(q)) € IL.
Or, cela résulte de ’hypothese sur (1, ), qui implique (1, q) - _£ (grd(q)).
Par hypothese sur ¢, on a (¢, p) I 7Clgap(q)] — £ (q). 1l en résulte que :
&, p)*(On,1)e(m,q) € I, soit ((*xInem, pr(1nqg)) € L.
Or,on a1y € C[1a(pa(gar))]), donc Bty € C[pa(1rq)]. Il en résulte que f*ﬁn.nﬁ“’ ed.
Cela donne le résultat voulu, puisque 6 x & e1e 7% > & % 91« P70,
C.Q.F.D.

Condition de chaine dénombrable

Dans cette section, on considere une algebre de réalisabilité standard «f et un o/ -modele 4.
On suppose que '’ensemble P (domaine de variation des variables d'individu) est de cardinal
> 2%, On fixe une surjection : P — 2 (IN et on définit un prédicat binaire du modele ./,
noté aussi €, en posant :

Inepl=e(p)(n)sineN; |nepl=@sin¢N

(on utilise, pour le prédicat €, la notation ne p au lieu de €(n, p)).

Le prédicat € permet donc d’associer, a chaque individu, un ensemble d’entiers qui sont ses
éléments. La proposition 37 montre que I’axiome suivant est réalisé :

Pour tout ensemble, il existe un individu qui a les mémes éléments entiers.

Cet axiome sera appelé axiome de représentation des prédicats surN et noté RPN.

Proposition 37 (RPN).
Ax(x)00 |-V X3AxVn®(Xn — nex).

Cette formule s’écrit VX (Vx[Vn(ent(n),Xn — nex),Vulent(n),nex — Xn) — 1] — 1).

On consideére donc un parametre & : P — Z(I1) d’arité 1 et un terme ¢ € A tel que :
CIFVx[Vnlent(n),Xn— nex),Vnlent(n),nex — Xn) — L].

On doit montrer que Ax(x)00*¢em € 1L, ouencore *0+047 € I pour toute pile 7 € I1.
Par définition de ¢, il existe pg € P tel que 'on ait X' n = ||n€ pyl|l pour tout entier n. Or,on a:
¢ IFVYn(ent(n), X n— nepy),Vnlent(n),ne pg — X n) — L.

Il suffit donc de montrer que 0 |- Vn(ent(n), X n — ne py) et 0| Vn(ent(n),ne pg — & n).
On rappelle que le prédicat ent(x) est défini par :

lent(n)| ={n} sineN et |ent(n)|=@ sin¢N.

On doit donc montrer :
Oxnenepell pourtoutneN,n|-Xn) et pelnepol;
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0xn.n'.p’ €L pourtoutneN,n' |Fnepy et p' € X (n).

Or cecis’écrit nxp € 1L et n’ x p’ € 1, ce qui est trivialement vérifié, puisque Z'n = |ne pyll.
C.Q.F.D.

On suppose maintenant que {C, A, 1} est une structure de forcing dans .#. On définit alors

également le symbole € dans le 28-modele .4 en posant :

linepll =lnepllx{1} pour n, p € P. Autrement dit

lnepll={r,1); e e(p)m}sineN;|lnepll=@sineN.

Proposition 38. Le prédicat €*(q,n,p) est q=1— nep.
La formule q - nep est C[gal]l — nep.

Immédiat, par définition de [[|ne pll.
C.Q.F.D.

Proposition 39.
D) ¢IFClpl—=neq) = &, p) l-neq ot 6 = Ax(PAy(x)(@)y et a::pal = p.
ii) &, p)IFneq = 8¢ (Clpl — neq) o &' =AxAy(y'x)(@)y et a':: p= pal.

Ona (,p) lIFnep < (& p)*(r,1) € Il pour toute 7 € ||ne pll, ou encore :
& p)lFnep © Exn’ el pourtoutt e Clpal] et me|nepl.
i) Supposons ¢ |- (Clp] — neq), 1€ C[pal] et me|nepl.Onaalors:
0Exn">¢xar.me L, puisque at € C[p].
ii) Supposons (&, p) Fneq, 1€ Clp] et me|nep|.Onaalors:
8'ExTem>Ex% T € 1L, puisque @'t € C[pall.
C.Q.F.D.
La notion de formule du premier ordre a été définie plus haut (voir théoréme 33). On étend
cette définition en y ajoutant la clause suivante :

e teu estdu premier ordre, quels que soient les termes ¢, u.
La proposition 39 montre que le théoréme 33 reste valable pour cette notion étendue.

On dira que la structure de forcing {C, A, 1} satisfait la condition de chaine dénombrable (en
abrégé c.c.d.) s’il existe une quasi-preuve ccd telle que :
ccd |-V X[VRr®™3p X(n, p), VRV pV (X (n, p), X(n,q) — p = q),

Vne pVv q(X(n, p), X(sn,q) — qE p) —

' V" p(X(n, p) — p' € p), (Vn™V p(X(n, p) — Clp]) — CIp'DH.
Le sens intuitif de cette formule est :
Si X(n, p) est une suite décroissante de conditions, alors il existe une condition p’ qui les minore
toutes; de plus, si toutes ces conditions sont non triviales, alors p’ est non triviale.

On se propose, dans cette section de montrer le :

Théoreme 40 (Conservation des réels).
Si la c.c.d. est vérifiée, il existe une quasi-preuve crl telle que :
@rl, 1) IFVX3IxVne"(Xn < nex).

Cela signifie que 'axiome RPN, qui est réalisé dans le «/-modele .# (voir proposition 37)
'est aussi dans le Z8-modele générique A"
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Notation.

La formule Vq(Clpaql,q I Xn — p | Xn) se lit « p décide Xn», et estnotée p - +Xn.

Elle s’écrit aussi VgVr(Clpagl, g Xn,Clparl — X (r, n)).

Si & : P — 2 (I1x P) un prédicat unaire du %8-modele ./, et '+ : P? — 22(I1) est le prédicat
binaire correspondant du «/-modele standard .4, laformule Vq(Clprql,q X n— p F X n)
est donc notée aussi p -+ n.

Théoreme 41. Sila c.c.d. est vérifiée, il existe une quasi-preuve dec telle que :
dec |- Y XV poap'{(Clpol — Clp']), p' E po, Y™ (p' f £Xn)}.

On montre d’abord comment le théoreme 40 se déduit de ce théoreme 41.
D’apres le théoreme 32, il suffit de trouver une quasi-preuve crlO telle que :
crlO |1 B VX3AxVne"(Xn < nex)
ou encore, puisque 1 —A=VYpo((po I A),Cl[lapgl — L) :
crl0 |- VXV pol(po B VgV ne™ (X n — neq) — 13),Cl1apel — L1.
D’apres le théoreme 41, il suffit de trouver une quasi-preuve crl1 telle que :
crl1 |- YXVpoV p'{(Clpol — Clp'D, p' E po, VR (p' B £ Xn),
(po BFVqg(Vn®™(Xn — neq) — 1)),Cl1apg] — L}.
Il suffit de trouver une quasi-preuve crl2 telle que :
crl2 |-V XY poVp'i(po B Vq(Vn®™ (X n < neq) — 1)), p' E po, V™ (p' k +Xn),Cp'] — L1}.
On prendra alors crl1= AxAyAzAudv((x)(crl2)uyz) () v avec §:: 1ap = p;
(rappelons que la formule C[pg] — C[p'] s’écrit, en fait, ~C[p'] — =C[py]).

On fixe Xt :P? — 2D, po,p' € P, &I (po BFVqg(Vn®" (X n — neq) — L), nl-p' T po,
(VYR (p' B+ n) et T € C[p']. On doit avoir (crl2)éndT |- L.

On choisit g € P tel que'on ait [|ne qoll = | p’ B n| pour tout n € N, ce qui est possible, par
définition de £. On a trivialement ¢ |- (po F (V™ (ne gy — X n), Yn™"(X'n — ne qo) — 1)).
Or, la formule pg - (V™ (ne gy — X n), Vn®"Y(X'n — ne qp) — L) s'écrit :

Vrvr'(r EVn®™(ne gy — Zn), r' B Yn®™"( X n — ne qo), Cl(poar)ar’] — L).

En remplacant r et 7’ par p’, on obtient donc :

EF(p' B YR (ne gy — Zn), p' kY™ (X n— ne qo), Cliporp")ap'l — L).

De teC[pl etn |FVr(~Clpoar] = C[p’ar]), on déduit :

AR(MAx(h)(B)x)(@)T |- —=Cl(porp)ap']

ol a, B sont des C-expressions tellesque a: p = pap; B prg= (prg)rq.

Onadonc:

(1) AyAz(MAx(Ey2)(B)x)(@)T |- (p' kY (ne go — X n), (p' B YR (X n— neqo)) — L.
e Laformule p' - Vn®™(ne gy — X n) s'écrit Vn®™"'Wr(r b neqo— p'ar F X n).

Mais r f ne gy = C[ral] — ne qo (proposition 38) = C[ral] — p’ R & (n) par définition de qp.
Donc p' FVn®™(neqgy — X n) =Vn®"Wr(Clral]l — p' F X (n)) — p'ar X' n) =

Ve rvq' (Vq(Clrall,Clp'aql — X (q,n),Cl(p'rr)rg'l — X (q', n)l.

On adonc:

(2) AdAxAy(x)(@)y)(B)y IF (p' B Y n (ne go — X'n))

avec a':: (par)ng=>ral et B (par)ag = paq.

e Laformule p' - Vn®" (X' n — ne qo) s'écrit Yn®"'Wr(r  Xn— p'ar I ne qo), ou encore :
Ve r(r B Z n,Cl(p'ar)al] — ne qo), ¢ est-a-dire, par définition de gy :

Ve (r B Zn,Cl(p'ar)all — p' B % n). Or,ona:
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{ IFVYn®"(p' - £ n), autrement dit { [FVYn®"'Vr(r F X n,Clp'rr] — p' I X n). Par suite :

(3) AnAxAynx) @)y I-p' BFVYn™"Y X n— neqy) avec a:: (par)al = par.

Il résulte de (1,2,3) que:

(AyAz(mAx(Ey2)(B)x)(a@)T) AdAxAy((x)(a") y)(B)y) AnAxAy(Enx) (@) y |- L.

On peut donc poser crl2 =

AxoAYoAzoAu((AyAz((yo) Ax(xoy2)(B)x) (@) u) AdAxAy(x) (@) y)(B)y) AnAxAy(zonx)(a”)y.
C.Q.E.D.

Le reste de cette section est consacré a la preuve du théoréme 41.

Définition d’'une suite par récurrence

On se donne une suite finie de formules F(n, p, p') avec parameétres et py € P. On se donne
aussi une quasi-preuve dse telle que dse |- VnVp3Ip' F(n,p,p').

Remarque. Dans I'application qu’on a en vue, la suite F est composée de trois formules.

D’apres le théoréme 18(ii) (axiome du choix pour les individus), il existe une fonction
f:P3— Ptelle que:
¢ -YnYp(Vk™ (F(n, p, f(n, p, k) — L) — Vp'(E(n, p, p) — 1)).
Il en résulte que Ax(dse)(¢)x |- Vn‘v’p(Vkem(l:“(n, p, f(n,p k) — 1) — 1).
On définit une fonction notée (m<n), de P? dans P, en posant, pour 1, n € P :
(m<n)=1sim,neNet m<n; (m<n) =0 sinon.
La relation (m<n) = 1 est évidemment bien fondée sur P.
D’apres le théoréme 13(ii), on a donc:
Y |- Vk(VI(ent(l), F(n, p, f(n, p,D) — (I<k) £ 1),ent(k), F(n, p, f (n, p, k) — 1)

— Vk(ent(k),F(n,p, f(n,p, k) — L1).
En posant Y = Ax(Y)AyAz(x)zy, on adonc:
Y |- VKO 1Y B, p, f(n, p, D] — (I<k) #1), Eln, p, f(n, p, k)] — L1}

— Yk (F(n, p, f(n, p, k)] — L).

On adonc:
Ax(dse)(¢)(Y)x | V ket (et (F(p, p, f(n,p, D] — (I<k) # 1),Fln, p,f(n,p, )] — L1} — L.
On définit la formule G(n, p, k) = VI (F(n, p, f(n, p,)) — (I<k) # 1) et la suite de formules
H(n,p, k) = {(G(n, p,k), F(n, p, f(n, p, k))}. On a donc montré :

Lemme 42. dse0 |- VnVp3k®{H(n, p, k)}, avec dse0 = Ax(dse) (¢)(Y)x.

Lemme 43. Soit cp une quasi-preuve telle que, quels que soient m,n €N, on ait :
p*xMeNeleNelerm>EKm (resp. Nx 7, (*m)Si m<n (resp. n<m, m=n). Alors:

Dep FYmEIYn® (m<n) £1,(n<m) #1,m#£n— 1).

ii) dsel |- Vv pV kK ™ (H(n, p, k), Hn, p, k'), k # k' — 1)

avec dsel= AkAK' AXAYAX'AY ((cp K'k) (x)K'Y) (X ) kY, oir ¥, sont deux suites de variables
distinctes de méme longueur que la suite F.

i) Trivial.

i) Soient & |- G(n, p, k), 7 - F(n, p, f(n, p, k), & I-Gn, p, kN, ' |- F(n, p, f(n, p, k)
et { |-k #k'.On doit montrer cp* k' s ke (O)K'T o« (ENkTjeleme IL.
Sik=k',onestramenéa { *me I ; c'estvrai parce qu'on aalors { | L.

30



Si k' < k, on est ramené a montrer ¢ x k'«7) o7 € IL. Cela résulte immédiatement de :
EN-VE Y E(n, p, f(n,p, k') — (k'<k) #1) et donc ¢ |-ent(k)), F(n, p, f(n, p, k') — L,
puisque k' < k.
C.Q.F.D.
On définit maintenant le prédicat :
d(x,y) = VX(VanVkent(ﬁ(n, p, k), X(n,p) — X(sn, f(n,p, k))), X (0, pp) — X(x,y))
et on montre que P (x, y) est une suite de conditions (relation fonctionnelle sur N) et quel-
ques autres propriétés de ©.

Lemme 44.

) AxAyy |=@(0, po).

i) Ax(X)II |FYy(®(0,y) — y = po)-

iii) rec |- VYxVyVke" (H(x,y, k), ®(x,y) — O(sx, f(x, y,k)))

ol reCc = AkAXAYAX' A zAu(zkxy)(x") zu

y étant une suite de variables distinctes de méme longueur que F.

i) Trivial.

ii) On définit le prédicat binaire & : P?> — 22(I) en posant Z (0,q) = || = poll et X (p,q) = @
pour p # 0. On remplace X par Z dans la définition de ®(0, y). Comme on a sn # 0 pour tout
n € P, on obtient [|®0, Y)II2 T, po=po—y=pol;d ot lerésultat.

i) Soient & |- G(x, y, k), i - E(x, y, f(x, 3, k), &' IFD(x,),

{ - VYnVY pVket(H(n, p, k), X (n, p) — X (sn, f(n, p, k),

v |- X(0, po) et me || X(sx, f(x,y k).

Alors ¢&'¢v |- X(x,y), donc { x keéeTjeé'{veme I soit (rec)kéné'(vxme L.
C.Q.E.D.

Lemme 45. ccd1 [ Vn®"3pd(n, p) ot ccd1=An(mAxAy(x)Az(cd)zy)Ax(x)AxAyy
aveccd1 = AxAy(dse0)AIAZ(y)(rec)lZx;
Z est une suite de variables distinctes de méme longueur que H.

Preuve par récurrence sur n;ona AxAy y |- ®(0, pg), donc Ax(x)AxAy y -3y D(0, y).
On montre maintenant cd1 | ®(x, y) — IyD(sx, y).
On consideére donc ¢ [F®(x, y), n |- Vy(@(sx,y) — 1).
Ona rec | VI (H(x, 7,0, 0(x,y) = O(sx, f(x,,1)) (lemme 44iii),
nI- (@(sx, f(x,y,1)) — 1), etdonc:
AIAZ(n) (reQ)1ZE |- |- VIt [ (x, ¥, 1) — 1), ot Z est de méme longueur que H.
Or, on a dse0 |- 3k*™{F(x, y, k)} (lemme 42) ; donc :
(dse0)AIAZ(n)(req)Z¢ |- L, soit (cd1)én |- L.
On a donc montré cd1 | Vy(®(x,y) — Iyd(sx, y)), d’ol il résulte que :
AxAy(x)Az(cdl)zy |FIyD(x, y) — FyD(sx, y).
C.Q.E.D.

Lemme 46. Il existe une quasi-preuve ccd2 telle que :
ccd2 |- Ve pV¥ q(@(n, p),®(n,q) — p = q).

On fait la preuve détaillée par récurrence sur n. Elle permet d’écrire explicitement la quasi-
preuve ccd2.
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Pour n =0, le lemme 44(ii) donne le résultat : ®(0, p),®(0,q9) — p=q.
On fixe m et on suppose VpV q(®(m, p),®(m,q) — p = q).
On définit le prédicat binaire :
¥(n,q) =VpVk®(n=sm, Hm, p, k), ®(m,p) — q = f(m, p, k).
On montre |- Vkaem(FI(n, p, k), ®(n, p) — ¥ (sn, f(n, p, k), cest-a-dire :
-V pV gV ke VI H(n, p, k), ®(n, p), sn = sm, H(m, q,1),®(m, q) — f(n,p,k) = f(m, q,D)}.
Or on a |sn = sm| = |ln = mll, ®(m, p),®(m,q) — p = q par hypothese de récurrence;
ﬁ(m,p, Ic),ﬁ(m,p, ) — k =1 (lemme 43(ii)), d’ou f(n,p, k) = f(m,q,1).
En posant Y(x, N=0x,y)A¥Y(x,y),ona:
-V pVY ke (H(n, p, k), ¥'(n, p) — V' (sn, f(n, p,k)));onaaussi |- ¥ (0, po). Celamontre que
|- (@(x, y) — P'(x,y)) en faisant X = ¥’ dans la définition de ®.
Onadonc |-®(sm,q) — VpYk (H(m, p,k),®(m,p) — q = f(m,p,k)).D'our:
I-®@(sm, q),®(sm, q') — ¥ pY k" (H(m, p, k), ®(m, p) — (g = f(m, p, ) A (g’ = f(m, p, k)
etdonc |-®(sm,q),®(sm,q") — VpVk"(H(m, p, k), ®(m,p) — q=q).
On obtientdonc |- ®(sm, q),®(sm,q") — g = ¢’ puisqu'ona ccd1 |-Ipd(m, p) (lemme 45)
et dse0 |- VpIk®"Y{H(m, p, k)} (lemme 42).

C.Q.F.D.

Fin de la preuve du théoréme 41

Pour montrer le théoreme 41, on fixe py € P et un prédicat binaire & : P2 - 22(1).

Il s’agit de trouver une quasi-preuve dec telle que :

dec |-3p'{(Clpol — CIp'D), p' E po, Y™ (p' B +X n)}.

On applique les résultats précédents, en prenant pour F(n, p, p') la suite des trois formules
suivantes : {(C[p] — Clp'D), (p'Ep), p' X n}.

Le lemme 47 ci-dessous donne une quasi-preuve dse telle que dse |- VnVp3p'{F(n, p, p')}.

Lemme 47. dse |-V p3p'{F(n, p, p")}
ot dse=Aa(Ah(al)AxAy WAz(cc)Ak((alx xz) BHAxAy(k)(y) (@) x
avec ' =AxAy(x)(B)y, a: (pag)ar =>1raq et B (PAG)AT = pAT.

La formule considérée s’écrit Vp'[(C[p] = Clp'),p'Ep,(p' F+Xn) — L] — L.
Soitdonc ¢ [FVp'[(Clpl = CIp'D, p ' E p,(p' k£ n) — L]. On doit montrer (dse)é |- L.
e Onmontre Ah(INAxAyh|F-(p X n):

Soit { |- (p X n); onadonc AxAy( |- (p F+X n); en effet :

plF+xZXn=vqCiprql,g X n— p i Zn).

Or,ona¢ |- (Clp] = ClpD,pEp,(pF+Zn)— L;onall-Clp]—Clpletl|-pEp
(puisque p’' = p=Vq(~Clprq]l — ~C[p'rq))). Donc ((INAxAy{ |- L, d’oti le résultat.

¢ On montre maintenant Az(cc)Ak((EAxxz)B)AxAy(k)(y)(@)x |- (p B Z n).

Soient donc 7 € C[paq] et 1 € Z*(q, n). On doit montrer :

(EAxxT)BHAxAY (k) (W) (@)x*me L. Or,ona Axxt |- ~Cl[paql,

B' I prqg E p lemme 48) et & | (—Clpagl — ~Clpl), prgE p, (prg F +£X n) — L;donc:
EAxxT) B |- ((prg B £ n) — 1). 1l suffit donc de montrer :

AxAy (k) (¥) (@) x |- (prg B +Z n), c’est-a-dire :

AxAy k) (W (@)x -V Cl(pag)ar], r X' n— pag B Z n). On montre, en fait :
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AxAy(k)(P) (@) x [FVr(Cl(pag)ar], r F X n— 1).
Soient donc v e C[(prg)ar] et n |- (r f & n). On doit montrer :
(kz) (M (@)v* p € L pour tout p €1, soit (n)(a)vxme L.Or,ona (a)veCl[raql,
donc (M) (a)v X * (g, n), d ot le résultat, puisque 7 € Z* (g, n).
e Ilenrésulte que (AR(EINDAXAY W)Az(cAAk((EAxxz)BAXAY(K)(y)(@)x |- L
soit (dse)é |- L, ce qui termine la preuve.

C.Q.F.D.

Lemme 48. Soit §:: (prq)ar = par. Alors AxAy(x)(B)y IFVYpYq((prq) E p).

Cette formule s’écrit VpV qVr(—Clpar],Cl(pag)ar] — 1).
Soient donc ¢ |- —Clpar], T € C[(pag)ar], d'ou Bt € C[par] et (£)(B)T |-L. On a donc bien
AxAy(x)(B)y *eTem € 1L pour tout m € I1.

C.Q.F.D.

On se propose d’appliquer la condition de chaine dénombrable au prédicat binaire ®(x, y).
Les lemmes 45 et 46 montrent que les deux premieres hypotheses de la c.c.d. sont réalisées
par ccd1 et ccd2. La troisieme est donnée par le lemme 49 ci-dessous.

Lemme 49. ] existe deux quasi-preuves ccd3 et for telles que :
i) ccd3 |-V né" pV q(®@(n, p),®(sn,q) — q E p).
ii) for |-V n®" q(®(sn, q) — q F +% n).

D’apres le lemme 44(iii), on a :
rec |- VK" (H(n, p, k), ®(n, p) — ®(sn, f(n, p, k). En utilisant ccd2 (lemme 46), on a:
VK (H (n, p, k), @ (1, p), D(sn, q) — g = f(n, p, k).
Or, H(n, p, k) est une suite de quatre formules dont les deux dernieres sont :
f(n,p,k)c p et f(n,p k) F+Zn.
i) On en déduit d’abord |- VA (H(n, p, k), ®(n, p),®(sn,q) — q = p).
D’oil le résultat, puisqu’on a dse0 |- 3k {H (n, p, k)} (lemme 42).
ii) On en déduit aussi |- VA" (H(n, p, k), ®(n, p),®(sn,q) — q F +X n).
On obtient donc |- Vn®™Vq(®(sn,q) — g [ +Z n) puisqu'on a ccd1 |- Vr"Ipd(n, p)
(lemme 45) et dse0 |-V nVpIk™{H(n, p, k)} (lemme 42).
C.Q.E.D.

On peut maintenant appliquer la c.c.d. au prédicat ®(x, y), ce qui donne une quasi-preuve
ccdo telle que ccdO |- 3p’{§(n, p,p")} avec:

Q(n, p, p) =Y n"Yp(@(n, p) — p' € p), Yn"V p(@(n, p),~Clp] — 1), ~Clp'l — 1}.
Pour terminer la preuve du théoreme 41, il suffit donc de trouver des quasi-preuves
decO,dec1,dec2 telles que:

decO |-V p'(@(n, p, p"), ~Clpol, Clp'I = L);

decl |-Vp'(Q(n, p,p') — p'E po);

dec2 -Vp'(Qn, p,p') — V" (p' k- +X n)).

Soient donc wg,w; € A tels que:

wo |-V p(@(n, p) — p' E p) et w1 -V p(@(n, p),~Clp]l — L), C[p'] — L
En appliquant le lemme 44(i) avec n = 0, p = po, on obtient (wo)AxAyy | p’ E po.
On peut donc prendre decl = Aalb(a)lxAyy.
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Lemme 50. ccd4 |- (C[po] — Ynre"V p(®(n, p), ~Clp] — 1))
ot ccdd= ALaAlbAc((bAxgAx1Ax2Ax3AxAy(x)(x1) y)Ax xa)c.

Soient 7 € C[py], ¢ |- D(n, p) et n |- C[p].
En faisant X (x, y) = 7C[y] dans la définition de ®, on a:
EIRVYRY 'YK G, p k), Eln, p!, f(n', ', )1, 7 Clp'l — 2 ~CLf (', p', D),
=7C[pol, ~Clp] — L.

Ona Ax(x)t [F—~Clpol.
Par ailleurs, puisque F[n’,p’,q] = {(=Clg] — ~C[p']), (g C p), q I +Z n}, on a facilement :
AxoAX1 A X2 A x3Ax Ay (%) (x1) y |-

Vn’Vp’Vkem(G[n’,p',k],ﬁ[n',p’,f(n’,p’,k)],ﬁﬁC[p’] — C[f (7, p', k).
Il en résulte que ((AxpAxAx2Ax3AxAy(x)(x1) Y)Ax(x)T)n |- L, soit (ccdd)tén |- L.

C.Q.F.D.

Du lemme 50, on déduit immédiatement Ax(w;)(ccd4)x |-C[pol,"C[p'] — L.
On peut donc poser decO = AalbAx(b)(ccd4)x.

Lemme51.

D)1efO|FVpYg(p kX n, g p— gl XZn) avec lef0=AxAyAdz(cAAk((y)Au(k)(x)u)z.
ii) lefl |-VpVqp b +tZn,q= p— q - +tZ'n) avec

lef1 = AxAyAzAu((Ief0)(cc)AR((y)Av(h)(x)vu)z.

i) Immédiat en explicitant les formules :

pEXn=vVrClparl - X*(r,n);

g p=VYr(—Clpar] = ~Clgarl);

g Zn=vrCigrr] — X" (r,n)).

Ondéclare x:p B Xn, y:qc p, z:Clgnr], k: - n.

ii) On écrit les formules :

plExZn=vVrClprrl,rFXn—-phkXn);

g p=VYr(—Clpar] — ~Clgnar]);

g +ZXn=vVrCignarl,rkZXn—qZXn).

Ondéclare x:p - +Zn, y:qEp, z:Clgar], u:rXn, v:Clparl, h:(p I-Z n).
C.Q.F.D.

En utilisant les lemmes 49(ii) et 51 ainsi que wq |- V1"V p(®(n, p) — p’ E p), on obtient :

AnAx((lef1)(for)nx)(we)nx |- Vnent‘v’q(q)(sn, qQ —p Bxxn).

Or,ona ccd1 |- VYn®™3pd(n, p) lemme 45) ; on en déduit :

An(co)Ak((ccd ) (s)m)Ax(k) ((lef1) (for) nx) (wo) nx |-V n®™ (pg B+ n).

On peut donc poser dec2 = LaAlbAn(cc)Ak((ccd1)(s)n)Ax(k)((lef1)(for) nx)(a) nx.

Cela termine la preuve du théoréme 41.
C.Q.F.D.
Laxiome d’ultrafiltre sur N

On considere une algebre de réalisabilité standard «f et un «/-modeéle .# dans lequel 'en-
semble d’individus (qui est aussi '’ensemble des conditions) est P = 22(I)N,
Larelation binaire € est définie par ||ne pll = p(n) si n € N; sinon, ||ne pll = @.
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1 est défini par 1(n) = @ pour tout n € N;
A est définie par |[ne (pag)l|l =linep Aneq| pour tout n € N.

Laxiome de représentation des prédicats sur N (RPN)

On définit la fonction récursive d’arité k, notée (n,, ..., ny) (codage des k-uplets) :
(n1,n2) = ny+ (my +np)(my +np+ 1)/25 (ny,..., ngs1) = (M-, k), Rget1).

Proposition 52. |-V X3xVy". .. Vy]’;"t((yl, e YO EX < X(31,..., Vi) ot X est une variable
de prédicat d'arité k.

Soit & : P¥ — 22(I1) un prédicat d’arité k. On définit a € P en posant :
a(n) =% (ny,...,ng) pour neN, n=(ny,...,ng). On a alors immédiatement :
VY Yy (e v ea— X (..., y1) et
Iy Yy E (e v = -0 VI E Q).
On en déduit :
Ax(0)I |FVYXAxYyst Yy (y,.., ) €X — X(Y1,..., yi)) et
Ax(0) |-V X3xV y§P L VY X (Y, k) = (V1reens VIV EX).
Il suffit alors d’appliquer le théoréme 15.
C.Q.F.D.

Le schéma de compréhension pour N (SCN)

Soit F[y, x1,...,Xxx] une formule dont les variables libres sont parmi y, x1,..., xx. On défi-
nit une fonction d’arité k, soit gr: P* — P, autrement dit gp: PXxN — Z(II) en posant
gr(p1,...,pr) (M) = |Fln, p1,..., pxlll pour tout n € N.

Proposition 53. Ona |FVx; ...‘v’kayi”t(ye gr(xy,...,xx) < Fly,x1,...,Xx]) pour toute for-
mule Fly, x1,..., Xkl.

En effet, on a trivialement :
IFYx.. .V Vy*™ (yegr(x,..., xp) = Fly, x1,..., xx]) et
IFYx.. .V Yy (Fly, x1,..., xk] — yegr(xy, ..., Xk).
Il suffit alors d’appliquer le théoréme 15.
C.Q.F.D.

Remarque. Le symbole de fonction binaire A est obtenu en appliquant SCN ala formule ye x; A y € x».

Le modéele générique

On désigne par C[x] la formule ¥ m™3n" (m + n) € x, qui exprime que 'ensemble d’entiers x
estinfini. Le prédicat C est défini par cette formule : pour tout p € P, |C[p]| est, par définition,
I'ensemble {7 € A; 7 |- Clpl}.

Il en résulte que la condition y:: t(py,..., pn) = u(p1,..., pn) s écrit :

Axyx |FVpy...Vpa(Clt(py,...,pn)] — Clu(py,..., pn))).

Pour terminer la définition de I'algebre 98 (et du Z8-modele /), il reste donc a trouver des
quasi-preuves ag, @1, @2, Bo, B1, B2 telles que :
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ao [-YpYgVr(Cl(pag)ar]l — Clpalgan)]); a1 |-V p(Clpl — Clpall);

a2 |IFYpYq(Clpagl — ClgD); Po -V p(Clpl — ClpapD); b1 IFYpYq(Clpagl — Clgapl);

B2 IEYpY gV rVs(Cl((parg)ar)as] — Cl(pa(gar))as]).

Or, on a facilement, en déduction naturelle :

FO:Vn(nex — nex’) — (Clx] — C[x']) avec 8 = AfAulmAh(um)AnAx(hn)(f)x.

D’apres le théoréme 5 (lemme d’adéquation), on peut donc poser a; = 6a; et f; = 07, pour
des quasi-preuves af,ﬁ}‘ (0<i<2)telles que:

Fag :VXVYVZ{XAYINZ = XANYAZ)}; Fal :VX{X — XATH Faj : VXVY{XAY — Y}
FBy:VXIX—XAX}; FBT:VXVY{XAY - Y AX};

H ,6; VXVYVZVU{((XAYIANZ)ANU - (XA (Y ANZ))AUL

La condition de chaine dénombrable

On montre, dans cette section le :

Théoreme 54.
La structure de forcing {C, A, 1} satisfait la condition de chaine dénombrable dans /. .

Il s’agit de trouver une quasi-preuve ccd telle que :
ccd |-V X3Ax{Vn®™3p X (n, p), V"W pVq(X(n,p), X(n,q) — p = q),
vnt"pvq(X(n,p), X(sn,q) — qE p) —
Vne"p(X(n, p) — xC p) A (VR p(X (n, p) — Clpl) — Clx])}
ol p E g estlaformule Vr(C[par] — Clgnr]).

D’apres le théoreme 15, cela revient a trouver une quasi-preuve ccd’ telle que :
ced’ |- VX3V n™3p X (n, p), V" pVY q(X (1, p), X (1, q) — p = ),

V" pV q(X(n, p), X(sn,q) — g E p) —

V" p(X (n, p) — xS p) A (V" p(X(n, p) — Clp]) — Clx])}.
D’apres le théoreme 5 (lemme d’adéquation), nous pouvons utiliser la méthode suivante
pour montrer |-F:
Montrer |- Ay,..., |- Ak, puis
montrer Aj,...,AxF F au moyen des régles de la déduction naturelle classique du second
ordre (qui contient le schéma de compréhension), et des axiomes suivants qui sont réalisés
par des quasi-preuves dans le </ -modele ./ :

e t# upour tous les termes clos ¢, u qui ont des valeurs distinctes dans ..
. inlnt e Vx}cm(t(xl, ..o, X) = u(xy,..., X)) pour toutes les équations entre termes qui sont
vraies dans N.
¢ Le schéma de fondation (SCF, voir théoreme 13ii) qui est constitué des formules :
VX VXAV XY YN (X g, Xy — Fh %) # 1D, X%, .., Xex — L]

— V(X x, ..., Xpx — L)}
ol1 f: P? — P est telle que la relation f(y, x) = 1 soit bien fondée sur N.
» Le schéma d’axiome du choix pour les individus (ACI, voir théoréme 18) qui est constitué
des formules V?c(VyimF(?c, frX, ) = VyF(X,y);
X =(x1,...,x) est une suite finie de variables, VXV yintF une formule close quelconque, et fr
un symbole de fonction d’arité k + 1.
o L'axiome de représentation des prédicats sur N (RPN, voir proposition 52) qui est constitué
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des formules VX3xVi™((y1,..., ) ex — XP);

¥=(y1,-.., ¥x) est une suite de k variables et X est une variable de prédicat d’arité k.

e Le schéma de compréhension pour les entiers (SCN, voir proposition 53), qui est constitué
des formules V%Vy™(ye gp(X) — Fly, %);

% = (X1,...,xz) est une suite de k variables, VXV y'™F est une formule close quelconque, et
gr est un symbole de fonction d’arité k.

Lemme 55. - VpVq(pC g — Im"™n"™(n+mep — n+meq)).

On applique le SCN a la formule F[y, x] = yd x; on obtient donc :
FVxVyt(yex— yd x)
en utilisant la notation —x pour gr(x).
Ona pcg=Vr(Clpar]l — Clgnar]) et donc pE g + Clpar—g]l — Clga—ql.
Or,ona Clga—ql+ VmiM3nintn 4+ ne gam+ndq) L, dou:
pE g+ ~Clpangql, soit FpC q— AmINtY it (m + nepA-(m+neq)).
Inversement, des hypotheses :
Vr/ Nty + nep—m+ n’sq),VmintEInim(m +nepAm+ner), ondéduit:
Vmi™3nint((m/ + m) + nepA(m'+m)+ner), puis:
Vm™M3n ™+ (m' + n)egAm+ (m' +n)er) puis:
Vm™3n ™ (m + ne g Am+ner). Parsuite :
V'™ (m' +n'ep — m' +n'eq) + Clpar] — Clgar] etdonc:
Im'Vr' (! + nep—m'+n'eq) = Clpar] = Clgnrl.
C.Q.F.D.
En appliquant RPN et le schéma de compréhension, on obtient :
I-VX3hD(h,X) avec D(h,X) = VK" " ((k, n)e h — VqVi™(i < n, X(i,q) — ke g)).
Remarque. Le sens intuitif de D(h, X) est: « h est'individu associé a la suite décroissante de condi-
tions X’ dont le n-iéme terme est I'intersection des n premiers termes de la suite X ».
On applique SCN a la formule F(k, n, h) = (k, n) € h. On obtient donc :
VRV AY K™Y n(ke gr(n, h) — (k,n) € h).
On utilisera la notation h, pour gr(n, h). On a donc:
FYnYhY k™ (ke hy, < (k,n)eh).
et par suite :
D(h, X) - V™Y niM (ke b, — Y qVi™(i < n, X(i, q) — ke q))

On pose ®(k, h,n) = Hiim{‘v’jint(j +neh,— (j<i)#1),i+nehy, k=i+n}.
Remarque. Le sens intuitif de ®(k, i, n) est : « k est le premier élément de /i, qui est = n».
On applique SCN a la formule F(k, 1) = 3n™ d(k, h, n). On obtient donc :
FVhVE™ (ke gp(h) — An™ d(k, h, n)).
On utilisera la notation inf(h) pour gr(h). On a donc:

F YAV K™ (ke inf(h) < In™t(k, h, n).
Les hypotheses de la c.c.d. sont :
Ho[X]=VYn™3p X(n, p);
H[X]=Vn™VpVq(X(n,p),X(n,q) = p=q);
H,y[X]=Vn'"™pVq(X(n,p),X(sn,q) — qEp);
Hs[X]=Vn™Vp(X(n,p) — Clp).
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On pose H([X] = {Hol[X], H[X], Ho[X], H3[X]} et H.[X]={Ho[X], H[X], Ho[X]}.
Il suffit donc de montrer :

D(h,X),IEI*[X] F VR p(X(n, p) — inf(h) C p) et

D(h, X), H[X] F Clinf(h)].

Notation. La formule Vn™(nep — neq) estnotée p < q.

Lemme 56. D(h, X) = Ym™n"™(h,, < hy).

Cette formule s'écrit ¥ m"V niMty ki (ke by, — kehy,). Or,ona:

D(h, X) F Ym™ty 0y 0 (kg By — VgV i < n+m, X (6, q) — ke q));
-V miInty ity kY gV il (i < n+ m, X (i, q) — ke q) — Y q¥i™ G < n, X (i, q) — ke q)] -
D(h, X) - Vm™ty pinty 0y g i < n, X (i, q) — ke q) — ke hy).

C.Q.F.D.

Lemme 57. D(h, X), Ho[X], H, [X] F V"™ k"™ p(X (sn, p), ke p, ke hy — ke hgp).

Ona D(h, X), int(k), int(n) - VpViim(i <sn,X(i,p) — kep) — ke hgy.
Or,ona int(n),int(i),i<sntFi<nvi=sn,etdonc:
int(n), VpViint(i <=n,X(i,p) — kep),Vp(X(sn,p) = kep) +
VpVi"(i < sn, X (i, p) — ke p).

Par suite,on a:
D(h, X), int(k), int(n) - VpViim(i =n,X(i,p) — kep),Vp(X(sn,p) — ke p) — ke hgy,, soit:
D(h, X), int(k), int(n) - ke h,, VY p(X(sn, p) — ke p) — ke hgy,. Par suite :
D(h, X), int(k), int(n), Hy[X], H1[X]F Vp(ke h,, X(sn, p), ke p — ke hgy).

C.Q.E.D.

Lemme 58. D(h, X), H.[X] - Vni”th(X(n, p) — pE hy).

Preuve par récurrence sur n. On doit montrer :
D(h, X), H,[X], int(n) - Vpam™V [N X (n, p), I+ mep — [+ mehy,).
Pour n=0,ona D(h,X) + VK™ (Vg(X(0,q) — keq) — ke hp). Il suffit donc de montrer :
D(h, X), H.[X] F Vpam™V [y (X (0, p), [+ me p, X(0,q) — L+ meq),
ce qui découle, en fait, de H;[X], a savoir X (0, p), X(0,q9) — p=gq.
Lhypothése de récurrence est Vp(X(n,p) — pE hy);
H)[X]estVpVYq(X(n,p),X(sn,q) — qE p); Hy[X] estIAp X(n, p).
Par ailleurs, on a facilement gC= p,p= r - g = r. On en déduit donc :
Vp(X(sn, p) — p E hy), soit ¥pIdm™V MY X (sn, p), [+ mep — [+ mehy).
Or,ona D(h,X), Hy[X], Hi[X] - X(sn,p), l+ mep, L+ meh, — |+ me hg, par le lemme 57.
On adonc Vpam™V I (X(sn, p), 1+ mep — |+ mehg,) cest-a-dire :
Vp(X(sn,p) — p E hgy), ce qui est le résultat voulu.
C.Q.F.D.

Lemme 59. D(h, X), H(X) - ¥Yn"C[h,].

Ona Vn"ty p(X(n,p) — C[p]l) d’apres Hs. Par ailleurs, on a facilement :

- Vqu(C[p] p E g — Clg]). En appliquant le lemme 58, on obtient donc :

D(h, X), HX) F Yn'"'W p(X(n, p) — Clh,]). D’olt le résultat, en appliquant Hy[X].
C.Q.E.D.
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Lemme 60. D(h, X), H[X] F Vn"3k"®(k, h, n).

D’apres le schéma de fondation (SCF), ona:
F Vit 0 4 neh, — (j<i) #1),i+ nehy, — L} — Vi™ (i + neh, — 1).
Or,ona D(h, X), H[X] F Vn™C[h,] lemme 59), donc D(h, X), H[X] F Vn'"3i" + ne hy,.
On en déduit D(h, X), H[X] + VniM3i0ty it 4 neh, — (j<i) #1),i +nehp}.
C.Q.E.D.

Lemme 61. D(h, X), H[X] - C[inf(h)].

On a Clinf(h)] = Vm™3i (i + me inf(h)).
Or, par définition du symbole de fonction inf, ona + VAV kD (ke inf(h) — Elnimq)(k, h, n)).
Donc F Clinf(h)] — ¥ m™3/ 300 (i + m, h, n).
Par définition de @, on a trivialement + Vni"ty K0 (@ (k, h, n) — 3i0% (k= i + n)).
Par ailleurs, on a D(h, X), H[X] + Vn™ 3@ (k, h, n) (lemme 60).
Donc D(h, X), H[X] + V™3 ®(i + n, h, n), dott D(h, X), H[X] + Clinf(h)].
C.Q.E.D.

Lemme 62. ' ) ' )
D(h, X), H,[X] - YhY KNty 7y pinty g/ "M@k, b, n), ®(K', h, n'), k' > k — n' > n).

Ona ®(k, h,n) = 3™ (k, h, n, i), avec :

Wk, h,n,i)={Vj™(+neh, — (j<i)#1), i+nehy, k=i+n}.

On doit donc montrer :

D(h, X), H.[X], int(k), int(kK), int(n), int(n), int(), int(i") - E(h, k,n, i, k', n',i") — L

avec =(h, k,n, i, k',n',i") =1V (k,h,n,i), VK, hn' i) k'>k n <n} cest-a-dire:

E(h,k,n,i k', n'i)=

V0 + neh, — (j<i) #1), i+ nehy, k=i+n,

Vi 4 n ey — (j'<i)#1), i’ + 0 ehy, K =i'+1/,

k' >k n'<n.

De n'<n et k=i+n,ondéduit n'<k,donc k=j +n'

De k' > k, on déduit i’ + n' > k, et donc j' <i'.

On a donc j'+n'd h,y, soit kd h,y. Or, de n' < n, on déduit h, € h,y (lemme 56), donc

kéd hy, ce qui contredit i+ nehy,, k=1i+n.
C.Q.F.D.

Par définition de @, on a trivialement + ¥ n"'V kIMY(D(k, h, n) — ke hy,).

D’apres les lemmes 56 et 62, onen déduift :

D(h, X), H.[X] F YRV KNty "N ittty ™Y@ (k, b, n), @K, b, 1), k' > k — k'€ hy).

Le lemme 60 donne Vn™3kiMd(k, k, n). On en déduit :

D(h, X), H[X] F Vrint3ginty p/inty g/ int @/ b n), k' > k — k'€ hy),

etdonc D(h, X), H.[X] F Vnint(inf(h) C hy).

Or, on a trivialement D(h, X) F Va"'V k" p(k e h,, X (n, p) — ke p). D'ol, finalement :

D(h, X), H.[X] - V"V p(X(n, p) — inf(h) € p).

On a ainsi obtenu la quasi-preuve ccd’ cherchée, ce qui termine la preuve du théoréeme 54.
C.Q.E.D.

39



Lultrafiltre

Dans le modéle .4/, nous avons défini l'idéal générique ¢, qui est un prédicat unaire, en
posant: _#(p) =IIx{p} pourtout p € P.

D’apreés le théoréme 35, on a:

) IF2 2

ii) [FVx(~Clx] — _#£(x))

i) [FVxVy(#£(xay) — £(x)V _Z()

iv) IFVx(Yy(Clxayl — £(y) — 7 _#(x))

V) IFVxVy( Z(x),yEx— Z(y)

D’apres le théoreme 33,ona | F < |- F pour toute formule close F du premier ordre.

Remarque. Une formule «du premier ordre » comporte des quantificateurs sur les individus qui, a
I'aide du symbole €, représentent les parties de N. C’est donc une formule du second ordre du point
de vue de I'arithmétique. Mais elle ne comporte pas de quantificateur sur les ensembles d’'individus.
D’apres les théorémes 15 et 30, on peut utiliser, dans F, le quantificateur Vx™
quantificateur Vx®"t est du premier ordre.

, puisque le

Onadonc:

vi) [I-Clx] < Ym™3In"(m + ne x)

vi) [FyEx < Im™Vn"™(m+ney— m+nex)

viii) [FVn™nel; [FVYxVyVn™(nexay < nexaney)

puisque les formules considérées sont du premier ordre. Les propriétés (i) a (viii) montrent
que, dans le Z8-modele .4, 1a formule suivante est réalisée :

# est un idéal maximal non trivial sur I’algebre de Boole des parties de N qui sont représen-
tées par des individus.

Or, d’apres les théoremes 40 et 54, la formule suivante est réalisée dans A :
Toute partie de N est représentée par un individu.

La formule suivante est donc réalisée dans A :
Z est un idéal maximal non trivial sur l'algebre de Boole des parties de N.

Programmes obtenus a partir de preuves

Soit F une formule de larithmétique du second ordre, c’est-a-dire une formule du second
ordre dont tous les quantificateurs d’individu sont restreints a N et tous les quantificateurs
du second ordre sont restreints a 22(N).

On lui associe une formule F' du premier ordre, définie par récurrence sur F :

e SiFestt=u, F' =F.

e SiFest Xt, Fl est te X~, ot X~ est une variable d’individu associée a la variable de prédicat
unaire X.

e SiFest A— B, F' est AT — BT,

o Si FestVxA, Fest vxNt AT,

e SiFest VXA Flest VX A,

On note que, si F est une formule de l'arithmétique du premier ordre, alors F T est simplement
la restriction F'™ de F au prédicat int(x).
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Soit F une formule close de I’arithmétique du second ordre et considérons une preuve de F a
I'aide de I'axiome du choix dépendant ACD et I'axiome AU de 'ultrafiltre sur N, énoncé sous
la forme suivante, avec une constante de prédicat _¢ : « _¢ est un idéal maximal non trivial
sur 2 (N) ».

On en déduit immédiatement une preuve de F' en ajoutant I’axiome RPN de représentation
des prédicats surN: VX3xVy(yex — Xy). On obtient donc:

x:AU, y:RPN, z: ACD' I t[x,y,2] : F'.

Onadonc F u:AU,RPN — G avec u = AxAyAzt[x,y,z]l et G = ACD' — Ft,

G est donc une formule du premier ordre.

Dans la section précédente, on a obtenu des quasi-preuve 6,6’ telles que (6,1) |- AU et
(0',1) |- RPN (théorémes 40 et 54).

Le théoréeme 28 (lemme d’adéquation) donne donc (u*,1,)(0,1)(0’,1) |-G, c’est-a-dire :

(v, AuAD)AD) |-G avec v = ((ag) (ay) u*0)0'.

D’apres le théoréme 33, on a donc 6’G v |FC[(14A1)Al] — G, C'est-a-dire :

6,.v |- Cl(1,A1)A1], ACD' — F.

Laxiome ACD' est conséquence de ACI (axiome du choix pour les individus). D’apreés le
théoréme 18, on a donc une quasi-preuve 7g |- ACD'.

Par ailleurs, on a évidemment une quasi-preuve &g |- C[(1,A1)A1].

On a donc finalement 6:; véono I F.

On peut alors appliquer au programme { = §,v{omno tous les résultats obtenus dans le cadre
de la réalisabilité usuelle. Le cas ou F est une formule arithmétique (resp. H%) est étudié
dans [13] (resp. [14]).

Pour prendre deux exemples tres simples :

Si F=VYX(X1,X0— X1),ona {xk.k'«7 >« x 7 quels que soient les termes k,x’ € A et la
pile m e 1.

Si F = Vm™3n"(¢p(m, n) = 0), ol ¢ est un symbole de fonction, alors pour tout m € N, il
existe neNtel que ¢p(m,n) =0 et (*xMmeTKeT>K* NoT.

T estla quasi-preuve de mise en mémoire des entiers donnée au théoréme 15(i).

7,k sont quelconques; en prenant pour k une constante, on obtient donc un programme de
calcul de 7 en fonction de m.

Bon ordre sur R

Le «/-modele ./ estle méme que dans la section précédente : 'ensemble d’individus est P =
2(I)N. Rappelons qu'un élément de P est appelé tantot individu, tantdt condition, suivant
le contexte.

On pose (m,n) = m+ (m+ n)(m+ n+1)/2 (bijection de N? sur N). On définit une fonction
binaire ¢ : P> — P en posant :

¢(n,p)(i) = p(i,n) sineN; ¢(n, p) est arbitraire (par exemple 0) si n ¢ N.

Notation. Dans la suite, on écrira p, au lieu de ¢(n, p). La donnée d'un individu p est donc
équivalente a celle d'une suite d’individus p,(neN).Sii,neN,ona |(i,n)epl = lliepnul.

On fixe un bon ordre strict < sur P = 2NN, isomorphe au cardinal 2%+ tout segment
initial propre de < est donc de cardinal < 2%, On définit une fonction binaire, notée (p <q)
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enposant (p<q)=1sip<q; (p<q)=0sinon.

Comme la relation (p < gq) = 1 est bien fondée sur P, on a (théoréme 13) :
YIFVX[Vx(Vy(y<x)=1— Xy) = Xx) — Vx Xx]

dans le o/ -modele .#/, mais aussi dans tout 8-modele 4.

On écrira, en abrégé, y <x pour (y<x) = 1.

Dans .4 et A, larelation < est donc bien fondée mais, en général, pas totale.

C’est une relation d’ordre strict, dans ces deux modeles, car on a immédiatement, dans le
modele 4 : I|FVx((x<x)#1); I |FVxVyVz((x<y)=1— ((y<2) =1~ (x<2)=1)).
Comme il s’agit de formules du premier ordre, d’apres le théoreme 33, on a aussi, dans le
modele A : [FVx((x<x)#1); [FVxVyVz((x<y)=1— ((y<2)=1— (x<2)=1)).

Une condition p € P est aussi une suite d’individus py. On va la considérer intuitivement
comme «!’ensemble des individus py; pour k€ pg »; cela pour définir la condition 1, la for-
mule C[p] qui exprime que p est une condition non triviale, et I'opération binaire .

1 est’ensemble vide, autrement dit i e 1 (c’est-a-dire (i,0) € 1) doit étre faux. On pose donc:
1(n) =I1 pour tout n € N.

Une condition est non triviale si I'ensemble d’individus qui lui est associé est totalement
ordonné par <. On pose donc:

Clpl = Vi®™V j"(ig py, je po — Elpis1, pj+1]) avec:

Elx,yl=(x=yVvx<yVy<x) cest-a-dire E[x,y]=(x#y,(x<y)#1,(y<x) #1— 1).
Lensemble associé a paq est la réunion des ensembles associés a p eta g; on pose donc:
prq=r1 ourgestdéfinipar: 2iergll=Illiepoll; I2i+1ergll=1ieqol;

rj+1 estdéfinipar: 1241 = pis1; T2iv2 = Gt

La notation p c g signifie que I’ensemble associé a g contient celui associé a p.

On pose donc :

pcq=Vi®™(Gepy— I jeqo, piv1=gj+})-

Lemme 63.

i) OIFVpVYqgVr(pcqg,gqcr—pcr) avec 0 =AfAgAIAXAR(fix)AjAy(g)jyh.

ii) 0" |FYpVqgVr(pcq— parcqgnar) avec 0' = AfAidyAu((ei)(w)iy)(f)(d2)iy)Aj(u)(do)j
ou dy, dy, ds, e sont des quasi-preuves représentant respectivement les fonctions récursives :
n—2n,n—2n+1, n— [n/2], n— parité de n (e est a valeurs booléennes).

i) On suppose :

fI=Vi(ent(i),ie po,V jlent(j), j€qo — pi+1 # qj+1) — L);

g -V j(ent(j), je qo, Yk(ent(k),kero — qj+1 # I'e+1) — L);

X|Fiepo; h|-Vk(ent(k),kerg— pi+1 # re+1); etona i€ lent(i)l.

D'ou fix |-V j(ent(j),jeqo— pi+1 # qj+1) — L.

Supposons y |- jeqgo etsoit j € |ent(j)].

Sipi+1=qj+1,alors gjyh|-L; donc gjyh|-piv1 # gj+1. Onamontré :
AjAy(g)jyhIFY j(ent()), je do — piv1 # qj+1)- Donc (fix)AjAy()jyh |- L.
ii) On suppose :

fI-Vi(ent(i),ie po,V jlent(j), j€qo — pi+1 # qj+1) — L);

yIEi'e(par)o; ul-Yj'(ent(j"), j € (gar)o — (Par) i1 # (GaT) jri1).

Si on remplace j’ par 2j”, puis par 2j” + 1, on obtient, d’aprés la définition de x :
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(1) (W(do)j" IFj"€qo— (par)ire1 # qjrsa;
@ @d)]" I+ j"ero— (par)iw1 # rjmer.
Il'y a alors deux cas :
« Sii'=2i",ona yl-i"epoy et d'apres (1), (w)(do)j" I-j"eqo— pir+1# qjr+1. Donc:
Ajw)(do)j IV jent(}), j€qo — pirs1 # gj+1) €t, par suite :
(NN Y)Aj () (do) ] I L.
e Sii'=2i"+1,0na yl-i"ery et, d’apres (2), (w)(d)j" I-j"ero— rim #7jrs1.
En faisant j” = i”, on obtient (u)(dy)i" |Fi"erg— L et donc:
(wi'y I+ L.
On a donc, dans les deux cas: ((ei")(w)i’y)((f)(d2)i"Yy)Aj(w)(dy) ] I-L.
C.Q.E.D.

Lemme 64.

i) 0IFVYpVYq(pcq,Clgl — Clpl) avec

0 = AfAGAIAI AXAX AudvAw(fi' XA LAY (Fix)AjAy(g)jj'yy uvw.

ii) FVpVYqgVr(pcq,Clgar] — Clpar]) autrementdit |FVYpVq(p<q— qE p).

i) Soient f |-pcq,gI-Clgl, cest-a-dire:

fI=Vi(ent(i),ie po,Vjlent(j), jeqo— piv1 Z qj+1) — L);

g -V jvj'(ent(j), ent(j), j€ qo, j € go — Elqj+1,qj+1]) avec:

Elx,yl=x#y,x<y)#1,(y<x)#1— 1).

Soient x [iepo, X' |-i'€ po, u |- piv1 # pir+1, v I (piv1 <pire1) # L w IF (pire1 <piv1) # L.

Soient y |- j&qo, y' I j'€ qo.

Ona gll’yy’ I-Elgj+1,qj+1]; i piv1 = Gj+1 € Piry1 = qjr41, alors glllyy, I-Elpi+1, Pirs1ls

donc gjj'yyuvw | L.

Onadonc AjAy(g)jj'yy uvw |-ent(j), jeqo— Lsi pit1=qj+1 et piy=qj.

Par suite, AjAy(g)jj'yy' uvw |-V j(ent(j), jeqo— pi+1 # qj+1) si pire1=qjrpr, doir:

(fix)AjAy(@)jj'yy'uvw |- L si pyy1=qjs, doir:

AJAY (Fin)Ajry(@)jj'yy' uvw |-V j'(ent(j"), j' € o — pir+1 # gjr+1). Donc :

(FIXNAJAY (fFinAjAy(©) i yy uvw - L.

ii) Se déduit immédiatementde (i) et |FVpVgVr(pcqg— par c gar) (lemme 63).
C.Q.E.D.

Le lemme suivant montre qu’on peut construire I'algébre 28 et le 8-modele A'.

Lemme 65. Il existe six quasi-preuves ay, a1, @2, Bo, B1, B2 telles que:

ao =Y pYgVr(Cl(pag)arl — Clpa(gan)]); a1 =Y p(Clpl — Clpall);

az -V pVq(Clprgl — ClgD) ; Po IV p(Cipl — Clpapl); B IFVYpYq([Clprgl — Clgap));
B2 IFYpVY gV rVs(Cl((parqg)ar)as] — Cl(pa(gar))as]).

On montre seulement le premier cas. D’apres le lemme 64(i), il suffit de trouver une quasi-
preuve 0 |-V pVqgVr(pa(gar) < (pag)ar). On suppose donc :

VIEie(pa(gan)o; ul-V jlent(f), je ((pag)ar)o — (pA(gar))iv1 # (PAGIAT) j+1).

Iy atrois cas:

e i=2i";onaalors y|i'epg. On fait j = 2i = 4i', donc u | ent(2i),i’ € pg — pirsy1 # Pirs1-
Onadonc: (w)(dyiyl-L.
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e i=4i"+1;onaalors yl|-i'eqp.Onfait j =i+2=4i"+3,donc:

ul- ent(i+2),i'e go— Girs1 # Girs1. Onadonc: ((w)(0)?i)y |- L.

e i=4i'"+3;o0naalors y|-i'erg. Onfait j =i—3=4i',donc:

ul- ent(i—3),i'erg— rip1 # ris1. Onadonc: (w)(P)3d)yI-L

(p est le programme pour le prédécesseur).

On pose donc 0 = LidyAu(((esi)(w)(do)iy) (1) (0)?1)y) () (p)3i)y, ol ey est défini par sa

reégle d’exécution: ey x ie€efel et > o (resp. e, (o) sii =41’ (resp. 4i' +1,4i' +3).
C.Q.E.D.

On montre maintenant le :

Théoreme 66.
La structure de forcing {C, A, 1} satisfait la condition de chaine dénombrable dans /. .

Les hypotheses de la c.c.d. sont :

Hy=VYnip%X(n,p);

Hy =Vn®™WpVqi% (n,p), % (n,q) — p=q};

Hy, =V n®™WpVq(% (n,p), % (sn,q) — qE p);

H3 =VYn®™Wp(&X (n, p) — Clp)).

Par ailleurs, d’apres le théoreme 18, on a une fonction binaire f : P2 - Ptelle que:
¢ IFVr@p X (n, p) — IKENX (n, f(n, k).

D’apres Hp, on peut donc aussi utiliser la formule :

H) = Vn®™M3k™ X (n, f(n, k).

On pose H = {Hy, H), Hy, Ho, Hs} et H, ={Hy, H), Hy, Hp}.

Lemme 67. H+ Y pYq¥me™ n® (% (m, p), % (n,q) — Clprq)).

On montre Vm™V n"(% (m, p), % (m +n,q) — q = p) par récurrence sur n.

Pour n =0, cela découle de H;, Hs. Pour le pas de la récurrence, on utilise H.

On adonc YpVqV¥Vme™Vn®" (% (m,p),% (n,q) — pEqV qE p).

De p E g, on déduit C[pap] — Clgnap], d’oule résultat d’apres Hs et C[p] — C[pap].
C.Q.F.D.

On définit la limite cherchée h en définissant hg et h,,+1 pour chaque m € N.

Pour m = (i, n, k) (c’est-a-dire (i,(n,k))),on pose |mehyll =X n, f(n,k)ANie(f(n k)ol;

puis Apme1 = (f(n,k)is1.

Intuitivement, & définit une suite d’ensembles dénombrables, et h est la réunion de ces

ensembles.

o Preuvede H,+ % (n,p)— hep.

D’apres le lemme 64(ii), il suffit de montrer & (n, p) — p € h, soit :

X (n, p),icpo, Yme™ (mehg,— hymys1 # piv1) — L, pour n,i € N.

On fixe k € N et on pose m = (i, n, k). D’apres la définition de #, il suffit de montrer :

X (n,p),iepo, VKX (n, f(n, k), ie(f(n,k)o,— (f(n,k)i+1 # piv1) — L.

Or,de H,,% (n,p), % (n, f(n,k)), ondéduit f(n,k)=p etdonc:

(f(n,k))o=po et (f(n,k))i+1 = pi+1- On est donc ramené a montrer :

Z(n,p),iepo, VKX (n, f(n,k),iepo— pis1 # pis1) — L.

Or, cette formule se déduit immédiatement de Hj.

44



e Preuve de HF C[h].
On doit montrer C[h], soit me hg, m' € hg — E[h;41, hpy+1]. Or,ona:
m=(i,n,k); lmeholl =X (n, f(n,k)) Nie(f(n,)oll; hme1 = (F(n,k)is1;
m'=(i",n",k); Im'eholl =12 (0, f(n, KN AN e(f (0, KNoll; By = (F (0, KD jr41.
De X (n, f(n,k),Z (n/, f(n', k), on déduit Clu] avec u = f(n,k)rf(n’, k") lemme 67).
Onadonc:
lie(f(n, kol =12ieul; li'e (f(n',kN)oll = 127" + Leull; hms1 = tziz1; Rprs1 = Ugirgo.
De Clu], on déduit E[uzjs1, Usjr4o], Cest-a-dire E[hy41, By,
Cela termine la preuve du théoréme 66.

C.Q.F.D.

Le bon ordre sur 22(N)
Dans le modele .4/, on définit le prédicat unaire ¥4 (x) = EIpEIient{—lj(p), i€po, X =Pi+1}
Lemme 68. [-%(x),%(y) — Elx,yl.

On doit montrer [--_2(p), 7. 2(q),i€po, X = pi+1,j €90,y = qj+1 — Elx, ], soit:
IF=2(p), = 2(q),i€po,jeqo— Elpi+1,qj+1l.
D’apres le théoreme 35(ii) et (iii), ona [-7_¢(p), 7 _Z(q) — Clprq].
Il suffit donc de montrer |-Clpagl,ie po, j€qo — Elpi+1,qj+1l.
On montre ci-dessous qu'on a I |-Clpaql,i€po,jeqo — Elpi+1,qj+1]. Comme c’est une
formule du premier ordre, cela donne le résultat voulu, d’apres le théoreme 33.
Ona, eneffet: piy1 = (PAG2i+1;5 Gj+1 = (PAGQ)2j+2;
liepoll =12ie(paqloll; ljEqoll =112j+1e(pagloll.
On est donc ramené a montrer :
I'l-Clpaql,2ie(paq)o, 2]+ 1e(prq)o — El(PAq)2i+1, (PAG)2j+2]
ce qui est évident, par définition de C[pnq].
C.Q.F.D.
Le lemme 68 montre que < est une relation fotale sur . Mais, par ailleurs, dans .4/, < est
une relation bien fondée. On a donc:
I~ <4 est bien ordonné par <.
On définit maintenant deux fonctions sur P :
« une fonction unaire 6 : P — P enposant [ied(p)oll =i +1epoll; 6(p)is1 = pizo.
« une fonction binaire ¢: P2— P en posant [[0ed(p, @loll =D; lli+1edp(p, @oll = llie poll;

¢(p, @)1= q; ¢(p,q)ir2 = pi+1 pour tout i € N.
On adonc 6(p(p,q)) =p et ¢(p,q)1 =g quels que soient p,q € P et par suite :

IFVYpYqG(@p, @) =p); LIFYpYql(Pp,q) =p);

IEYpYqpp, g =q); LIEFYpYqp(p, gh = ).

Intuitivement, 6 (p) définit 'ensemble obtenu en 6tant p; de 'ensemble associé a p;
¢(p, q) définit 'ensemble obtenu en ajoutant g a '’ensemble associé a p.

Lemme 69. Sip,q € P, il existeq' € P tel que 5(q') = q et p; <q' pourtoutieN.
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Pour chaque a € P, on a 6(¢(q,a)) = g. Mais I'application a — ¢(q,a) est évidemment

injective, puisque ¢(q,a); = a. Donc '’ensemble {¢(qg, a); a € P} est de cardinal 2% QOr, par

hypothese sur <, tout segment initial propre de P, pour le bon ordre <, est de cardinal < 280,

Il existe donc ag € P tel que p; <¢p(q, ap) pour tout i € N. Il suffit alors de poser g’ = ¢(q, ap).
C.Q.F.D.

On peut donc définir une fonction binaire v : P?> — P telle que I'on ait :
o(w(p,q))=q et (pi<y(p,q)) =1 quels que soient p,ge PetieN.Onadonc:

IFYpYqé(w(p,g)=q); 1IFVYpYqd(w(p,q)=q).
KIIFYpYqvi®™(p; <y (p,q); KLV pYqVi®™(p; <y (p, 9)).

Lemme 70. Ona |VYq3x{¥(x),6(x)=q}.

Ceci s'écrit |-V qIVxVpVi®™(6(x) = q, i€ po, x = pi+1 — £ (p)) — L] ouencore:
I ql¥ pVi®™(ie po, 6(pis1) =  — £ (p) — L.
En faisant i = 0, il suffit de montrer :
ey IFYqlVpOepo,d(p1) =q— Z(p)— Ll
En remplacant p par ¢(p, v (p, q)) dans (1), on voit qu'il suffit de montrer :
IFYq=Vp 2 (pp,y(p,q)).

Lemme 71. | VpVq(Cip]l — Clo(p,w(p, P)).

Ona C[r] = ViV j*™"(jery, jeryg — Elris1,7j+1]). Donc, pour montrer |-C[p] — C[r], il
suffit de montrer :
(1) |FClpl — Vi®™Vje™ (i + 1erg, j+ 1erg — Elrivo, rjs2]) et
(2) IFClpl = Vj™ Oery, j+1ero— Elry, js2)).
On applique cette remarque en posant r = ¢(p, ¥ (p,q)). Alors (1) s’écrit |C[p] — C[p]
puisque [li+1ergll = lliepoll et rit2 = pi+1 et de méme pour j.
11 suffit donc de montrer (2), c’est-a-dire :
I-Clpl — ¥ j™'0ed(p,w(p, @)o, j + 1ed(p,w(p, @))o — ElP(p, ¥ (p, 91, d(p, W (p, @) j+2]).
Or,ona I|-VpVq0ed(p,qlo); 1I-VpYq(jepo— j+1ep(p,w(p,4)o);
IEVYpYqp(pw(p, a1 =v(p,@); TIEYpYqp(p,w(p,q)j+2=Pj+1).
Il suffit donc de montrer :
I-Clpl = V¥ j™(je po — Elw(p, @), pj1))
ce qui est trivial, puisqu'ona KI |FVp¥qV j*™ (p;.1 <y (p,q)).

C.Q.F.D.

Lemme 72. LiAxAy((y)(0)i)x [FVYpVYq(p < dp(p,q)).

Ceci s’écrit :
AidxAy((y)(0)i)x | Vi(ent(i), i€ po,V jlent(j), jed(p, Qo — d(p, @) j+1 # pi+1) — L)
ce qui est immédiat, en faisant j =i+ 1.
C.Q.F.D.
Ona |Fpcolp,yv(p, q) lemme 72), dou on déduit |-¢(p,v(p,q)) E p (lemme 64ii), et
donc |FClo(p,v(p, )] — Clprd(p,w(p, q))]. D’apres le lemme 71, on a donc:
-V pVq(Clp]l — Ciprd(p,w(p,q))]). Comme il s’agit d'une formule du premier ordre, on a,
d’apres le théoreme 33 : |- VpVq(Cip]l — Ciprd(p,v(p, )]
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et donc, d’apres le théoreme 35(ii) : [ YpVYq(~Clpard(p,w(p, 9)] — Z(p)).
On applique alors le théoreme 36 qui donne : Vg Vp _Z($(p,w(p,q)))
ce qui est le résultat cherché.

C.Q.F.D.

Théoreme 73. Les formules suivantes sont réalisées dans N :
i) Il existe un bon ordre sur l'ensemble des individus.
ii) Il existe un bon ordre sur l'ensemble des parties de N.

i) Le lemme 70 montre que, dans ./, la fonction 4 est une surjection de ¢ sur 'ensemble P
des individus. Or, on a vu que la formule : «% est bien ordonné par <» est réalisée dans 4.
ii) D’apres les théorémes 40 et 66, la formule suivante est réalisée dans A : «Toute partie
de N est représentée par un individu». D’ou le résultat, d’apres (i).
C.Q.F.D.

Le théoreme 73(ii) permet de transformer en programme n’importe quelle preuve d'une for-
mule de I'arithmétique du second ordre, utilisant I’existence d'un bon ordre sur R. La mé-
thode est la méme que celle exposée ci-dessus pour I'axiome de I'ultrafiltre.
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