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Preuves assistées par ordinateur � TD n◦ 10

Théorie des types simples et système T

Exercice 1 (Système T) On rappelle que le système T de Gödel est l'extension du λ-calcul
simplement typé (à un seul type de base Nat) obtenue en ajoutant aux termes 1 :
• Des constantes 0 : Nat et S : Nat→ Nat (les � constructeurs �) ;
• Pour chaque type simple τ , une constante recτ : τ → (Nat→ τ → τ)→ Nat→ τ
(le � récurseur � associé au type τ) munie des règles de réduction :

recτ x f 0 x
recτ x f (S n) f n (recτ x f n)

1. Implémenter dans le système T l'addition, la multiplication, la fonction prédécesseur, le
test de nullité, la fonction puissance et la factorielle.

2. Écrire dans le système T un terme ack : Nat → Nat → Nat qui implémente la fonction
d'Ackermann dé�nie par les équations :

ack(0, m) = m+ 1
ack(n, 0) = ack(n− 1, 1)
ack(n, m) = ack(n− 1, ack(n, m− 1))

(m ≥ 0)
(n > 0)

(n,m > 0)

Exercice 2 (Codage imprédicatif des connecteurs) En théorie des types simples, les
unités >, ⊥ et les connecteurs ∧, ∨ sont dé�nis par

> ≡ ∀x : o . (x⇒ x) A ∧B ≡ ∀x : o . ((A⇒ B ⇒ x)⇒ x)
⊥ ≡ ∀x : o . x A ∨B ≡ ∀x : o . ((A⇒ x)⇒ (B ⇒ x)⇒ x)

Montrer que les règles suivantes sont admissibles :

Σ ` Γ ctx

Γ `Σ >
Γ `Σ ⊥ Σ ` A : o

Γ `Σ A

Γ `Σ A Γ `Σ B

Γ `Σ A ∧B
Γ `Σ A ∧B

Γ `Σ A
(+ règle symétrique)

Γ `Σ A Σ ` B : o

Γ `Σ A ∨B
(+ règle symétrique)

Γ, A `Σ C Γ, B `Σ C Γ `Σ A ∨B
Γ `Σ C

Indication : On pourra utiliser la règle admissible d'a�aiblissement (au sens de la logique).

1. En réalité, le système T comporte également des types produit (τ × σ) et somme (τ + σ) munis des
constructions associées au niveau des termes, mais nous n'en aurons pas besoin dans le cadre de cet exercice.
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Exercice 3 (Quanti�cateur existentiel) Pour toute proposition A dépendant (éventuelle-
ment) d'une variable x : τ on note

∃x : τ .A ≡ ∀p : o . [∀x : τ . (A⇒ p)⇒ p] .

Montrer que les règles suivantes sont dérivables :

Σ; [x : τ ] ` A : o Σ ` N : τ Γ `Σ A{x := N}
Γ `Σ ∃x : τ .A

Γ, A `Σ B Γ `Σ ∃x : τ .A

Γ `Σ B
(x/∈FV (Γ,B))

Exercice 4 (Égalité de Leibniz) Étant donnés deux termes M1 et M2 de type τ , on note

M1 =τ M2 ≡ ∀p : (τ→o) . (p M1 ⇒ p M2) .

Montrer que les propositions suivantes sont dérivables :

∀x : τ . (x = x)
∀x : τ .∀y : τ . (x = y ⇒ y = x)
∀x : τ .∀y : τ .∀z : τ . (x = y ⇒ y = z ⇒ x = z)
∀x : τ .∀y : τ .

(
x = y ⇒ ∀p : τ → o . (p x⇒ p y)

)
Indication : On commencera d'abord par chercher une preuve informelle.

Exercice 5 (Arithmétique de Peano) A�n de pouvoir raisonner sur les entiers naturels
dans la théorie des types simples (dans le type ι), on introduit deux constantes 0 : ι et S : ι→ ι
(au niveau des termes du λ-calcul simplement typé) et on ajoute aux règles de déduction les
deux axiomes suivants

Σ ` Γ ctx

Γ `Σ ∀x : ι .∀y : ι . (S x =ι S y ⇒ x =ι y)
Σ ` Γ ctx

Γ `Σ ∀x : ι . (S x =ι 0 ⇒ ⊥)

correspondant aux principes habituels d'injectivité et de non-confusion (en utilisant l'égalité de
Leibniz � =ι � dé�nie à l'exercice précédent).

1. Écrire une proposition qui exprime le schéma de récurrence.

La proposition précédente n'est pas démontrable, même avec les axiomes d'injectivité et de
non-confusion. A�n d'éviter l'introduction d'un axiome supplémentaire, on considère le prédicat
Nat : ι→ o dé�ni par

Nat ≡ λn : ι . ∀p : ι→ o .
[
p 0 ⇒ ∀x : ι . (p x⇒ p (S x)) ⇒ p n

]
.

Intuitivement, la proposition Nat n exprime que l'objet n : ι est dans la plus petite sous-classe
du type ι contenant 0 et close par successeur.

2. Dériver : Nat 0

3. Dériver : ∀x : ι . (Nat x ⇒ Nat (S x))

Pour travailler dans l'arithmétique, on relativise chaque quanti�cation universelle avec le prédi-
cat Nat, et on pose

∀x :Nat . A(x) ≡ ∀x : ι . (Nat(x)⇒ A(x))
∃x :Nat . A(x) ≡ ∃x : ι . (Nat(x) ∧A(x))

4. Quels sont les schémas d'introduction et d'élimination associés aux quanti�cateurs dé�nis
ci-dessus ? Dériver ces schémas.

5. Écrire le principe de récurrence sous forme relativisée, et le démontrer.
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