
1Master Parisien de Re
her
he en InformatiqueCours 2-7 Preuves Constru
tives2004�2005 ProjetFormalisation et étude de l'arithmétique de Peano en CoqLe projet devra être réalisé sur ma
hine, le rapport �nal 
omprendra une spé
i�
ation desdi�érents points demandés (dé�nitions, énon
és des résultats sans les preuves) a

ompagnée de
ommentaires. Ce rapport sera rendu lors du dernier 
ours le 25 janvier 2005, et l'ensembledes �
hiers Coq devra être envoyé par 
ourrier éle
tronique à l'adresse filliatr�lri.fr ave
 lesujet � projet 
ours 2-7 �.1 Obje
tifL'obje
tif de 
e projet est d'étudier 
omment 
ertaines preuves e�e
tuées dans l'arithmétiquede Peano 
lassique (
'est-à-dire ave
 le tiers-ex
lu) peuvent être rendues 
onstru
tives et ainsiinterprétées en Coq.Cet exemple de taille moyenne vous permettra de vous familiariser ave
 les éléments essentielsdu Cal
ul des Constru
tions Indu
tives et d'un assistant à la démonstration.C'est par ailleurs l'o

asion d'étudier de près un résultat méta-théorique 
onnu, dans un 
adreoriginal.2 L'arithmétique de PeanoIl s'agit d'un système formel an
ien (1889) ; on trouvera une tradu
tion, du latin vers l'anglais,de l'arti
le originel dans [6℄. On trouvera également, une présentation plus ré
ente dans [3℄. Ils'agit surtout d'un système formel à la fois parti
ulièrement 
on
is, et néanmoins expressif, 
equi en fait un objet d'étude appré
ié et appré
iable.Ce système vise a formaliser l'arithmétique des entiers naturels, jusqu'aux preuves par ré
ur-ren
e. Formellement, il s'agit d'un système de logique du premier ordre, ave
 quatre 
onstantesde fon
tions :� 0, d'arité zéro,� S, d'arité un,� + et ∗, d'arité deux.On utilisera la notation in�xe habituelle pour les fon
tions + et ∗. On dispose par ailleurs d'unseul symbole de prédi
at, l'égalité. C'est bien sûr un prédi
at binaire et là en
ore on utilisera lanotation in�xe habituelle.Les régles de dédu
tion sont le 
al
ul des prédi
ats habituel. On note ¬P pour P ⇒ ⊥. Lesaxiomes, 
onnus sous le nom �d'axiomes de Peano� sont les suivants :1. ∀x.¬S(x) = 02. ∀x.∃y.(¬x = 0 ⇒ S(y) = x)3. ∀x.∀y.(S(x) = S(y) ⇒ x = y)4. ∀x.x + 0 = x5. ∀x.∀y.S(x) + y = S(x + y)



26. ∀x.(0 ∗ x = 0)7. ∀x.∀y.S(x) ∗ y = (x ∗ y) + yauxquels s'ajoute le s
héma d'axiome suivant (ré
urren
e) :
P (0) ⇒ (∀x.P (x) ⇒ P (S(x))) ⇒ ∀x.P (x)paramètré par un prédi
at quel
onque P . Finalement, on dispose des propriétés habituelles del'égalité (re�exivité, élimination).Même si Peano s'interessait originellement à la logique 
lassique, le 
al
ul des prédi
ats utilisépeut être respe
tivement minimal, intuitionniste ou 
lassique. On parlera don
 d'arithmétique dePeano pour la version 
lassique du formalisme, et d'arithmétique de Heyting pour sa 
ontre-partieintuitionniste ; ou simplement d'arithmétique 
lassique, respe
tivement intuitionniste.3 Formalisation de l'Arithmétique de Peano en CoqLa première étape du travail 
onsiste à formaliser en Coq 
e qu'est une démonstration dansl'arithmétique de Peano. Pour 
ela, on devra, au moins, dé�nir deux types 
orrespondant res-pe
tivement aux représentations des objets et des propositions de l'arithmétique.Voi
i quelques indi
ations et 
onseils.3.1 Représentation des variablesLa présen
e de quanti�
ateurs né
essite la dé�nition d'une operation de substitution. Il fautdon
 traiter les problèmes de 
apture de variables, d'α-
onversion, et
. Une bonne possibilitépour 
ela d'utiliser une notation à base d'indi
es de de Bruijn. Cette solution peut paraîtrerelativement lourde au début, mais évite en général des mauvaises surprises par la suite.Si l'on 
hoisit une représentation à base de de Bruijn, il est né
essaire de dé�nir des opérationsde relo
ation (lifting) pour 
onstruire la substitution, et de prouver quelques propriétés sur 
esopérations. Nous 
onseillons de se reporter et s'inspirer des travaux de Gérard Huet [5℄, reprispar Thorsten Altenkir
h puis Bruno Barras [1, 2℄, pour formaliser le λ-
al
ul.Dans la dé�nition des dérivations en Coq, seules les règles portant sur les quanti�
ateurs fontintervenir les opérations sur les indi
es de de Bruijn. Une possibilité est d'indiquer expli
itementdans le 
ontexte les liaisons de variables. Par exemple :Indu
tive Ctxt : Set :=nil
 : Ctxt| int
 : Ctxt -> Ctxt| assume : Pprop -> Ctxt -> Ctxt.L'idée est, 
omme dans Coq, de lier les variables de termes expli
itement dans le 
ontexte. Parexemple, le 
ontexte

[x : nat;x = 0; y : nat; y = y]est représenté par(assume (eqp (var O)(var O)) (int
 (assume (eqp (var O) Ot) (int
 nil
))))où var est le 
onstru
teur de terme 
orrespondant aux variables, Ot la 
onstante 0 et eqp le
onstru
teur du type des formules d'égalité.La règle d'élimination du quanti�
ateur existentiel devient alors :
Γ ⊢ ∃.A (int
(Γ)) :: A ⊢ C ↑1

Γ ⊢ Coù ↑1 est l'opération 
onsistant à augementer de 1 tous les de Bruijn 
orrespondants à desvariables libres dans A.



33.2 Formalisation du 
al
ul des prédi
atsL'un des buts étant de traduire par la suite les représentations des démonstrations dansl'arithmétique en de vraies démonstrations Coq, il est plus rationnel d'utiliser la dédu
tion na-turelle. Nous rappellons les règles de la dédu
tion naturelle en �gure 1.
Γ :: A ⊢ A

(Assume)
Γ ⊢ A

Γ :: B ⊢ A
(Weak)

Γ :: A ⊢ B

Γ ⊢ A ⇒ B
(imp-i) Γ ⊢ A ⇒ B Γ ⊢ A

Γ ⊢ B
(imp-e)

Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∧ B
(and-i) Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ A
(and-l-e)

Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ B
(and-r-e)

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨ B
(or-l-i) Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨ B
(or-r-i) Γ ⊢ A ∨ B Γ :: A ⊢ C Γ :: B ⊢ C

Γ ⊢ C
(or-e)

Γ ⊢ ⊥

Γ ⊢ A
(bot-e)

Γ ⊢ A x /∈ Γ

Γ ⊢ ∀x.A
(forall-i) Γ ⊢ ∀x.A

Γ ⊢ A[x \ t]
(forall-e)

Γ ⊢ A[x \ t]

Γ ⊢ ∃x.A
(exist-i) Γ ⊢ ∃x.A Γ :: A ⊢ B x /∈ Γ :: B

Γ ⊢ BFig. 1 � La dédu
tion naturelle3.3 Logiques intuitionniste et 
lassiqueOn demande en fait de 
oder deux formalismes. Les arithmétiques de Peano et de Heyting.Plut�t que de dupliquer la dé�nition des règles d'inféren
e, il parait judi
ieux de paramètrerla dé�nition de la dédu
tion naturelle par un ensemble d'axiomes (et s
héma d'axiomes). Cetensemble pouvant alors par la suite être instan
ié� soit par les axiomes de Peano,� soit par les axiomes de Peano enri
his de la règle du tiers ex
lu.Ces deux intan
iations 
orrespondant, bien sûr, aux arithmétiques de Peano et de Heyting.4 Ré�e
tion4.1 Prin
ipeLe prin
ipe de la ré�e
tion est de traduire dans le méta-formalisme (i
i Coq), les 
onstru
tionsfaites dans le formalisme représenté (i
i l'arithmétique de Peano). D'un point de vue externe, ilest bien 
lair que Coq est une extension de l'arithmétique de Peano intuitionniste ; l'on 
her
hedon
 à materialiser 
ela.Pour illustrer 
ela, notons ∀x.∃y.x = S(y) ∨ x = 0 la proposition de l'arithmétique dePeano ; 
ad. qu'il s'agit d'un objet d'un type nommé, par exemple, Pformula et qui aura étédé�ni dans la première partie du travail. On dé�nira don
 une fon
tion, notée par exampletr, tel que (tr ∀x.∃y.x = S(y) ∨ x = 0) se réduise vers l'objet de type Prop suivant :



4(x:nat)(EX y:nat | x=(S y)\/x=O) (ou (x:nat){y:nat|x=(S y)\/x=O} si vous avez travaillédans Set).4.2 Questions : implémentationOn demande, dans un premier temps d'é
rire en Coq les fon
tions de ré�e
tion. Ensuite, deprouver que s'il existe une dérivation dans l'arithmétique de Peano intuitionniste d'une formule
P dans un 
ontexte Γ, alors, il existe un terme Coq de type tr(Γ) → tr(P ). C'est 
ette dernièreétape qui 
onstitue la ré�e
tion proprement dite.4.3 Questions : théorieIndiquez informellement, 
e que l'existen
e de 
ette fon
tion implique logiquement par rap-port aux formalismes logiques que sont l'arithmétique intuitionniste et Coq. Pourrait-on dé�nirl'inverse de 
ette fon
tion ?5 Arithmétique 
lassiqueIl n'est pas possible de ré�e
hir l'arithmétique 
lassique dans Coq de la même manière. Enrevan
he, l'on dispose d'un 
ertain nombre de résultats partiels. On se propose d'étudier 
eladans 
ette partie.On sait depuis longtemps qu'il est possible de plonger un formalisme 
lassique dans sa
ontre-partie intuitionniste. Pour 
ela, l'on a�aiblit les propositions prouvées 
lassiquement. Voi
iquelques prin
ipes qui sous-tendent 
es 
onstru
tions :� On obtient un système équivalent au système 
lassique en ajoutant l'axiom du tiers-ex
luau système intuitionniste. Mais l'on peut également utiliser le s
héma d'axiome suivant :pour toute proposition P , ¬¬P ⇒ P .� Cet axiome n'est don
, bien sûr, pas prouvable intuitionnistiquement. En revan
he, il estvrai en logique intuitionniste que ¬¬¬P ⇒ ¬P .L'idée est don
 de rajouter, à tous les niveaux d'une proposition, un 
ertain nombre de double-négations. L'on obtient alors, à partir d'une proposition P une proposition a�aiblie P , telleque :1. P ⇒ P est vrai de manière intuitionniste,2. la transformée du tiers-ex
lu, ou le s
héma de propositions ¬¬P ⇒ P sont également prou-vables de manière intuitionniste.En 
on
lusion, si P est prouvable dans l'arithmétique 
lassique, alors P est prouvable dansl'arithmétique intuitionniste.On se propose de formaliser 
es résultats dans Coq. Le paragraphe suivant présente uneadaptation, au 
adre de Coq, d'un résultat du logi
ien améri
ain H. Friedman [4℄.5.1 Une présentation de la tradu
tion de FriedmanSoit A une proposition de l'arithmétique. On note ¬AP la proposition P ⇒ A. À touteproposition P de l'arithmétique, on asso
ie la proposition PA, dé�ni par les équations suivantes :

⊥A ≡ ⊥ ∨ A

t1 = tA2 ≡ t1 = t2 ∨ A

(P1 ∧ P2)
A ≡ ¬A¬A(PA

1 ) ∧ ¬A¬A(PA
2 )

(P1 ∨ P2)
A ≡ ¬A¬A(PA

1 ) ∨ ¬A¬A(PA
2 )
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(P1 ∧ P2)

A ≡ ¬A¬A(PA
1 ) ∧ ¬A¬A(PA

2 )

(P1 ⇒ P2)
A ≡ ¬A¬A(PA

1 ) ⇒ ¬A¬A(PA
2 )

(∀x.P )A ≡ ¬A¬A∀x.(PA)

(∃x.P )A ≡ ¬A¬A∃x.(PA)Lemme 1 On étend, de manière triviale, la transformée par double négation aux 
ontextes. S'ilexiste une dérivation de Γ ⊢ P dans l'arithmétique de Peano, il existe une dérivation de ΓA ⊢ PAdans l'arithmétique de Heyting.Lemme 2 Les formules sans quanti�
ateurs sont dé
idables (en parti
ulier dans Coq).Lemme 3 Soit P une formule sans quanti�
ateurs. On a, dans Coq, PA ⇐⇒ P ∨ A.Soit alors une preuve 
lassique de ∃x.P (x), où P est une formule sans quanti�
ateurs ;une telle proposition est dite Σ1
0. D'après le lemme 1, on a don
 une preuve intuitionniste de

¬A¬A∃x.PA(x), 
'est-à-dire
((∃x.PA(x)) ⇒ A) ⇒ A.En instan
iant A par la proposition originelle ∃x.P (x), et après re�e
tion, on obtient don
 :

((∃x : nat.P ∃x:nat.P (x)(x)) ⇒ ∃x : nat.P (x)) ⇒ ∃x : nat.P (x)
e qui d'après le lemme 3 est équivalent à ∃x.P (x).On a don
 ainsi obtenu une preuve intuitionniste de ∃x : nat.P (x) à partir d'une preuve
lassique de la même proposition.En 
onsidérant le même développement ave
 des variables libres, on étend 
e résultat auxformules Π2
0, 
'est-à-dire de la forme

∀x.∃y.P (x, y)où P est sans quanti�
ateurs.5.2 Question1. Dé�nir la non-non-tradu
tion dans Coq.2. Prouver que si Γ ⊢ P est prouvable dans l'arithmétique 
lassique, alors, pour tout A,
ΓA ⊢ PA est prouvable dans l'arithmétique intuitionniste.3. Soit P une proposition sans quanti�
ateurs. Prouvez que pour toute interpretation I, touteproposition A,

PA ⇐⇒ P ∨ A4. On appelle formule Σ0
1 une proposition de la forme ∃x.P (x), où P est sans quanti�
ateur.Monter que si une telle formule est prouvable dans l'arithmétique 
lassique, elle l'est aussidans Coq.Référen
es[1℄ B. Barras. Coq en 
oq. Rapport de Re
her
he 3026, INRIA, O
tober 1996.[2℄ B. Barras et B. Werner. Coq in 
oq. Soumis à publi
ation, disponible surhttp://
oq.inria.fr/~barras/, 1997.[3℄ R. Cori et D. Las
ar. Logique Mathématique, Cours et exer
i
es. Axiomes. Masson, 1993.
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