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TD n°1 - Correction

Syntaxe et raisonnement par induction sur les formules

Exercice 1 [Premiére induction| Soit ¢ une formule de la logique propositionnelle. On désigne
par n(¢) le nombre de variables de ¢, en tenant compte des éventuelles répétitions. Par exemple :

n((x1 V) =n((zy Azy)) =2

Autrement dit, n(¢) désigne le nombre d’occurrences de variables dans la formule ¢.
Par ailleurs, on désigne par p(¢) le nombre de parenthéses dans ¢. Par exemple

p(x1) =0 et p((x1 Nxq)) =2

Montrer par induction la propriété suivante :
Propriété : toute formule propositionnelle ¢ € Form vérifie n(¢) — p(¢) < 1.

Correction :
Par induction. On rappelle que pour prouver par induction que une propriété P est vraie pour toute
formule, on doit montrer que :
1. tout élément de ’ensemble de variables V a la propriété P,
2. si on suppose que ¥ satisfait P alors —) satisfait P,
3. si on suppose que ¥ et y satisfont P alors (¢ A x) satisfait P,
4. si on suppose que ¥ et y satisfont P alors (¢ V x) satisfait P,
Dans cet exercice la propriété P est « n(¢) — p(¢) < 1». On suit donc le schéma présenté ci-dessus.
— soit w € V. Alors n(w) =1 et p(w) = 0. Donc w a la propriété P.
— soit ¥ une formule qui vérifie P. Il s’agit d’une hypothése d’induction, & partir de laquelle nous
souhaitons démontrer que —) vérifie P. On a n(—) = n(¢) et p(—y) = p(y).
Par hypothése d’induction, ¢ vérifie P, donc n(¢) —p(¢) < 1, soit en remplagant, n(—v) —p(—y) <
1. On en déduit que —) vérifie P.
— soient 9, x deux formules qui vérifient P. On a n(ypAx) = n(v¥)+n(x) et p(¥vAx) = p(¥)+p(x)+2
Par ailleurs, comme 1, x vérifient P, n(v) —p(¥) < 1et n(y) —p(x) < 1.
En sommant ces 2 inégalités, on obtient :

n(y) +n(x) — (p(¥) +p(x)) <2
puis
n(P Ax) — P Ax)—2) <2
n( Ax) —p( Ax) <0

qui implique n(¢ A x) —p(¢¥ A x) < 1. Donc, (¢ A x) vérifie P.
— On obtient que (¢ V x) vérifie P exactement de la méme fagon.

Exercice 2 V est un ensemble de variables propositionnelles. On désigne par |M| le nombre
de parenthéses ouvrantes, par |M |) le nombre de parenthéses fermantes et par |M|- le nombre
signes de négation figurant dans une suite de symboles M (cf.cours). On appelera également |M |
la longueur de M.



Montrer par induction la propriété suivante :

Propri¢té : toute formule propositionnelle M € Form vérifie |[M| = | M| +2|M | +2|M|)+1
Correction :

Par induction. On rappelle que pour prouver par induction que une propriété P est vraie pour toute
formule, on doit montrer que :

1. tout élément de V a la propriété P,

2. si on suppose que v satisfait P alors —) satisfait P,

3. si on suppose que ¢ et y satisfont P alors (¢ A x) satisfait P,
4. si on suppose que ¢ et y satisfont P alors (¢ V x) satisfait P,

Dans cet exercice la propriété P est « |[M| = |M|- + 2|M| + 2|M]y + 1 ». On suit donc le schéma

présenté ci-dessus.

— soit w € V. Alors |w|- = |w|( = |w|y = 0 et |w| = 1. Donc w a la propriété P.

— soit p une formule qui vérifie P. Il s’agit d’une hypothése d’induction, & partir de laquelle nous
souhaitons démontrer que —p vérifie P. On a [-p|- = [p|- + 1, |-p|( = |p|( et |-ply = |p|). Par
ailleurs, |-p| = |p| + 1.

Par hypothese d’induction, p vérifie P, donc |p| = [p|- + 2[p[( + 2|p|) + 1, soit en remplacant,
[=p| = 1= [=pl- = 1+ 2|=p|( + 2|-p|) + L.
On en déduit que |[—p| = |[=p|- + 2|-p|( + 2|-p|) + 1, c’est & dire —p vérifie P.

— soient p, ¢ deux formule qui vérifient P. On a [(p A q)|-~ = |p|- + |g|-, [(p A @) = Ipl( + lgl(+ 1,
(pAa)ly = Iply+1laly+1et [(pAg)]=|p|+[q]+3
Par ailleurs, comme p, ¢ vérifient P, [p| = [p|- + 2[p| + 2[p|) + 1 et |q| = |q|- + 2|q| + 2|ql) + 1
En sommant ces 2 égalités, on obtient :

Ip| + lg| = Ipl- + lgl- + 2Ipl¢ + 2lql + 2[ply + 2|q]) + 2

puis

|(p A q)| 3+ |pl- + lal- + 2|p|( + 2|ql( + 2|ply + 2lg]y + 2
= 3+|p+ol-+20@+l—2+2/p+ )y —2+2

(p+a)l-+2[(p+ )| +2[(p+a)y+1

donc (p A q) vérifie P.
— On obtient que (p V q) vérifie P exactement de la méme facon.

Exercice 3 Appelons X l'ensemble des mots comportant le méme nombre de parenthéses ou-
vrantes que de parentheses fermantes (cf.cours : X = {w | [w| = |w[y}). Montrez que I'’ensemble
X satisfait les quatre propriétés de clotures des formules propositionnelles. Est-ce que X =
Form? Justifiez.

Correction :
— Propriété 1 : V C X. Tout élément w de V se trouve dans X, car [w|( = |w|) = 0.
— Propriété 2 : Soit x un mot de X. x a le méme nombre de parenthéses ouvrantes que de parenthéses
fermantes. Il en est donc de méme pour —x
— Propriétés 3 et 4 : Soit o € {A, V}. Soient w; et wo des mots de X. [(wiaws)| = |wi| + |wa| + 1.
Comme |w1|( = |wil), |wa|¢ = |waly. |wi|( + Jwa|  + 1 = |wi]) + |wa|y + 1 donc (wiaws) € X
Exemples de mots dans X et pas dans Form : (), (() A p).

Exercice 4 On définit I’ensemble E' comme le plus petit ensemble de chaines de caractéres tel
que

— la chaine vide € appartient & £ (1)

-simekE, (m)eE (2)



On suppose que cet ensemble existe et est bien unique.
Par ailleurs, on définit également I’ensemble F :

F={(")"neN}

ou a” est le caractére a répété n fois.
— Montrer que F satisfait (1) et (2). En déduire que F C F
— Montrer que F' C E (pour chaque élément de F', on montrera qu’il appartient & F en le

construisant explicitement a partir de (1) et (2))

— Conclure

Correction :

Si on prend n = 0 dans la définition de F', on obtient le mot vide. Donc F vérifie (1).

Soit m € F. Il existe n € N tel que m = (")™. Donc on peut écire (m) = ((")") = ("*1)"*t ¢ F.
Donc F vérifie (2).

E étant le plus petit ensemble vérifiant (1) et (2), on a donc bien E C F'.

Soit m € F. m = (™)™ pour un certain n. La régle (1) nous dit que le mot vide appartient & E. La
régle (2) appliquée n fois nous dit que le mot (™)™ = m appartient & E. Donc F C E.

On déduit des deux points précédents que F' = FE.

Exercice 5 Donner la définition par récurrence de la fonction qui renvoie le nombre de conjonc-
tions d’une formule. Montrer par induction que pour toute formule propositionnelle, le nombre
de parenthéses ouvrantes et plus grand que le nombre de conjonctions.

Correction : La fonction nbconj est définie comme suit :

1.

2
3.
4

. nbconj

nbconj(z) =0siz e V
(=p) = nbconj(p)
(

nbconj((p A ¢)) = 1 4 nbconj(p) + nbconj(q)

. nbconj((p V q)) = nbconj(p) + nbconj(q)

La propriété P qu’on doit prouver est nbconj(p) < [p|(, pour toute formule propositionnelle p :

soit € V. Alors nbconj(z) = 0 = |z|.. Donc z a la propriété P.

soit p une formule qui vérifie P. On a que nbconj(—p) = nbconj(p) et |-p| = |p|(. L’hypothese
d’induction dit que nbconj(p) < [p|(. Donc, nbconj(—p) < |—p|(, c’est a dire —p vérifie P.

soit p et ¢ deux formules qui vérifient P. Par définition, nbconj((p A ¢q)) = 1+ nbconj(p) 4+ nbconj(q)
et [(pAq)l¢ =1+ |p|c+ |q|(- Par I'hypothése d’induction, on a que nbconj(p) < [p[( et nbconj(g) <
lgl(- En sommant ces 2 inégalites, on obtient nbconj(p) + nbconj(q) < |p[( + [q|( qui implique
nbconj((p A q)) < [(p A q)|(. Donc, (p A q) vérifie P.

soit p et ¢ deux formules qui vérifient P. Par définition, nbconj((p V q)) = nbconj(p) + nbconj(q) et
|(pV @)l = 1+ |pl¢ + |q|(- Par 'hypothése d’induction, on a que nbconj(p) < |p|( et nbconj(q) <
lgl(- En sommant ces 2 inégalites, on obtient nbconj(p) + nbconj(q) < |p[( + [g|( qui implique
nbconj((p VvV q)) < |(pV q)|(- Donc, (pV q) vérifie P.

Exercice 6 |Facultatif] Pour tout ¢ € N, on construit I’ensemble de mots F; de la fagon suivante :

Sii =0, on pose Fy =V

Sii>0,onpose F; =-F;_1U(Fo1 ANFi_1)U(Fi-1 VF_1)UF;_
ou

—Fio1 = {~f|f € Fi1}

(Fia NFioq) ={(finfo)lfr € Fica, f2 € Fia}

(FiaVE 1) ={(fiV fo)lfi € Fi—1, f2 € Fi1}

puis



Donnez quelques exemples de formules dans F; et F.
Montrer que F' vérifie les propriétés de cléture des formules propositionnelles :
—-si feV,alors fe F
—si feF,alors ~f € F
—sifieFet foeF  alors (fiAfo) €F
si fi € Fet foeF ,alors (fl\/fg) eF
En déduire que Form C F.
Montrer également que F' C Form.
Correction : Il faut commencer par une observation : pour tout %, j, si ¢ < j alors F; C F};. On prouve
cela par induction sur ¢ — j. Si j = ¢ alors F; = F}; et donc F; C Fj. Supposons que F; C Fi,. Par
définition Fiin41 = " Fipn U (Fign A Fign) U (Fign V Fippn) U Fiyy. En particulier Fy1,, C Fiy,41. Donc
F,CFin CFiyny.
Maintenant on montre que Form C F':
—si feV,alors f € Fy et donc f € F.
— si f € F, alors il existe ¢ tel que f € F; donc —f € F;11 et donc -f € F.
- si f1 € Fet fo € F, alors ils existent i; et iy tels que f1 € F;, et fo € F;,. Sans perte de
généralité on suppose que i1 < is. Par P'observation précédente on a F;, C F;,. Donc fi, fa € Fi,.
Par définition (fl A\ fg), (f1 AN fg) S FZ‘2+1 et donc (f1 A\ fz), (f1 AN fg) e F.
Du fait que F'orm est le plus petit ensemble qui satisfait ces propriétés de cloture, on conclut Form C
F. Pour prouver que F' C Form, on prouve par induction sur ¢ que pour tout ¢, F; C Form. On laisse
les détails au lecteur.



