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Sémantique

Exercice 1 [Preuve de la Proposition 2] Soit p une formule propositionnelle et v1, v2 des a�ec-
tations telles que v1(x) = v2(x) pour toute variable x ∈ V(p). Montrer que [[p]]v1 = [[p]]v2.

Correction : Reformulons d'abord la dé�nition de JpKv. On considère les fonctions suivantes :

NON : {0, 1} → {0, 1}
ET : {0, 1} × {0, 1} → {0, 1}
OU : {0, 1} × {0, 1} → {0, 1}

dé�nies selon les tables de vérité de la négation, de la conjonction et de la disjonction.
Alors la dé�nition de JpKv par induction sur la formule p peut s'exprimer ainsi :
� JxKv = v(x)
� J¬pKv = NON(JpKv),
� J(p ∧ q)Kv = ET (JpKv, JpKv),
� J(p ∨ q)Kv = OU(JpKv, JpKv).
Par exemple, J(¬x∧ y)∨ z)Kv = OU(ET (NON(v(x)), v(y)), v(z)). Attention : ¬,∧,∨ sont des objets

syntaxiques tandis que NON,ET,OU sont des fonctions mathématiques, c'est-à-dire des objets séman-

tiques.
On prouve maintenant l'exercice 1 par induction. On �xe deux a�ectations quelconques v1, v2. On

dé�nit la propriété P (p) : si v2(x) = v1(x) pour tout x ∈ V(p), alors JpKv1 = JpKv2 .

1. soit p une variable z. Par dé�nition, JzKv1 = v1(z). Si v2(x) = v1(x) pour tout x ∈ V(p), puisque
z ∈ V(p), on a v2(z) = v1(z). Donc JzKv1 = JzKv2 .

2. soit p de la forme ¬q. Supposons que v2(x) = v1(x) pour tout x ∈ V(p). On observe que V(p) = V(q).
Par hypothèse d'induction on a donc JqKv1 = JqKv2 . Alors

J¬qKv1 = NON(JqKv1)
‖ (par hypothèse d'induction)

J¬qKv2 = NON(JqKv2)

3. soit p de la forme q ∧ r. Supposons que v2(x) = v1(x) pour tout x ∈ V(p). On observe que
V(p) ⊇ V(q) et V(p) ⊇ V(r). On a donc que v2(x) = v1(x) pour tout x ∈ V(q) et pour tout
x ∈ V(r). Par hypothèse d'induction on a JqKv1 = JqKv2 et JrKv1 = JrKv2 . Alors :

J(q ∧ r)Kv1 = ET (JqKv1 , JrKv1)
‖ ‖ (par hypothèse d'induction)

J(q ∧ r)Kv2 = ET (JqKv2 , JrKv2)

4. le cas de la disjonction est complètement analogue.

Cela prouve par induction que pour ces deux a�ectations �xées v1, v2 telles que v1(x) = v2(x) pour
tout x ∈ V(p) et pour toute formule p, JpKv1 = JpKv2 . Mais les deux a�ectations sont deux a�ectations
quelconques, donc cette propriété est vraie pour toute paire d'a�ectations v1, v2 telles que v2 étend v1.
Cela conclut notre preuve.
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Exercice 2 [Preuve du théorème 4.2 du cours] Montrez qu'une formule p est valide si et seule-
ment si v |= p pour toute a�ectation v avec supp(v) ⊆ V(p).

Correction : Deux méthodes :
1. � Le théorème 4.1 du cours appliqué à ¬p nous donne l'équivalence suivante : la formule ¬p est

satis�able si et seulement si il existe une a�ectation v avec supp(v) ⊆ V(¬p) = V(p) telle que
v |= ¬p (qui équivaut à v 6|= p).

� Mais ¬p est satis�able si et seulement p n'est pas valide (Proposition 1).
� Donc on a l'équivalence : p n'est pas valide si et seulement si il existe une a�ectation v avec

supp(v) ⊆ V(p) telle que v 6|= p.
� On prend la négation de l'équivalence au dessus : p est valide si et seulement si pour toute

a�ectation v avec supp(v) ⊆ V(p), on a v |= p.
2. Preuve directe. Si p est valide, par dé�nition, pour toute a�ectation v on a v |= p. En particulier,

c'est vrai pour toute a�ectation v telle que supp(v) ⊆ V(p).
Réciproquement, supposons que pour tout v telle que supp(v) ⊆ V(p) on a v |= p. Soit w une
a�ectation quelconque. On dé�nit une a�ectation v comme suit :

v(x) =

{
w(x) si x ∈ V(p)
0 sinon

Mais d'après la Proposition 2 (Exercice 1), puisque v |= p et v(x) = w(x) pour tout x ∈ V(x), on
a aussi w |= p ce qui conclut la preuve.

De�nition 1 Soient p et q des formules propositionnelles.
� On dit que q est une conséquence de p, et on écrit p |= q, si pour toute a�ectation v telle
que v |= p on a aussi que v |= q.

� On dit que p et q sont équivalentes, et on écrit p |=| q, si p |= q et q |= p.

Parfois on s'intéresse aussi à la notion de conséquence de tout un ensemble de formules :

De�nition 2 Soient p ∈ Form une formule et T ⊆ Form un ensemble de formules. On dit que
p est une conséquence de T , noté T |= p, si pour toute a�ectation v telle que v |= q pour tout
q ∈ T on a aussi que v |= p.

Exercice 3 1. Montrer que {q} |= p ssi q |= p

2. Montrer que si T |= p et T ⊆ S alors S |= p

3. Qu'est-ce que ça veut dire que ∅ |= p ?

Correction : Les deux premiers sont une facile consequence des dé�nitions. Si ∅ |= p, par dé�nition on

a que pour toute a�ectation v, si v satisfait toutes les formules de ∅, alors v satisfait p. Mais il n'y a pas

de formules dans ∅, donc n'importe quelle v satisfait toutes les formule de ∅. Et donc n'importe quelle v

satisfait p. Cela signi�e que p est valide.

Exercice 4 Soient q1, q2 deux formules telles que q1 |=| q2, x1, . . . , xn des variables proposition-
nelles di�érentes, et p1, . . . , pn des formules propositionnelles. Alors

q1[x1/p1, . . . , xn/pn] |=| q2[x1/p1, . . . , xn/pn]

Correction :
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